第 0 章 可 容 集 合 论 KPU 


我 们 知道 一 种 逐 辑 和 它 的 元 理论 ( 即 集 会 论 背 景 ) 是 密切 相关 
的 ， 例 如 ,有 穷 还 辑 和 ZF 系统 ， 但 对 沈 穷 逻辑 来 说 ,用 ZFC=ZF 
十 Cl 选择 公理 ) 或 ZF 十 GCH( 广 义 连续 统 假 说 ) 作 为 元 理论 就 显 
得 不 够 .例如 在 这 样 的 元 理论 中 , 绝 大 多 数 用 Zo REUEN E 
辑 会 丧失 通常 的 紧 致 性 定理 ,这 对 想 要 建立 成 果 丰 富 一 些 的 逻辑 
来 说 无 疑 是 一 场 灾难 .因此 除了 继续 对 ZF 系统 进行 增补 以 求 获 
得 更 多 的 成 果 外 ,我 们 还 需要 新 的 集合 论 KPU 作为 元 理论 ,由 此 
产生 了 一 大 类 无 穷 逻 辑 一 一 可 容 无 穷 逻 辑 、 

本 章 我 们 简介 作为 可 容 无 穷 逻 辑 背 景 的 可 容 集合 论 KPU. 

在 §1 我 们 引入 KPU 的 公理 系统 和 适 于 KPU 的 模型 . 

在 § 2 我 们 讨论 KPU 的 一 些 重要 性 质 , 

在 $3 我们 扩张 KPU 以 便 它 具 有 更 强 的 表达 能 力 . 

在 8 4 我 们 讨论 一 种 非常 重要 的 递归 定义 :3- 递 归 定 义 ;该 定 
义 对 我 们 研究 无 穷 逻 辑 特 别 有 用 . 

在 8 5 我 们 讨论 崩塌 定理 , 它 是 $ 4 采用 的 方法 的 延续 ， 

在 $6 我 们 研究 谓词 的 保持 性 和 绝对 性 , 主要 讨论 结构 间 的 
终端 扩张 关系 

在 $7 引入 可 容 集 概念 ,介绍 一 些 常 见 县 重要 的 可 容 集 . 

在 8 8 我 们 讨论 内 模型 和 可 构成 集 . 

由 于 本 书 不 是 全 面 讨论 可 容 集 合 论 的 ,所 以 本 章 只 引入 和 证 
明 对 建立 可 容 无 穷 迎 辑 必 不 可 少 的 概念 和 定理 .对 可 容 集合 论 在 
HEA MMAR. AM ES OL J. Barwise 的 [1975]. 


$1 公理 系统 KPU 


& y Sh Si — MiB A= (4,- - oS 的 模型 ,其 
中 4 是 始 苑 (urelement) 的 聚 台 . 注意 :这 里 的 始 元 不 是 集合 ,它们 
可 以 是 实数 、 某 个 群 的 元 素 . 甚 至 是 物理 对 象 ,- - -表示 用 4 的 元 
案 以 通常 的 方式 对 A 的 关系 .函数 和 个 体 常 元 符号 作出 的 解释 . 
RBA 4 作为 出 发 点 构造 各 种 可 容 集 ,并 用 这 些 可 容 集 作为 集 
合 论 公理 系统 KPU 的 模型 ， 所 以 就 这 -- 点 而 言 ,4 已 经 与 ZF 所 
研究 的 对 象 大 大 地 不 同 , 因 为 对 于 后 者 .集合 中 的 元 素 本 身 也 是 集 
合 . 归 根 结 底 都 是 由 空 集 构造 起 来 的 . 
BP = AYE ee) A ee SA PSK TB 
于 符号 E bE AY AS a KR AE RAT 
Heo. 4 RAE KPU 的 语言 . . 
OLLEN SH Ma= AM, E, H FAAR: 
(1) Z h A= (4,- - -), 其 中 4 可 以 是 空 的 (4 的 元 素 
A Din 的 她 元 )， 
(2) 与 4 不 相交 的 非 空 集 MM 的 元 束 是 集合 ;所 以 称 为 
My, 的 集合 元 素 ); 
(3) 关系 ECCAUM)XM(EMBATAS E): 
(4) AUM EW REMERON EA Rk 
示 )} 用 通常 的 方式 解释 KS 中 其 它 格 应 的 符号 . 
"的 等 词 符号 三 总 是 解释 为 通常 的 等 于 关系 ， 
本 章 我 们 使 用 的 各 类 蛮 元 受 下 列 约定 的 限制 ;给 定 绎 ”的 结 
fA My = (UME), 
Pigs pis RR 4 FHER), 
Qbserd s forsa bh IR M 中 的 元 素 ( 集 会 )， 
Lyze RR AUM 的 元 素 . 


使 嵌 皇 还 记 导 世 二 了 别 有 些 公式 对 始 元 成 立 : 有 些 对 集合 成 
Y PAN pjer la EG reer = p BE EG pep HFE 

我 们 也 用 uewen RE ERE KET. 

y THE RETER HA” > RR Eee R 
er THY o PRR ey He. 

0.1.2 定 义 D 5 的 Ai- 公 式 的 聚合 是 最 小 的 聚合 Z 包 
A 的 原子 公式 且 在 下 列 条 件 下 封闭 : 

D PER => PER, 

Qo. pE => Ap CPV PE, 

@ pe. => WER u Mv YuE Np, Cue wpe R, 

ERARE p. (Guto 4¢ WR (Yul Eorp), 
(unE€vh 人 DD)) 的 缩写 , (YeEu) 和 (3xEz 称 为 有 界 量 词 . 

注意 :Ah 公式 的 重要 性 在 于 任何 由 Au- 公式 定义 的 谓词 是 续 
对 的 (和 大 见 本 章 3$6); 而 且 我 们 经 常 使 用 的 许多 谓词 可 以 用 A 
AREL LFI 7-8 A). 

(2) 5 的 工 公式 的 聚合 是 最 小 的 聚合 Y w e 包含 上 述 
+ ,在 A,V 和 有 界 量词 下 封闭 旦 满足 王刚 规则 ， 

ge Y 对 任意 u Jupe ®. 

(3) 2 MUSRHRABRDORA HBS 包含 .上述 

EAN PRR PRBS PR, 
ge Z => 对 任意 u Vege 之. 

(4) FE Gad AY Do EHR De pe AEC cc pan) SP BH AR 
为 L'ARA 于- 公式 ， 

0.1388 RRA KPU 由 直列 公式 的 全 称 财 包 组 成 ， 

(1) 外 延性 公理 : Yr(rE ae € b) > azb. 

(2) 基础 (foundation) 公 理 ; 对 所 有 公式 gr) y 不 在 hr 
自由 出 现 ， 

Arex) afer) AVyE roy) ]. 
(3) HRA, JalrEah yEa). 


(4) 并 集 公 理 ; FAV y EC aVzE vir db). 

(5) ApS} RES STATA Ao- 公 式 pa), bE hadi 自由 出 
现 ， 

32VxzrLrEbrrrEaArz)] | 

(6) ARERR :对 所 有 Ao- 公 式 Gay). PE Kay) HA 

由 出 现 ， 
Va € ad yz yA bVzr€ aIyE ber, y). 

EM: C1) 上 述 公式 gr) gr. y PHL A BAN Boe oe. 
上 述 (5) 和 (6) 中 对 Ao- 公 式 的 规定 是 本 质 的 ， 例 如 ,车 (5) 中 的 公 
式 (x) 不 是 Do BRAS SRP RIE. CL) Ao AEE 
ZF 系统 的 子 集 公理 的 修正 . KPU 与 ZF 相 比 最 大 的 差异 在 于 前 者 
ABAD. PEA MIC. (E) 由 0.1.1 一 0. 1.3 显 见 KPU 是 由 
有 穷 长 公式 组 成 的 理论 . 但 到 第 1 章 ， 我 们 知道 这 些 公式 中 的 变 元 
可 以 用 以 表示 无 穷 逻辑 中 的 公式 . 

0.1.4 定 义 KPU+ 是 KPU 加 上 下 列 公理 ， 

Jayr rEaeJpir=p)], 

该 公理 断定 ,存在 包含 所 有 始 元 的 全 会 

01.5032 KP 是 KPU 加 上 下 列 公理 ， 

Vaoda(r=a), 

该 公理 断定 :每 一 对 象 都 是 全 合 ， 即 不 序 在 始 元 ， 

注意 ;(1) 显然 ,KP 是 ZF 的 子 系统 . 

CE) KP 首先 由 R. Platek 在 其 [1966 1] 提 出 的 . S. Kripke 在 其 
11964] 提 出 -一 个 与 KP 稍 有 不 则 的 系统 . 

《内 》 还 存在 一 些 公理 ,它们 可 以 用 Ma 的 定义 来 构造 .下列 
使 这 些 条 和 件 明确 的 句子 应 该 看 作 是 KPU 的 公理 ， 

Vp¥a7(p=a), C#RO1.102)). 

Jala=a), (£0.1.102) P RME) 

Vev¥r(c&p), 《参见 0. 1.1(3)). 


% 3 
0.1.6 证 明和 -公式 的 否定 还 辑 等 价 A AH. B-AR 
IL- 会 式 ) 的 否定 逻辑 等 价 M-ARGK DAH). 


§2 KUP 的 一 些 重要 性 质 


为 了 简便 ,下 面 表述 和 证 明 KPU 的 内 定理 (常用 KPU pA 
示 P 是 KPU 的 内 定理 ) 时 ,经 常 不 用 完全 严格 的 形式 语言 ,而 用 汉 
语 夹杂 人 工 语言 来 进行 。 例 如 ,对 

KPU | Vzy3! arl E arrr V =y), 

RT A Fe et TIMA KPU 的 定理 ， 

“itt ry 存在 唯一 只 以 yy 为 元 素 的 全 合 4 一 人 2 
然后 对 后 者 给 出 一 个 非 形 式 的 证 明 : 

任 给 ry MRA ERO r yEb. BA, 分 离 公 
it hia BH eC arr bA 2=e2V2e=y). AGF 0 
Ao- 公 式 ， 据 外 延性 公理 ,至 多 只 能 存在 一 个 这 样 的 a 

此 外 ,为 了 自然 ,我们 将 用 = 来 代替 三 . 以 后 把 KPU 作为 无 穷 
逐 辑 的 元 理论 时 也 是 如 此 ， 

0.2.1 定理 (1) 存在 唯一 没有 元 素 的 集合 巍 , 

(2) 任 给 a FE b= Uc 使 得 Tx Eb © JyEal(x€Ey)]. 

(3) 任 给 a,5 存在 唯一 c= 二 aUb Br Ec © ra RnR reb). 

(4) 任 给 ab TETEME-- c= ald EES area H reb). 

证 明 :; 据 0. 1.1(2), 存 在 集合 5. 对 (1), 施 如- 分离 公理 于 5 和 
bo BR: r= ARTRO. 对 (2), 据 并 集 公理 ,得 到 b 使 得 
VyGa¥r€ y(trE 5) ,然后 据 Ac- 分 离 公 理 ,构造 

b= lr€b: Jy€alrc€ y)}. 

对 (3) ,构造 U {ab} CR 0. 2.1 前面 的 说 明 ). 为 了 证 明 (4), 令 

c={r€a: TE€5b} ,因为 据 Ao- 分 离 公 理 , 这 样 的 是 存在 的 . 


在 上 述 (1)- 一 (4) 的 情况 二 ,唯一 性 据 外 延性 公理 .站 
象 通常 那样 定义 .x,y 的 有 序 对 (z,y), 易 证 
(ay) = inw) > z=2 y=w. 

0.2.2 定理 ”对 所 有 ab TERS c=aXh, [ER 

cry: Ex H yb}. 

证 明 : 据 后 面 的 表 1, 以 op.x 为 变 目 的 谓词 

ure Cz.y) RAF zea A VES 
是 Au- 公 起 ,所 以 若 我 们 能 证 明 . 对 所 有 wa, yes, FERS: 使 
得 (zy)Ec, 则 据 和 -分离 公 理 , 就 能 得 到 本 定理 要 求 的 c- 

给 定 zEa, 对 任意 yes, 根据 对 集 公理 ,存在 集合 {x,x} 和 和 
(rey) ,所 以 存在 集合 d= (2,4) BV ye bad(d=(z.y)). EPR 
led=(a yi E Oo BH. OE ARAB FERRE w 使 得 对 
所 有 yEb, y Ew. RR Ao- 聚 合 公 理 , 有 l 

YrEudw[lYyEbAdEw(lad = (x,y))]. 
由 于 上 式 方 插 号 中 是 Ao- 公 式 , 所 以 再 据 Ao- 素 合 公理 ,有 

Je YrEaIwEcVYyEL( ry Ew), 
所 以 存在 c 使 得 对 所 有 rea 和 yeb, FEET wEa (owe 
wH, E c= Uc 则 对 所 有 >zEaryEb(zy)Ec O 

注意 :在 ZF 中 ,由 于 有 筹集 公理 ,所 以 上 述 证 明 中 的 c 可 直接 
WME PC UUH) CRRA EF fe TB) KPU +. 

类 伺 地 , 施 归 纳 于 ”可 以 如 下 定义 有 序 = 元 组 ,其 中 n> 2, 

© Ae A ris Ter SED, 
和 a, Xo Xa,=a, K Ca, Xo Xan). 
FAW, a, X + Xa, 就 是 所 有 n AA ,zr,) 的 和 集合 使 得 
ZEa 对 1=1. on 

有 了 有 序 对 概念 ,就 可 以 如 下 过 嘟 拌 用 ao- 公 式 来 定义 关系 、 

次 效 等 重要 报 念 . 


Ci) 本 书 在 定理 、 引 型 和 准 沦 的 证 明 或 光 证 明 的 表述 之 后 标 以 [C1 


s.e 


mi KEERN iS 


Vt€ al4€ rV FE v) AYE x(bE a) 
AVE vbE a) 


VAE al(bE rN bE vI AWAE rthE y 
+b€a) ` 


ve aAzeaNVYre ula =yV\ res) 


IhE adc ub {yi Acs (yest 
Aas ibe! | 


deEud vE elm lay) 


aye MP SEP x Mta) = y | Je E adz€ clas: fcyy)) 


ee i — 


uirri R EM ron Ord Pr (2) AcE adr € rdyEela= (ry) 


Yre aledPrr? 


Rel f) A Wu FYLE fI (ad = 1" (ob) 
Fun O 
->24 (Ca) = tch) ] 
Relird AVAE r ITC) Ea) 
Domir) =a 
: | AWrx€adh€ ri") =r) 


\ Rel€r) A WSE 1 (206) Ea) 
AWr€ cFh€ rC2™(h) -= rr) 


Ran(r) =a 


Fielr}=a | a=Dom(r) Ui Rantr> 


a=Fum fA ‘a wef 


YrE Arul A ¥vEudz€ bl y€ x) 


RL KERRY A. wid 


ath os a=(@) Vr€a-7la2=2) 
aBKF OM BRR | amn | A A AoE at= DAVbEal V b= 1) 


4 是 后 继 函 数 a==sth) We€ alcEbVc=b) AblahbEa 


} > BEA WEE alsth) Ea) 
«RARE v (fr AWG aLb= DV AcE blb=sle))] 


a 是 序列 : Funta) A Ord(Dom(a)) 


Wd b(OrdPr(d) A 1" (2) Ec rAdEal 
a 3&6 Xt c HORA : AWdE alLOrdPrid) Ad Eb 
Artay€c] 


Vd € rl OrdPr(d) A IN (AES 
Am4QrecjAVdE Wee c( (ded Eu) 


Ve€ adyEc((y, 2IESIAVEd 
(OrdPrisd Ai(s) Ec 24 (23a) 


a fe ORF oR 


0.2.3 定 义 ” 任 给 公式 9 和 不 在 ?中 出 现 的 变 元 ww, 用 9 R 
示 用 相对 w 的 有 界 量 词 置换 中 每 一 非 有 界 量 词 而 得 到 的 公式 ， 
B et es ie i 

EM OR AAR AG phe A ARM EM = 

0.2.4 引 理 ”对 每 一 三 公式 ,下列 ARERR RAR Rp 
在 所 有 结构 Ma 中 真 , 这 里 暂且 用 路 上 9 表示 史 在 吐 PA: 

(1) g Nucu-g”. 

(2) ghp. 

其 中 ,wv 是 不 在 gp 中 出 现 的 变 元 (下 面 在 不 致 混 清 之 处 ， 我 们 不 再 
重 中 这些 关于 密 元 的 规定 )， 

证 了 明 : 施 归纳 于 公式 的 复杂 度 . 证 (1): 任 给 结构 MN =Ma 和 
zx,yEMU 4 使 得 器 上 xzCy. MOAR eo A p= =H”. 假设 
ME PAW”? WME GTA ME o” PIMA. M Ep” HN 


»g- 


Fy ,所 以 DRE CAD”. 对 一 ,V 和 有 界 量词 的 情况 也 类 似 可 
TE. SBR Dt Gwu, MFE we r ERM F wd”. 据 
归纳 假设 ME Ke)”, LAW coy, PL Dt F Awe yew)”. A 
ME Guplw))”. (DWE. O 

说 明 :0. 2.4 可 以 重 述 为 :对 每 一 >- 公式 p， 

(1) KPU Hg” A uCug", 

(2) KPU Fop. 
因为 在 KPU 中 推演 (1 和 (2? 中 公式 的 方式 和 上 述 集 合 论 模 型 论 
证 方式 完全 相同 ,后 者 也 只 用 集合 的 包含 .并 、 交 等 集合 论 运 算 和 
有 穷 逻 辑 的 方法 .所 以 我 们 以 后 对 上 述 两 种 表述 方式 不 加 区 别 . 

0. 2.5 EBC- RERA 对 所 有 I-AR p, 

KPU ¢ p Jag”. 
特别 地 ,在 KPU H. AASA AA. 

证 明 : 据 0.2.4, 有 3ag”*->g， 所 以 KPU 的 公理 只 用 来 证 明 
KPU ! ydayg”. (下 面 在 不 臻 混 清 之 处 省 略 "KPU 上 ”这 个 条 
件 )， 施 归纳 于 公式 SPHERE. E pE Ac- 公式 或 一 %, 则 证 明 平 
凡 , 押 以 只 须 考 虑 以 下 4 种 情况 . 

情况 1 假设 p= 一 yA8 成 立 ; 据 归纳 假设 ,3ap" 上 且 3420" 
S aa, Ua. E 0.2.41), POR O° RY.. 

情况 2 假设 9 二 3uE€ wp(w) 成 立 : 要 证 ja3wu€E wu). 而 据 
扫 纳 假设 ,这 是 显然 的 . 

情况 3 假设 9 二 YuEvwp (tw) 成 立 ; 要 证 3aYuEvyp(w)”. 据 归 
纳 假设 ,对 每 一 wxEv, 存 在 6 使 得 g(x)”. ARAB a 
使 得 Yat€v35E apan. & a= Ua, AAW bE aba, BLA RS aR 
—- uE v,Ardbadlud™ , E 0. 2.4, YuE vpn) RT. 

情况 4 RIK p= Jupa RI HR - a 使 得 3xw€ayglu)". 
车 ytau} 成 立 , 据 归纳 假设 ,存在 68 使 得 glu)”， 令 a 一 5bU ta) W u 
Ea. AW 6a. UGE 0. 2.4, od Radda). C 


«Qa 


注意 :在 上 述 证 明 中 .Ao- 聚 合 公 理 只 用 于 一 Vx€ uf. 
0.2.6 定理 (2- 聚 合 原则 ) Xij- Z-A p., FIE KPU 的 
定理 ;着 YrEa3ygplr;y), 则 存在 集合 5 使 得 
VrEaJy€bplr, y), VYyEbIrEaplr,y). 
WERA RV rE al yer, y) HE -ARRU FERS c 使 得 


VWr€adyEc rey). C0, i> 
据 A.- RAH. > 
b={y€e: Jxr€a pry) } (6, 2) 


据 0.2.4,Q 2. y) 一 zy FRO. 1), HV rE aye hary). HT 
据 (0. 2), 8Vy€ br rE aglr, y). C] 

注意 :二 聚合 原则 描述 了 一 种 back and forth- 方 法 . 以 后 我 们 
要 详细 讨论 这 种 方法 、 

0. 2.7 A- 分 离 定 理 ”对 任意 二 公式 oO ESR oO, 下 
列 是 KPU 的 定理 : 若 对 所 有 rEapLx)+*p《z), 则 存在 集合 

b= irEa: Hr)}, 

证 明 : 设 YrEafglryoog(r)], 则 YrEalghr V oga) iff 

后 者 等 价 -- -公式 ,所 以 据 马 自 返 原则 ,存在 c 使 得 
YrE alga)" V aypCr)}. (0. 3) 

E ADAAN, 令 6 一 {rEa: G2}, WRB rel 满足 
ha). Br€a Boz) FRR. 6D). 因为 gy(z) 是 下 公式 ,因此 
plr) EAH HB O. 2. deh rh) ;所 以 有 xr)"， 
据 (0. 3) ,8z) ”因为 xEo 县 xz) 成立: 所 以 +Eb， O 

0.2.8 过 置换 定理 ”对 每 一 王公 式 gary), FAE KPU 的 
定理 : 若 YzrEdd !y9tzyy), 则 存在 函数 f Dom f) =a, kB 

Yr€Eag(z, f(r)). 
证 明 , 据 -聚合 原则 ,存在 集合 5 使 得 
YXxEadyEbr, y). 
显然 对 所 有 (zx,y)Eaxb， 
Ar, wowace grz) Ayr], 


* 10" 


而 全 的 右边 是 I-AA AER A- 分 离 定 理 , 存 在 了 使 得 
f= rw€aXb: yr,y)) 
={UrwWeuXb: -r32el gla aDAyes]). O 
上 述 定理 往往 由 于 假设 中 的 叭 一 性 要 求 “3!1” 在 证 骨 中 受到 
限制 ,在 这 种 情况 下 我 们 通常 用 下 列 定理 . 
0.2.9 也- 强 置 换 定理 ”对 每 一 公式 gla. yi KAE KPU 
的 定理 : 若 YzE ddyptzry), 则 存在 困 数 f, Dom’ f= a. ft ft 
Vr€afWI4O. Vr avVy€E fr gr,y). CO. 4} 
TER RE 聚合 原则 .存在 集合 4 使 得 
yyrE ddyEppzy yy，VYyEbrEaepfyr yl)， 
所 以 据 三 自 返 诛 则 ,存在 这 使 得 
Vr€aivesgla,y). Vy€baxr€agsr.y)™. 
对 任意 固定 的 xz€a,3y€ bplr.y) | E AAR. VE AK 
公理 ,存在 集合 "= (yEb: Pay). 据 外 延性 公理 ,这 样 存在 
BY oc. 是 唯一 的 ,因此 据 2 置换 定理 ,存在 函数 o Domni) =a. fi 
得 对 每 一 x€a,f(x)==c.， 易 证 了 满足 上 述 条 件 (C.4)，[] 


$ J 
0.2.10 证 明 对 每 一 LARS, 
KPU F geJala,€ah--Azr,E€ah¢ |. 
0.2.11 {EM ZAR Ge. > eMC ala ETM SE 
IER 9 中 部 分 (不 必然 是 全 部 ) 了 xz 得 到 的 公式 ， 证 明 ， 
KPU } P<> 习 ap， 


$3 增加 有 定义 符号 给 KPU 


为 了 简洁 ， es ae R218 ont FER BE BS 
Rb, A SHAR zi 


*}l« 


在 类 似 ZF 的 理论 中 ,我 们 能 用 任意 公式 gpl) 来 定义 新 nt 元 
关系 符号 R: 

Val RDeogee), (R) 
且 用 尺 作为 其 它 公式 中 的 原子 公式 ,即使 在 置换 公理 中 也 是 如 
此 ,因为 我 们 总 能 反 过 来 用 置换 R. 但 是 在 KPU 中 ,必须 注意 我 
们 的 公理 所 采取 的 语法 形式 . 

0.3.1 定 义 SPDR SHEAR GDS HDA 
使 得 KPU poeg S REA TARAS BS OMY AER 
CAEN RW RRA KPU 的 A- 关 系 符 号 . 

确切 地 说 ,上 述 Rg , 消 构 成 关系 符号 RG AEM. | 

下 一 引 理 说 明 , 我 们 能 把 A- 关 系 符号 当 作 经 "的 原子 公式 . 

8.3.2 引 理 令 KPU b "RRR E KPU 的 A- 关系 符号 . 
S KPU, 是 用 A CR) 一 经 UR) RR KPU+ CR), WY 

(1) 对 20* (R) 的 每 一 公式 OLR) FETE 经 的 公式 全) 使 

KPU, 8, R) =0, (2). 
GORE S* (ROH RAAR, M b wi SH DAH. 
(2) tS * (RIB AAR OER) FE SH TAK 
ADA I-AR 0,2) PAAR KPU, 的 定理 : 
AZRIN), 02,RI8, CE. 
(3) KPU, 是 KPU 的 保守 扩张 , 即 对 "I o, 
KPU, to KPU o, 

WA: TE): AA RÆ KPU 的 和 关系 符 身 ,所 以 据 0. 3. 1， 
ALAR RW TAR ADH: REg). 

设 KPU | AZ) OYZ) HP YEAR. 我 们 可 以 用 尺 的 定 
RAR m 2 来 晋 换 2 中 玉 的 每 一 出 现 , 这 样 得 到 的 公式 就 是 我 们 
WRAY m， 所 以 (0 的 第 一 个 命题 显然 成 立 . 

为 了 使 (1) 中 第 二 个 命题 成 立 , 我 们 需要 用 de Morgan- 律 把 8 
中 的 否定 号 内 移 至 原子 公式 ,再 消去 只 ( 艺 ) 前 偶数 个 否定 号 且 用 e 
BRO 中 玉 ( 他 ) 的 每 一 正 出 现 { 即 R(Y) 前 没有 否定 号 ), 用 等 价 ~7y 
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的 三 公式 (内 移 一 yy Hm) ROP RG) HE he ip 
RG) BM). BSH RRA OO. AA 
KPU, RD eg), KPU, >R emyl), 
所 以 KPU, HOR) (2). 

在 上 述 从 TORO o RRE H, E-E RE FE, 
所 以 @, 也 是 三 公式 . 注意 :这 样 的 置换 变形 并 没有 拒 AARE 
Au- 公 式 , 而 只 是 变 成 立会 

证 (2) :因为 Ao- 公 式 在 否定 下 封闭 ,所 以 从 (1 直接 可 得 (2). 

证 (3) :只 须 证 “之 ”: 显 然 当 只 (元 ) 如 上 置换 后 ,KPU, 的 每 一 
公理 能 转 为 KPU 的 定理 .例如 ,KPU, 的 Ac- 分 离 公 理 成 为 KPU 
的 A- 分 离 定 理 ,KPU 的 Ao- 聚 合 公理 成 为 KPU 的 SRA 
演绎 后 承 MOAR aA aA. CI 

用 上 述 引 理 RILEY WT hit — EN REA Ie. 
有 一 种 形式 化 到 -= 经 (E,…) 的 方法 是 把 区 变 成 一 种 单 类 
(single sorted) 语 言 ,其 中 用 谓词 符号 U 表示 始 元 ,用 表示 集合 ， 


用 这 种 方法 ,Yp(…p…) 表 示 Yz[UCz) 一 (zn)] Wao) BE 
YrLSCr) 一 Cz)] 而且“ 是 始 元 ”是 一 个 如- 公式 ULT). 另 一 


种 把 笃 " 形 式 化 的 方法 是 把 A 变 成 一 种 多 类 (1nany sorted 请 
言 ,就 象 我 们 前 面 所 做 的 那样 ,使 用 3 类 变 元 : 


Pode dbs; Ziyi. 
谓词 *z 是 始 元 ”不 再 是 A- 公 式 ,而 是 A- 公 式 ， 我 们 关于 SME 
义 保 证 有 下 列 等 价 关 系 ， 


工 是 始 元 +*9p(z 一 P)， 工 不 是 始 元 *Ja(x-<a)， 
因此 该 谓词 和 它 芍 否定 都 是 卫 ,- 公 式 . 0. 3. 2 保证 我 们 能 如 下 式 引 
入 一 个 新 符号 : 
U(X)erX 是 始 元 ， 
而 且 可 以 把 U(xz) 作 为 ao- 公式 ， 类 似 地 ,可 以 引入 
S(r)+Jalr=a), Slr)e—dplr= p). 
来 表示 “zx 是 集合 ”, 并 把 SCz) 看 作 是 Ac- 公 式 . 


th EE gie Cintuitive set theory) 的 谓词 称 为 KPU 的 A- 亩 词 
e 它 可 以 用 一 A- 关系 符 屿 来 定义 . 据 0. 3. 2, 我 们 可 以 把 A- 谓 词 
BBA 二 "的 原子 公式 定义 的 . WH A- 谓 词 在 A,V ,Yu€v， 
3w&w 下 封闭 类似 地 ,我 们 有 “A 谓词 ”,“T- 谓 词 " 等 概念 . FR 
2 列 出 凡 种 最 重要 的 A- 谓 词 ， 


2 某 些 最 重要 的 A- 谓 词 


Tran€s) 


(wdi r} 


Ordix) A rek 
AYyE rJz€ rlz= yU {y}) 


Limt( .ry 


Ord) AYYE x:Limt wv) 
A~Lim(.r) 


NarNot7} 


p WR hE XR Ord (a) A Ord (6) Aaep 
序数 的 省 于 或 等 于 关系 


0.3.3 EX Sye LAHAR 
KPU | Y23! ylz, y), 
令 天 是 新 于 元 天 数 符 导 且 用 下 列 公 式 定义 到 ， 
VIY [FED = yogy) ], CF) 

WW F '& KPU 的 工 函数 符号 ， 

E 下 一 引 理 我 们 能 把 DAS AES PHT AS. 

0.3.45| 3 KPU ho ’* Ri. 是 KPU H AAAG, 
KPU, 是 用 <° (RRR KPU+ CF), Wl 

(1) 对 4" (下) 的 每 一 公式 OGLE) ,存在 L GAR aE 


1 
atte 


得 OE, F)<+0,(2) KPU, 的 定理 ; 
车 8 还 是 给 * PUK D-AR. U b 也 是 AREAN. 
《2) 对 LRS AAA IGF) FE 经 "的 王公 式 
ODA ILAR A DE PAE KPU, 的 定理 ， 
OE, FOZ), AF0 G). 
(3) KPU, 是 KPU 的 保守 扩张 . 
证 明 : 假 设 pey T-BAR 
FG) =y © Pasy), 
则 我 们 能 由 
ED Æy © 3z[ 红斑 ,z) A y*z] (0. 5) 
fF FQ) Ay W-E DR 27 [GG z) A yA E FQ = 
yy 的 全 -定义 .因此 FF 的 图 形 (graph,n 元 加 数 的 图 形 是 
(yÈ): (2) €Dom(F) AF(2)=y)) 
是 A- 谓 词 ,所 以 在 此 出 现 而 不 在 0. 3. 2 中 出 现 的 唯一 复杂 情况 
是 ,F 可 以 在 象 下 列 那样 的 复杂 情况 中 出 现在 4 中 ， 
FKG(z)) 一 再 (y)， RCF(r),y). 
称 一 公式 是 简单 公式 O F 只 出 现在 象 下 列 那 样 的 简单 情况 中 : 
FQD=y, F@DAy. 
重复 使 用 下 面 的 等 价 式 , 我 们 可 以 把 每 一 公式 变 成 一 逻辑 等 价 的 
简单 公式 使 得 立会 式 变形 后 仍 是 王公 式 : 
FCG a) rr) 一 ye 了 zLGCCzy 一 < 人 下 (zz 一 7]， 
FIGC), Tarr ra Aye Jl Glir) =r AF (zr sz) Ey] 
FD =H(y)eJz[ HOD =zAF@) =z], 
FOQDAH(y)42e(H (yy) =z A F(z 
AER, eez FED 人 lz，…)]， 9 是 无 量词 公式 ， 
剩 下 的 证 明 如 同 0. 3. 2, 除 了 用 ee BRIO» 的 出 现 , 用 
(0.5) 中 的 芯 公 式 3x[8o( 芝 ,=) Ayé ER FOA a 
Pde 3 列 出 -- 些 最 重要 的 Dee: 


=o 
rte | 


了 对 a 的 毛 制 DA BR f 和 集合 a ha z={zref; 1"(r)Eal 


z= {z€ Ran(f): 
jyEa(f{y)=7)} 


了 限制 于 a 的 蒙 | MRM SARA a fa 


C 


朴素 集合 论 的 一 运算 称 为 KPU 的 2- 运 算 S 它 能 用 KPU 的 
一 -函数 符号 来 定义 。 可 以 证 明 朴 率 集合 论 的 许多 运算 是 KPU 
的 -运算 ， 下列 练 习 就 是 两 例 . 


练 J | 
0.3.5 上 "的 每 一 函数 符号 是 TARAS. 
0.3.6 ERER RER FHA. 


$4 三 递归 定义 


递归 定义 是 一 种 强 有 力 的 工具 , 它 允 许 我 们 引入 诸如 序数 加 
法 、 序 数 乘法 那样 的 重要 运算 (参见 后 面 的 表 4). 首先 我 们 来 证 明 
三 递归 定义 的 一 个 特例 . 

0. 4. 1 传递 闵 包 存在 定理 ”在 KPU 中 我 们 可 以 引入 -函数 


sa ]6" 


符号 TC 使 得 下 列 是 KPU 的 定理 :对 每 一 z,*TC(z) 是 传递 集 使 得 
zETC(z); 且 对 任何 其 它 传递 集 a. GH ca, Ml] TCi) a. 

在 本 定理 的 证 明 中 ,我 们 要 用 基础 公理 施 归 纳 于 抱 . 若 我 们 采 
用 基础 公理 的 逆 否 形式 ,就 能 得 到 下 列 结 果 ; 对 每 一 公式 9， 

KPU F ¥zLVyvE ry yp) ]—> Yrga). 

A TUE HYIP), RMR ER e ERE TAMAR ye 
LP R È AF AT HE RIE Kz) 成 立 . 

0. 4. 1 的 证 明 : 若 我 们 有 序数 w( 注 意 ; 我 们 不 能 在 KPU 中 证 
明 它 看 在 ), 则 能 够 用 它 来 定义 

TC@=aU UaUcU UDU. 
请 读者 记 住 这 个 定义 以 便 理解 下 列 证 明 ; 首 先 定义 QCr,a) 如 下 ; 
xa A Tran (a) A Yole A Trantb) aC). 
EE Q AY LAA ~~ 下 公式 来 定义 , 且 
Qi. ORE 名 是 包含 工 的 最 小 传递 集 . 

显然 ,人 ze) AQT, a) >a =a. 

现 令 PCza) 是 干 列 DA: 

x KA Na=D A 

xzkRS Ara A Tran(a) AYELL R HK ADom(S) 

是 自然 数 ? 十 1 一 10, nb Az=f(MEE fez]. 
WIAT BRR n HE Pa) >a) RR 
Piza) A P(25a,)~a=a,- 
若 我 们 能 证 明 ,对 每 一 工 :存在 a 使 得 P(z,a), 则 我 们 能 用 
TCC) & P(a,a) 

来 定义 ERAS TCA TC 有 我 们 要 求 的 传递 闭 包 性 质 ， 为 此 
只 须 证 Yr3aPlzx,a). Hx ERIC MWS a= OC. 所 以 下 面 只 须 施 归 
纳 于 EE 来 证 明 Y&6jaP(68,a). 任 给 ,在 证 明 3aP(6,a) 时 ,我 们 可 以 
归纳 假设 YrE 妇 cP(z,c). 因此 据 上 述 结果 ,YrxE 妇 1cP(z;c)., 和 根 
据 置换 定理 0.2. 8, 存 在 函数 g,Dom(g)==5, 使 得 对 所 有 reo, 
P(r,g(7x)) 成 立 . 令 


a=bU C(URan(g)) =6U Ysa). 


显然 ,ba 且 对 任意 Ebeg) Ær 的 传递 闭 包 ， 下 面 我 们 先 米 验 
证 a 是 传递 的 . 假设 YyEa 且 YzE€y, 只 须 证 zea. 设 任意 yEa, 则 
yEbR ye Vela). 若 yE5, 则 据 归纳 假设 ,gCy) 是 传递 闭 包 且 y 
gly) MAREE Ey, K rE gly). M a=bU g1), Bp g(x) 
Ca, 所 以 zEa. BUR res, yE g(x) ,因为 g(z) 是 传递 集 ,所 
DYzE yE g(x) => zE g(z)Ca; 因 此 zE a. 

下 证 P(e,b6) 的 最 后 一 合 取 肢 成 立 : 令 VzEa=5UURanCe)， 
若 zEB, 则 取 了 ={(0,z)}. 现 假设 zE URan(g) BIRD ces, 
rEg), AW PCr, g(r) BSL, UAE A Domh 
PW n+-1,h(O) =z ADERG+DA AGE. 

& fan {iatl} 则 

f(0)=zE FIDE Ef mE fatl =x b. 

所 以 Pama. O 

0. 4.2 定理 (TC 上 的 归纳 证 明 } 对 任意 公式 oe), FIE 
KPU HE BUS r VyETCD Ay) jpa), WY zp). 

证 明 : 施 归纳 于 E ,不 妨 假 设 对 所 有 zEzx,Yy€ TC p(y). 
我 们 只 须 证 YyETC(z)pl(y)， 据 题 设 ， 

¥YyETC(z) Py) > gz), 

所 以 对 所 有 yExUU{TCCz); zExz} 二 TC(z), 有 9y).- O 

0. 4.3 FRC BRAEMAR) 令 G 是 nn 十 2 元 二 函数 符号 ， 
nz 之 0, 则 我 们 可 以 定义 一 个 新 二 畏 数 符号 下 使 得 下 式 是 KPU 
.定义 公理 (多)) 的 定理 :对 所 有 莹 ,y， 


F2, y) =G, y, 1 {z.F@sz)): xE TCCy}}). (x) 

证 明 :一 旦 我 们 找到 一 种 定义 五 的 方法 ,就 只 须 证 明 : 对 所 有 
Tey EAE S 使 得 

f 44k ADom(f/)=TC(y), (0. 6) 


YwE Dom OL fw =FG@.w) ], (0.7) 


F@yW=GG.y,f). (0. 8) 
这 就 提示 了 的 正确 的 定义 公式 、 为 了 简化 记号 ,我 们 令 主 =xz， 
Plasyez. Æ PI -谓词 : 
f A AK ADom(f) =TCy) 
AYwE TCO L/fQw) =Gla,ws f | TCO) JAz=Glr.y,S). 
只 须 证 : 


Vays! zB fLP (a+ y.25f)]. (0. 9) 
者 能 证 明 (0. 9) RATE 0. 10) 引 入 2 BRAS F: 
Flaw =z fl PCa yz, f)]. (0. 10) 
BR, O 10) 的 右边 也 是 三 公式 .为 了 证 明 (0. 9), RATE: 
Plrsyszs HF) APZ yezis f D z= AS =f (0.11) 
YY 当下 .FLPCzyvyys J]. (0.12) 


MAF TC(y) ,下 证 (0. 11)00.12). BIRM P HELMERA 
下 列 (0.13) 和 (0. 14); i 
| Plasyozs fz=G(r,y, ff. (0. 13) 
Plasy-z, D Awe TC(y—Plz,w,flw).f }TCw)). 
- (0.14) 
下 面 施 归纳 于 TC(y) 来 证 明 (0. 11>. 为 此 我 们 可 以 (归纳 ) 假 
设 , 对 ETC(y) ,至 多 存在 w 和 & 使 得 P(rz,w,u,g) ,来 证 : 
Plrs yz J) APlry ysgo f )mz=2z,Af=f;. 
假设 Plr yz DAI P, yrz ORM ARRO. 13), 我 们 有 
z=G(z, y DA 2u=—Gla.yo J). MUER NEAT =f, tR 
证 明了 z=x. AAS AS, ERREA H K ELR TC) ,所 以 
只 须 证 对 所 有 wETCO), fw=fi w). BEO, A 
Plrsw, fw), S | TC(w)), 
Pr wf (we). fi | Tew), 
ARAARA w) =f Cw) XE BA T 00.11). 
下 证 (0. 12) RAF TC. 假设 
YwE TC(p sud glP(a.wug) ]s 


我 们 来 证 3z3 FLPCzyyz, 门 ]. 据 (0.11) ,存在 唯 -- 的 zygo 使 得 
Plzywsuwsgw)， 据 三 置换 定理 ,存在 函数 f 使 得 Dom(f)= 
TC{y)}, HYwE TCO LP (aw fw) es] 所 以 
f= (wee): WETCCy)) (0. 15) 
存在 - 因此 为 了 证 了 明 (0. 12), RAVE PCr. Gry A) ARI i 
MRAM cE TCD fo=Garz, FIATCC. 所 以 下 
证 后 省 ;因为 据 假 设 , 对 cE TC. A Pla.z-usg.)> ER w= 
G(rsz;8:) ,而 据 (0.15),f(z) 二 w: 因 此 fD =G lrg). FE 
我 们 只 人 须 证 明 : f TCi) = ge X} wE Domt(g.) 二 TC(z) 和 和 
PCW stuwsEu) P0. 14), E Plrswsg. cw), ga } TCiw)). PF LA 
据 (0.11) ,有 guus =] Cw), W g= f TC) ,因此 
Fo) =Gla zee =Glaeze f t TCO), 
所 以 i 
WreE TC f(z) =Glasz,f } TC))], 
pa aE AF (CO. 12》, 从 而 证 明了 (0, 10). 
现在 我 们 可 以 据 (0. 10) 3] A 玉 , 然 后 回 过 头 来 证 明 本 定理 的 
Cx)， 据 (0.10), 有 
flPrysy Giry, P) PFC, yw=Ga.y Sf), 
所 以 ,有 


F(a,y) 一 CCryyy 门 ， . (0. 16) 
BA P(z.y Giry J) Mw. AA RAE 
f = ((z,F(a,2z)), z € TCO}. (0.17) 


对 zE TC). HCO. 14), 有 Plaz, fiz), f | TCCz)), fR CO. 
10), Fmd = f(z). WO. IDRA O. 16) ,就 得 到 (* ) 的 简单 式 : 
Flz.y)=GClasy, {lz F (rz): cE TCO))). 

施 归纳 于 有 ,不 难 证 明 ( «>. DD 

说 明 ; 递 归 定 义 原则 是 KPU 最 重要 的 导出 规则 ,因为 许多 
超 穷 类 型 的 归纳 都 能 解释 为 TC(Cz) 上 的 归纳 , 即 归 纳 假设 是 某 一 
公式 对 所 有 yETC(z) 成 立 的 归纳 . 例如 ,普通 的 超 窃 归 纳 和 本 书 
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后 面 要 讨论 的 (可 容 逻 辑 的 ) 无 穷 公 式 上 的 归纳 都 属于 这 类 归纳 . 
0.4.4 推 论 (1) $GRrt2 Cl RRAS co. RIN 
可 以 定义 新 n+] 元 函数 符号 下 使 得 下 列 是 KPU (十 定义 公理 
(4. 多)) 的 定理 ;对 所 及,y， 
F3. y) =G, y, (iz, FF,2)): cE y})- 
(2) $ HAG AE ntl CM ant ERARE no, 
则 可 以 定义 新 nti 元 函数 符号 下 使 得 下 列 是 KPU( 十 定义 公理 
CEDH ERAH Zy, 
FQ. p) =H, p), 
F(t,a)=G yas (42s F(Z): zE TClad}). 
证 明 : 证 (1): 令 Gy. APEG, yf tv), 再 据 0. 4. 3. 
证 (2): 若 是 始 元 , 则 令 Gy DSH, yh E y EBA, 
则 令 GO, y =G y A. HMo43FoG. O 
注意 :在 后 面 我 们 经 常 使 用 上 述 推论 的 (2). 
0. 4. 5 推论 (递归 定义 的 A- 谓 词 ) 令 P,Q@ 分 别 是 十 1 元 和 
7 十 2 元 的 A- 谓 词 ,x 之 0, 则 我 们 可 以 用 定义 引入 A- 谓 词 RR 使 得 下 
列 是 KPU 的 定理 ， 
RG. p) PZ, p), . 
RZ.a)QG.a,(6ETC(a); RÈ, b) )). 
证 明 :分 别 引 入 P,Q 的 特征 函数 H,G: 
PQ. PH. p)=10HG, p)*0. 
Q(#.a,(6E TCla); R(Z,H)}) 
+G(t,a,(6ETCla); RG)})=1 
Gras (bE TCla): R(Zb)}) 40. 
据 -递归 定义 的 舅 一 种 形式 (0. 4. 4), 有 
FG@,p)=H(.p), 
F(Zsa)=Ghoar{(6.F@)): bE TCla)}). 
HEELT OR PTE PAE F 
RZ, yo FE, y) = 10°F (FZ, y) 40. 
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所 以 ， 
RG p) @ F@,py=H(F, p)=1 
& Pz, p) 
RX,a) & F(a) =G(2,a, { (b, F(2)): bE TCla)})=1 
& Qla, {bF >): bETC))). 
此 外 ,不 难 证 明 R 是 aA O 
下 面 表 4 列 出 一 些 最 重要 的 递归 定义 的 -运算 ,其 中 有 一 - 些 
在 后 面 详细 定义 : 


表 4 一 些 最 重要 的 递归 定义 的 -运算 


REM 所 有 事物 | Ranko) Rank(p)=0, 
a Rank(a)=sup{Rank(2)+1; z€ a} 


支持 函数 | 所 有 事物 (p= (pl, spa) = Upa 


a +f=alJsup{(a +7)+1: 7< 8} 
序数 对 2.8 a+ f=sup{a* Yta: YEA} 
ARAR) 序 对 az Calz) Calp = p, Calb)= (Cals): cb afd} 
Lla,0)=TCla), 
序 对 wa Laa) Liara +1) =@s(Lla,a))), 
Lia, = ULtaa), 对 极限 序数 4 


练 J 
0.4.6 iE: 
TCC =Ø, TCla)=aU U {TC(): r€a). 
0. 4. 7 kA) 
(1) 证 明 如 何 使 表 4 给 出 的 rank 的 定义 适合 0.4. 3 的 形式 . 
(2) 证明 rank(z) 是 序数 :对 序数 a, rank (a) =a; H. 
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yETCr) 之 rank(y)<rank(r). 
(3) 证 明 rank(a) = {rank (y): ye TCla)}. (可 以 用 此 作为 
Rank 的 另 一 个 递归 定义 . ) 
0. 4. 8( 支 持 函 数 ) . 
(1) 证 明 如 何 使 表 4 给 出 的 sp 的 定义 适合 0, 4. 3 的 形式 ， 
(2) WEAA sp(ad= {rE TCQ); xr AHA). 
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下 面 我 们 来 讨论 一 个 重要 的 二 元 运算 Clz,y)， 为 了 方便 .我 

THE Eid te CCy)， 这 个 运算 可 以 用 下 列 等 式 来 二 递归 定义 : 
Cp = p, C= iC by): yEaflzr}. 

我 们 称 C X Mostowski- Aipa% (collaping function). 在 此 ,我 们 
只 讨论 当 yE 工 时 的 Cr). 

0.5.1 53| (1) Co) 一 必 ， 对 所 有 pa- 

(2) cb H a ETRIE > YzEayCsCzr) 一 了 

(3) (Clr): rEb} 是 传递 集 ， AER b- 

证 明 :证 (CU :显然 ,Ca 一 (CCy): yEaN pi =. 

证 (2); 施 归纳 于 €E. 任 给 zxEa, 据 归纳 假设 ,对 所 有 vez, 
Csy) 一 要 证 GCCr) 一 rr， 因为 & 是 传递 集 , 所 以 Eap 因此 
Cr)= Cy): yvErNbs= (Cly): yE r= iy: YEXx}=X. 

证 (3);: 令 a 一 {C(x): xE45}, 下 证 4 是 传递 集 ， 令 xE yEa， 
Wl SHEP cE hy y=), Me€E y=C, (a) = {Clr 2 Earl b}, 
PRA SEE or, Choe =G Crn) IAM zEa. L 
0.5.2 EX 对 任意 集合 6.4 omilar Clr: Eb} > 
clpse (4) =Ranica) == {Gr): xb} =C, (4). 
ER OR AG ER co( 作 为 集合 ) 存 在 , 据 0. 5.103), 
clpse(5) 是 传递 集 - 
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0.5.3 定 义 RE bI S 对 两 两 不 同 的 w 和 aE 
2 存在 xEb 使 x 在 a 或 a 中 ,但 不 同时 在 a, All a, 中 ; 换 和 名 话说. 
| Wr €b(r€arr Ea) a, =a, 
注意 :我 们 想 要 说 
l b RIER 会 b ENE FE REAM. 
但 我 们 现在 还 不 能 这 样 做 . 因为 我 们 在 此 还 没有 在 KPU 中 严格 定 
义 语 法 和 语义 (例如 ,还 没有 严格 定义 上 ， 请 见 第 1 章 81 的 第 二 
小节 ), 盾 以 现在 我 们 能 做 的 只 是 把 这 一 点 详细 地 写 出 来 . 
正 象 任意 序数 集 那 样 ， 任意 传递 集 是 外 延 的 ， 下 面 的 引 理 证 
明 , 任 何 外 延 集 同 构 一 传递 集 ， 
0. 5. 4 Mostowski- 崩塌 引 理 (Mostowski,[19491]) 车 a 是 外 
JER. Mc. 把 a 双 射 到 传递 集 clpse(5) , 且 对 所 有 zyEazEy S 
ca lt) Eco(Cy)5 换 句 话说 ， 
Ca: fay €E (a? = <clpse(a), E fN (clpse(a))*). 
证 明 : 据 c 的 构造 ,TEy > clr) E caly). 所 以 下 面 只 须 证 ca 
是 单 射 , 且 colo) €c.(y Gi zEy 为 此 只 须 证 YrxyP(z,y) 其 中 
P(x;3y) 是 下 列 三 个 公式 的 合 取 : 
XryEaNAc lr) =—c,Cy)2=y> 
TYEaAc lr) Ec ly) >rE y, 
TYEaNc ly) Ec lr) YEX, 
给 定 ret E EAH , iE E 


YXE xnVyP(rsy) (0.18) 
REY yP iray). 任 给 3 再 握 和 所 上 的 归纳 ,不 妨 假设 


来 证 Ploy). 因此 假设 re,yaEa， 

情况 1 ce(zo) 一 cfoo): 设 oA yor AA Cob) = ps FLA Xos yo 
都 让 集合 ， 因 为 a PIPER, WEE Ea 使 得 z€ (zoU y,) 一 
(Lol yo). R zE ro~ yos MPE =>” c, C) E ca lto) = cayo) o MRE CO. 
18) ,PCz,yo) 成 立 , 所 以 xzE yo FB. A zE yo 一 zo 也 同 理 可 证 ， 
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情况 2 Cura) Ec yo) t 则 对 某 个 z& Yo :Ca (2) =c lz), 而 据 
(0. 19) ,Ptzoz) 成 立 , 所 以 xzo 一 > H roE yo 
情况 3 caly) Ecstzo) ;证 明 类 似 情 况 2 的 证 明 . OJ 


练 习 

0.5.5 WERE a AR, COAR. 

[提示 : 施 归 纳 于 自然 数 . | 

0.5.6 证 明 在 KPU 中 ， 

PRR aH & clpse(adX BRK. 

这 就 证 明了 ,谓词 “a R 1 Fk ARTE KPU 中 是 A- 谓 词 . 

0.5.7 Gad BBR. fia, C=). 证 明 苦 对 所 有 
始 元 pCa S= p MMH rea, fir) =r, Ai a=b. 


$6 谓词 的 保持 性 和 绝对 性 


DEILEN 4 Dy= (U5M ,五 ,…) 是 P* 的 结构 ,对 a€ MM， 
我 们 定义 ; ag=i{yEAUM: yEa}. 

普通 的 于 结构 概念 可 以 自然 地 概括 到 ob. RiR Ma- 
(UM, BE.) Reg = (B; N, E FRC Na SMe 的 扩 
张 结构 ) , 记 作 Da SNe,  UCBLMON.E E, eR 
过， 的 解释 对 4UM 的 限制 . 

BAMy~CMe 保证 arag = 'YEBUN: yEa ARET 
SEN-M UJEA rE laea) ,所 以 为 了 进一步 研究 KPU 的 性 

质 ,我 们 需要 更 强 的 扩张 (结构 报信 

0. 6.2 定义 ” 任 给 SOM Dey = OME, AT Ny = 
CBN, Bo). Ra My, 的 终端 扩张 Cend extension), ic fF 
Myce, = 对 每 一 a€ Mrar=az. 

0.6.3 例 BM EGBS.MON,E=E€NM.E=EN 


* 26+* 


N, Eas A M, E)Z mAN, E). 
对 上 述 两 结构 中 的 任意 EM, A aran 一 a， 但 车 M 不 是 传递 
集 , 则 上 述 命题 不 必然 成 立 ， 
0.6.4 引 理 > NMa, Na BS HAW. My Cua. Gok 
LH -RAR MMA ZEAUM, 
Ms EG zt] > Ra F Mz]. 
证 明 : 施 归纳 于 pHRRE. 据 有 穷 还 辑 模型 论 相 应 的 定理 ， 
我 们 在 此 只 人 须 考虑 gp 二 xzE4a 和 多 = 二 YxE ay 两 种 情况 . 
情况 1 ¢ 二 XE€a: 假 设 对 XL ,TE AUM, Ma 上 x€alz, ols 
因为 各 是 4UAM 上 的 关系 , RU E=E AUM) AK nE, 
EI Re F rEalr ze]. 
情况 2 p=VrE ay: BRIX Ma Eq2a),AAPZEAUM. Bik 
Ra F Vr(r€a-PlF]. 假设 对 任意 yE BUN Re F r€alyz], 
WHEE SPA 2; 使 得 yE GER sy TARA AUM 中 ,所 以 
ARM FT 45750 E=E, 个 (4UAM) 这 样 的 条 件 不 能 证 明 yEx;), 则 
yer, ={zE BUN, Ær. AR r ERE MATEN, XAH 
ZEAUM, FRU xnEM. 据 终 端 扩张 条 件 ,zz are ATV VE Lip? 
即 yEx Alt Mak r€aly.z]. WA Ma t YyrizEa>pi z] Ar 
以 Mak Oly. Zl FARE. Re F giy] [0 
注音 :终端 扩张 定义 的 前 提 条 件 在 上 述 证 明 中 用 于 确保 YzE 
ate My ANs 中 有 相同 的 语义 
0.6.5 定 义 称 红 的 公式 q(3) 相 对 到 "和 理论 7 ERRA 
式 全 对 工 的 所 有 模型 Dy Ny MaS nN A Ma PMA Z, 
Mab CF] > Rok Az]. 
称 PHEA T 是 绝对 公式 O 对 上 述 Ma Ny H È, 
Mak Cz] Rak AZ). 
说 明 :0. 6.5 的 意义 应 该 是 很 清楚 的 . 当 我 们 从 Ma TRAC 
的 终端 扩张 Ra 而 又 返 加 时 ,绝对 公式 的 计 义 不 空 , 所 以 效 对 性 是 
-种 很 好 的 性 质 . 
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0.6.6 引 理 (相对 任何 理论 荆 ) 所 有 的 公式 都 是 保持 公 
式 , 所 有 的 Ao- 公 式 都 是 绝对 公式 ， 
证 明 : 据 0. 6.4, 所 有 的 三 -公式 都 是 保持 的 ,所 以 所 有 的 Ao- 公 
式 也 是 保持 的 ,但 Ao- 公 式 在 否定 号 下 封闭 ,因此 易 证 ， 
9 是 绝对 的 SS pop eR RH. 日 
0.6.7 例 SMy ARs Æ KPU 的 模型 MaS No. 我 们 能 
在 这 两 个 模型 中 解释 KPU 中 所 有 的 定义 和 定理 . 例如 , 令 aE 
My ,因为 Ordo E Ao- 公 式 , 所 以 - 
Ma F Ord(a) © Ra F Ord(a). 
0.6.8 定理 4 Vacs, H Ra EKPU. 假设 不 存在 8E4 
UN EB Na F Ord C8) 且 8 是 M, 中 诸 序数 的 最 小 上 界 . 假设 
Ra F Ranka) =a > (aE M © aE M). l 
证 明 有 可 能 除了 基础 公理 外 ,KPVU 的 其 它 公 理 都 在 Ma 中 成 立 ， 
证 明 : 我 们 在 此 验证 三 个 公理 ,而 把 剩 下 的 两 个 (外 延性 公理 
-和 并 集 公 理 ) 留 给 读者 去 验证 . 
对 集 公 理 :假设 zyEA UM,a,BEM 且 
Na F ae 一 Rank(Cz) A B=Rank(y). 
ERa EY=Cet+1)UC841) WVEM ,因为 否则 ,7 将 是 Ven PF 
数 的 最 小 上 界 . 因此 若 我 们 选择 5E AUN E Ra F b= (zr. yt KM 
M Na F Rank(6)=7, W LEM ER 1 和 公式 5 二 {zf,y} 的 绝对 性 ， 
Ma F b= {x,y}. 
Au- 分 离 公理 :假设 e,?E4UM- 令 play tb Ao- 公 式 ， 我们 
ER SC AUM 使 得 
b={x€a: Kay} `” (0. 20) 
在 My 中 成 立 . 因为 A- 分 离 公 理 在 Ry 中 成 立 , 所 以 令 bE AUN 
使 得 (0. 20) 7E Ny PRE. (AW Na F Rank (6)<Rank (a). BVA 
BE 6 EM, 中 ， 据 上 述 公 式 的 绝对 性 ,(0. 20078 Ma PR. 
Ao- 集 合 公理 :假设 a€ 4UM, 公 式 rz,y) 是 Ao- 公 式 , 其 参数 
E Ma PP pry TUAREA yes ym EC AUM), ERR 
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VrE€ al ypas yl E Na PRI. 则 我 们 有 

对 每 一 XEas, 存 在 y,aEM HR Mat pry) Ma F Rank Cy) 
=a, A Ied te HE, Ra Farsy) ARank(y)=a. (0. 21) 

FAKE Re 中 ,我 们 有 Yxea3c3ay[Rank(y) 一 < 人 wzyy)]. 
因为 蔚 自 返 原 则 在 Ne 中 成 立 , 所 以 存在 序数 BE NU A 使 得 

Vx2€ ade <P y[Rank(y)=aA Gz.) ], 
从 而 
Vr€adyf[Rank(y)<BA grey) ] (0. 22) 
在 Ny 中 成 立 . 在 gs 中 选择 满足 (0. 22) 的 最 小 序数 8; 因 为 根据 
Ra 中 的 基础 公理 ,这 样 的 8 存在 ， 据 (0. 210.8 AR eo MU 
AWM ERR ALA 8E MUA. IZA Re PRH A RAZR 
(0. 22) ,存在 集合 5ENU A 使 得 
Vx€ ald ye ble ry) ARank(y)<f] 

TEN PR. A Ry F Rank) FU bE MUA. 但 公式 
Vr Eady opr yf Ny PREH Au- 公 式 ,县 它 的 参数 都 在 Me 
中 ,因此 据 绝对 性 , 它 在 Ma 中 成 立 ， 品 
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0.6.9 任 给 MacNy HK My B-RA Ne icf Ms <s Ry r 
ot A ARE L-A A pADR ZC AUM Mak Aaj oO Rs 
ER] RE Maana Na Ma Ne, Nek KPU. 证 明 有 可 能 
除了 基础 公理 外 ,KPU 的 其 它 公 理 都 在 Ma 中 成 立 . 

[提示 ;终端 扩张 假设 用 以 确保 工 公 式 从 嘱 s Ny 能 保持 . ] 

0.6.10 AMEN. TER: 
Ma<s Ne > 对 每 一 Ao- 公 式 9( 记 ,or 和 元 E4UM， 

Re F Avy AB) > Irni E AUM Na E zr)). 

《注意 :我 们 没有 假设 Ma Snake!) 
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$7 可 容 集 


为 了 方便 ,我 们 在 任意 的 始 元 聚合 4 上 国定 一 个 最 大 可 能 的 

BSR V ROR V 递归 定义 如 下 : 

Va(0)=00, 

ViCat1=PACAUVACa)), 

Vi = U Vala), 若 1 是 极限 序数 ， 

va= M Ya (a), 
其 中 ON 表示 所 有 序数 的 集合 . 我 们 用 € 表示 V, 上 的 属于 关系 
(在 不 致 混 清 之 处 害 略 下 标 A) EASA,- - -), 则 用 Ve 表示 
Va. # A=, WH Via) Fea VAC), AV RAK Va 

0.7.1 定 义 LLUC) ABS HHH, 

可 容 集 (abmissible set) KPU 的 下 列 形 式 的 经 -模型 Ma: 

My = AM, E€, ), 
RP AUM 在 Vs 中 是 传递 的 , 且 E 二 E41 AUM). ROA DT 
RAM EW 上 的 可 容 集 > AcM Dig t KPUT). 

说 明 :可 容 集 的 定义 最 早 由 R. Platek 在 其 [1966] 中 提出 的 . 

以 后 若 不 特别 说 明 , 我 们 总 用 DOR ERRET ER 
示 可 容 集 。 当 需要 揭示 其 内 部 结构 时 ,也 写作 Ms Re, 

0.7.2 EN Rak Va PH MMR (pure set) © sple) =Q) (Ep 
TCD NA= A RN 0.4.8. 例如 ,序数 都 是 纯 全 ). HRM apo] 
SR oN 是 可 容 集 且 VE KP. 

纯 可 容 集 没有 始 元 ,所 以 可 以 写作 踊 一 (ME ye), 

0. 7.3 定理 (1) 假设 Ms = CEM, Ear) My = CBN, 
Exe MyoRy. EHA AUM 在 vs 中 是 传递 的 , 则 

MaRa. 
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(2) Ë Ma= A; M. E)E RRHH 喷 , 一 {aE IM: a 是 纯 
EUM, 是 纯 可 容 集 ( 这 样 的 DM, #RA Ma 的 纯 部 (pure part)). 

证 明 ; (1) AA AUM 在 Va 中 是 传递 的 ,所 以 车 a€ 以 ,; 则 据 
0.6.1; | ag Ad, 

(2) BQ) RNA Mo CS Wha Va 据 绝 对 性 ,sp(a) 
在 Diy 中 和 在 Va 中 的 语义 相同 ， 下 面 我 们 来 验证 ARAL, 
请 读者 自行 验证 其 它 公理 

BE a, bE M6。 BM, © REV 2 Cad ypl(s. yb) E+ pit 
ABR, E ary DEM COP, WATE. ETE Ma 中 
真 , 因 此 My 满足 : 

Vr E ad ylsp(y)=DA Kr yb). 
施 =-R ARF Ma, FETE CE AUM 使 得 下 面 两 式 满足 : 
YrEajyEclsp(y)=OG A gz, yb)1. (0. 23) 
VyEcdzE alsp(y) =O A pla, y,6) 1. (0. 24) 
据 (0. 24) ,我 们 有 sp(c)= Uisp(y): vec} =B, MU cE Ms. 但 
《0. 23) 是 含有 M 中 参数 的 Ao- 公 式 , 所 以 be Ma 中 真 , 从 而 在 
(Mo EFA. L 

0. 7.4 定义 Ra ARMM. 的 序数 , 记 为 a=0(Ma), 
Ə a 是 不 在 My 中 的 最 小 序数 ( 即 OMIA Ma PERRY 
型 ). 称 序数 a 是 可 容 序 数 Oo NET AK Ma, amo Ma). 称 序 
数 “是 中- 可 容 序数 SO MAPA ELDAR Ma, e=). 

炭 明 :可 容 序 数 最 时 是 S. A. Kripke 在 其 [19644 提 出 的 ， 

0.7.5 定理 序数 a 是 可 容 的 Oo 对 某 个 纯 可 容 集 N , 

a=0(M >). 

证 明生 ?显然 . 下 证 “一 ”: 若 gx 是 可 容 的 , 则 对 某 个 可 容 集 
My ,a 二 ol( 台 x )， 因 为 序数 都 是 纯 集 ,所 以 <=o((MoE)) ,其 中 
(My. € dt Ma 的 纯 部 、 口 

0.7.6 定 义 SMM 一 (AU;M,E ,…). 我 们 通常 使 用 下 
列 记号 和 术语 . 若 zxE4UM, 则 称 z 在 用 中 , 记 作 xc 次 . ME 
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的 关系 是 指 4UM 上 的 关系 . 
M ER n WEK SHAM ENT 全 存在 了 -公式 pg ,9 可 
LAS AH TEM HB MMA LEM, 
SÈR È 名 ME ARI. 
关系 5 称 为 2 KHT S 上 述 等 价 式 对 某 个 W-AR aI. 
关系 5 称 为 中 上 的 Al SSHEM ENT, REM 上 的 
IT, OF 上 的 函数 下 是 一 函数 ,其 中 对 某 个 z,Dom(CF)C(4UA)"， 
Ran(F)CAUM. PREF REM EMT OF KHRBBEM EH S. 
0.7.7 定理 SM ETAR, 
C1) #ecEM, MaM EA A. 
C2) & rEM, Wa} ee Dt EH ay. 
(3) Dt 上 的 -关系 在 入 ,V ,jzEayzEa,3z 下 封闭 . 
证 明 :(1) AW rEa SME rea. RU a 作为 M 的 子 集 是 
M 二 的 A,，(2) 可 从 (1) 推 得 . 
《3) 直 接 来 自 下 列 事实 : 据 立 目 返 原则 ,每 一 王公 式 在 吸 上 
等 价 一 -AR M 王公 式 在 上 述 运 算 下 封闭 C 
下 面 考 察 几 个 具体 的 可 容 集 , 它 们 对 无 穷 迎 辑 非 常 重要 . 
0.7.8 定 义 集合 a€ Vx 称 为 遗传 有 穷 集 会 TC Ca) 是 有 穷 
AY. SWF. 指称 Vx 的 所 有 人 遗传 有 穷 集 的 集合 ，HEF 也 可 递归 定 
义 如 下 :其 中 AAR AMAA TRONS, 
HF,(0)=@, 
HF, (n+1)=%,(AUHF(n)), 
HF, = UHF, (n). 
0.7.9 定理 $ HFy 一 ( 改 ;HF GE ,…) 是 < 的 结 梅 . 则 
HF; Æ AN 的 最 小 可 容 集 , 即 
(1) BF, EA HIRE. n 
(2) 若 只 一 (和 ME,…) 是 并 的 可 和 容 集 , 则 HFa SMa. 
{注意 :HFs 作为 集 令 和 作为 MS AAW RAS EH 
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我 们 清楚 这 一 点 , ) 

证 明 :(1) 因为 HFs 在 Vs 中 是 传递 的 ,所 以 我 们 有 外 延性 公 
理 和 基础 公理 ， 施 妇 纳 易 证 每 一 HFa(x) 也 是 传递 的 . 车 zyE 
HF Miey EHF +1) PRU AW BAR. 若 a€ HF (n)， 
RU Ua dt AF. ATE, HAt E HF4(n 十 1) 的 元 素 , 因 此 
有 并 和 集 公理 . 设 a 和 bE HF.) Ae eR TRE FH BFE 
a€ HFa) ,因此 对 多 "的 所 有 公式 p A 

35YzfzrEEerzEaAMXZz)]， 
因此 有 As- 分 离 公 理 ， 类 似 地 ,对 SM Aa p A 
Va€ ad yA zy) db x€ aly bpr, y), 

因为 车 aE HEn 有 (比方 说 站 个 元 素 总 , 且 对 这 些 元 素 中 的 每 一 个 
yi 存在 zw; W ryd RAL WA Te 出 现在 菜 个 HF Cn) 中 ,所 
以 {zi … TEHF4(n 十 1), 因 此 有 Ao- 聚 合 公 理 . 

(2) 因为 M 在 对 集 公理 和 并 集 公理 下 封闭 。 所 以 施 归 纳 于 nn 
易 证 :对 所 有 n HFAWGM. hkata. O 

0.7. 10 推论 ”最 小 的 可 容 集 是 HF= {cE€ VY: a 是 纯 遗 传 有 穷 
集 } ,最 小 的 可 容 序 数 是 w. 

证 明 :HF 是 任意 HFa 的 纯 部 , 且 o(HF) =w 口 

4.7.11 引 理 存在 函数 te:;w 一 HF HB PHRASE: 

(1) e 是 双 射 使 得 e EHF, EC) EMS, 

(2) n=t 《mm) 是 myn 的 递归 关系 ， 

(3) 对 任意 Ap AK WR) om : 巩 的 下 列 关系 是 递归 的 : 

CHF, € ) F ple Gy) tse Ga)”. 
证 明 ; 定 义 整数 的 二 元 膨胀 6 如 下 : 


¢()=0, 
e(1)= {e (0)}={0}=1, (1=2°) 
e(2)= fe (1) }={(0}}, (2=2') 


e(3)= {e(1),e(0)}=2, (3=2'+ 2°) 


» 326 


e(5)= 一 (eft2)，e(0)) 一 2， (5=2?+2°) 


e (2 十 22 十 十 2 (OC) yee sO Cd}. Dm ms) 
显然 ,对 所 有 nemh -EAE AEI 0. 4. 3 和 后 面 的 练习 
0.7.22,e 是 2. 施 归纳 易 证 e 是 双 射 . 验证 (2) 时 须 注意 , 若 e(&) 
是 整数 ma, 则 *(E 十 2 一 ”十 1， 验 证 (3)? 时 须 注意 ， 

e(nd€t(m) Sn Ëm LARK 鸣 十 … 十 2 中 是 指数 ， 

施 归 纳 于 Au- 公 式 , 据 我 们 熟悉 的 递归 谓词 的 封闭 性 质 , 就 能 得 到 
其 它 的 Av- 公 式 . O 

07.12 定理 $ S 是 诸 自然 数 上 的 关系 ， 

(1) S ESR > S E WF EH E- 

(2) S ES > S Æ HF EH A. 

TEAS RR OS 和 一 8 Zk HHL) 一 
(2)， 但 我 们 先 证 明 (2) 的 “之 ?以便 证 明 (1) 的 “全 ”显然 ,只 须 证 
包 上 的 每 一 递归 全 画 数 了 可 以 由 下 列 定义 

了 二 f(r), XfrE w 
0, Kz & o, 
扩张 到 HF 上 的 一 个 -RR 六 

为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 采用 递归 函数 的 定义 .这 个 定义 从 基本 
全 函数 开始 ,然后 在 某 些 从 全 函数 到 全 函数 的 运算 下 封闭 . 我 们 选 
择 J. R. Shoenfield 在 其 [19673] 给 出 的 运算 ,因此 ,我 们 考虑 的 递归 
《全 ) 函 数 类 是 最 小 的 函数 类 使 得 它 包 含 十 ,。， 天 <-(< 的 特征 画 
HFD Sn AYR AHERSAM PRM pj- 运算 下 封闭 : 

# GARAK YAIM CG, m =0], HAA ARK 
tin A n FOD =pm[G Grm) =0], KP m 是 最 小 的 pi 使 得 
GGism)=0, R] F ÆI H. | 

据 前 面 的 表 2 和 表 4,a<<8 是 Ao- 关 系 , 十 和 ， 是 五 -运算 , 易 
证 -全 函数 的 复合 仍 是 L-ARKA RL 0. 3. 6) ,所 以 我 们 只 需 
HEES f AQP aK FRE, A ie PA. 设 Y 说 mm[G 位 ,m) 二 01 
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BG 是 递归 的 , 据 妇 纳 假 设 ,不 妨 很 设 C 是 HEF 上 的 己 , 此 外 ,我 
们 还 假设 FG) =pm(GG.m)=0]. WED =y & 

某 个 zr 不 是 自然 数 信 y 一 0, 或 所 有 x; 和 yi 部 是 自然 数 

AG. W=O0AVe<ydnlrX0 AG. 2) =n]. 

因为 G 是 ,所 以 是 . BLAU EL. Roe be 
一 递归 函数 和 谓词 都 是 HF Epa. 但 每 一 递归 枚 举 谓 词 SCZ) AE 
写作 形 如 3nR 人 他,n) ,其 中 民 据 普通 递归 论 的 结果 是 递归 的 ,所 以 
每 一 递归 谓词 是 HF 上 的 环 ， 由 此 不 难 证 明 (1) 的 “=>”. 

TEW A”, R S E HBF EH (例如, S) © HEE 
Ayer y) E pÈ Ao- 公 式 ;5S 的 变 目 多 于 一 个 的 情况 也 ,类似 ), 则 

S(n) © Feo m[e (A) =n A ple (2) e Cm))]. 

据 0. 7.1102). “e OD =n" nk HBR, HH 0.7.11(3), 关 系 
“CHF, €E >) gfe (2) ,el(m)]” 是 递归 的 ,所 以 RA AEH. LO 

下 面 我 们 要 考 天 的 可 容 集 是 HF: 的 一 个 简单 概括 . 

0.7.13 定义 $r ELFER. |X| 是 XX 的 基数 ,定义 

Hlx) sa= (aE V4: TCO |<}. 

特别 地 ,HCw) 4 二 HEF,- 当 A= OR RA HORR H (<)a. 

0.7.14 定理 ” 令 «是 正则 基数 , 则 A'A Ha ©) 
是 可 容 集 . 

证 明 ; 本 证 明 如 同 0.7. 9 的 证 明 . 口 

0.7.15 向 下 -Lowenheim-Skolem- 定 理 今 到 =“ (E, 

,0 = A: € ) 是 可 容 集 ,Mo, 刁 4UM 是 传递 集 ,x 是 基数 
使 得 ce |S" | + MW HE BT AE Mg = (BIN, € ,…) 使 得 : 

JBA, (BUNi<«, M.CGBUN, 

(2) 对 弓 " 的 任意 公式 KY) 和 任意 TEM 

Rak AZ) SO Mat Az). 

D 尤其 ,了 0s =Rg. 

VERA: (注意 :我 们 并 没有 断定 RaMa dH Ma 看 作 是 一 种 
单 类 语言 的 结构 : 
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M = (AUM.A,M, € s- --00)s 
Ep U=(A,---). $238 É  F-Lowenheim-Skolem-< H . FÉ 
M, <M 使 得 MEM, AIM, (<x. 假设 M, 形 如 : 
M,=(BUM,.B.M,,€ N(BUM,)’,- -0 
因为 Mi 中 没有 始 元 , 故 clpse(BU M DV: & N=clpse(BU M,) 
NVa (中 N 是 cpe (BUMI FHRA HAA) 注意 :在 
cipse (BUMO PRETERE B. 用 0.5.2 的 记号 , 令 太一 csuw， 
由 于 BUM, EIME. ARS, S EMN, MA R=CBUN, 
B,NE,---,…) 间 的 同 构 , 据 0.5.1(2), 了 在 Mo 上 是 恒 等 务 数 . 
& B=(B,---) Rg=(BsN,E.), AW Na 满足 (1) 一 (3). O 
0. 7.16 定理 ”对 所 有 无 穷 基 数 « RE Hg = AH Ua, 
OETA. ERA 上 的 可 容 集 © | Al<e. 
证 明 : 只 须 证 若 e RARER, HO EATER B 
然 ,KPU 的 前 5 个 公理 在 Heda 中 成 立 , 所 以 剩 下 只 须 验证 AE 
合 公理 ， 假 设 
YrEaJyplr.y:z) (0. 25) 
EHO, PR AP red (wa Ary DHA-AK. 显然 ,P AS 
有 穷 多 个 SAAS. 所 以 ,不 妨 假设 | 到 Rae. Sa z€ X, 
X SEFESERI AIX | <n; WKH X=TCllaz}). 因为 (0. 25) 在 
Ha PA, ILA CII Hi a 保持 ,其 中 “是 >< 的 最 小 基数 . 
据 0.7,14,HCxc+)w 是 可 容 集 . 据 0.7. 1 FET ARM, 使 得 外 
CA,XCMy, Mal Le ACO. 25976 My PARI. My 中 成 立 
的 Ao- SE AOS BE FETE FE My ,使 得 
YrIEaIyE pp ) (0, 26) 
在 Dty 中 成 立 . AMS gH oda ,所 以 据 保 持 性 ,50.26) 在 Uc)x 
中 成 立 ， 口 a 
0.7. 17 推论 ”每 -- 无 穷 基 数 是 可 容 序数 . 对 每 一 不 可 数 基 数 
x 之 ,存在 可 容 序数 a 使 得 Pace, 
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证 明 : 据 0.7.16 和 x 二 oCH(x)), 立 得 第 一 个 断定 ， 令 名 w = 
H(x) ,Mo 二 8B 十 1 是 x 二 181， 据 0.7.15, 可 得 第 二 个 断定 . OF 

0.7.18 定理 对 所 有 不 可 数 基 数 cA AR <A, M 

Ha <, HAs. 

证 明 : 本 证 明 如 同 0. 7. 16: 设 =I yry E Hla 中 成 立 ， 
HHEH. 如同 0.7.16 证 明 那 样 ,存在 可 容 集 MN, 使 得 好 
CNA, OEM PRWH|My|<x. E My CH Ces 所 以 据 保 持 
人 性 ,2 也 在 Ha PRE. O 


练 习 
0.7.19 FMM, 是 可 容 集 ,G EPELEN, 中 所 有 三 元 
A EYRE CHM, eM, be. 在 Vs 中 到- 递 当 定 义 
Flry)=Gry, {Friz): cE TC(y)}). 

EH rE M, => F(z) EM. AF} My xD, My EE. 
0.7.20 证 明 HFa CV, Co) HFa = Va lo) © A AIH. 
0.7.21 My 是 可 容 集 且 oN, =o > My HARE HF. 
0.7.22 TEA HW={no-- mL 二 -运算 ,其 中 

[HP pee $2, nem, 


$8 可 构成 集 


假设 读者 理解 理论 了 1( 用 语言 A, 来 表述 ) 在 另 一 理论 Tz( 用 
可 能 不 同 的 语言 Z, 来 表述 ?中 的 解释 I 的 概念 . 关于 这 方面 的 文 
献 可 以 见 H. B. Enderton 的 [19723 和 Shoenfield 的 [1967]]. 我 们 用 
4 来 表示 I 给 出 的 8g 的 解释 ,所 以 pg 种 P DHE S, Al, 的 公 
A. HET, HARM PET, 的 定理 . BUT, 的 模型 , 则 用 
ARRA UM 和 工 给 定 的 A-A BRAE T, 的 模型 . 
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举 一 简单 的 例子 ;在 KPU 中 I 如 下 解释 Peano- 算 术 : 

BARAR” EALAR”, 用 “序数 加 法 "定义 “加 法 ”， 

FA“ ARRE EL Rik”. 用 “zEy EX Ty”, 

则 (用 十 ,。， 所 表示 的 )Peano- 算 术 的 每 一 公理 ptT 
LEA T KPU 的 定理 由 4 Ma EKPU, W Dig = 
(Nist, + o <E Peano- 算 术 的 模型 ,其 个 体 域 NV, 是 Ma AN 
FREES Ma TRAH, +. < ED, 的 相应 的 函数 和 关系 对 
N 的 限制 ， 下列 结果 是 0. 7. 3 的 一 种 概括 : 

0. 8.1 定理 令 M,=-A,M.QOBTRR.A,CU,A A, Æ 
Ms LÆR. Ë Ra = AN, OE N={aeM: spla)CAj}, 
则 Na FEU, TRR. 

证 明 : 因 为 N 是 传递 的 ,所 以 外 延性 公理 和 基础 公理 成 立 . 对 
RAE HRABRA An- 分 离 公 理 的 验证 是 例行公事 ,所 以 下 面 只 
验证 Au- 聚合 公理 . Ns 满足 YrxE yplr，y) HP aM ep PH 
CLARE Na 中 .对 固定 的 yE Ra fF DMa 中 有 YPpEsp(y)8(p)， 
其 中 OC p) tt M PRI EW, 的 三- 公式， 因此 DMa 满足 

VxzEadyLPCz,y)AYPpEsp(y)B(P)]. 
据 吕 中 成 立 的 工 聚 合 原则 Ma 中 存在 5 使 得 
YVrEaJyEbglr:y), Vy b¥pesp(ya(p). 
但 sph STA MUR CEN, A LAREN 中 成 立 . O 

说 明 :0. 8. 1 是 解释 1 的 一 平凡 运用 . Oe RU, WR 
上 工具 是 用 “> 症 始 元 和 8(rx)” 重 新 定义 “xz 是 始 元 ”, 用 “x 是 集合 
AV pEsp(2)0(p) "BRE M r 是 集会 ”, 且 使 和 S 的 符 导 保持 
不 变 ， 如同 0. 8. 1 的 证 明 那 样 ,我 们 可 以 证 明 KPU 的 每 一 公理 9 
是 KKPU 的 定理 gO EA KPU, & KPU 如 上 上 断定 “8 AS HE 
SBR S FSA" AR) SPE KPE. 的 每 一 械 型 Dy .结构 
Ma te KPU 的 模型 . 因此 , 据 0. 8. 1. 我 们 有 Ra, Ma. 

0. 8.2 定 又 S LsL). EE A 表述 的 KPU 中 对 
< “的 解释 , 称 1 是 传递 的 E -解释 OLE SHA SHC RRS 
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变 , 只 是 限制 始 元 和 集合 使 得 下 列 在 KPU 中 可 证 : 
(1) Ale RBA Wr REA, 
(2) Hlx RRS) We ZRSCAAMMA yer, 
(y 是 始 元 ) 或 (y RK). 
F I EIRE KI E-E H Ma F KPU, M Ma AHL Ae 
Pia 的 内 子 模型 (inner submodel). 
注意 ;0. 8.? 的 诸 条 件 保 证 Ma CMe. 
0.8.3 引 理 令 1 是 传递 的 E- 解 释 ， 
(1) KPU b (外 延性 公理 外 
(2) 对 基础 公理 的 每 一 特例 9 ,KPU 上 g. 
(3) 对 每 一 2- 公式 gla). 
KPU + Urelement(z) V Set(2)'+[9(2)'+ ox) J. 
(4) 对 每 一 A- 公式 G(x), 
KPU ¢ Urelement(z)' V Set (zr) lge) gr). 
证 明 : 证 (1): 显 然 , (站 延性 公理 )! 能 写成 : 
Set(a)' A Set (5) A ab 
>J r| (Setir)! V Urelement (r) A 7 (rE ae Eh) |}. 
而 这 可 以 直接 从 0. 8. 2(2) 得 到 . 
证 2): 令 9 一 Fabla)—Jalg¢ta) 人 一 Jj6E€ay(6)]， 运用 基础 
公理 于 公式 Seta Agta)’. WY 
g =[Fa(Set(a' A gla) 
—JalSet(a)' A play A 7AbE a(Set(o)' A gH) ] 
WESA ARAA Ma  KPU Manaa HEC AY 
基本 性 质 , 有 (3) 成 立 ， 也 可 施 归 纳 于 q 的 复杂 度 直 接 证 明 (3). 
(4) 的 证 明 来 自 (3)， 口 
下 面 我 们 用 带 始 元 的 可 构成 集 (constructible set) 的 G0del- 谱 
系 (hierarchy) 来 构造 更 重要 的 可 容 集 . 以 下 规定 语言 Z AeA 
PKB AL =E C8 RP BA AT HE BK 
里 得 到 的 结果 扩张 到 有 函数 和 个 体 常 元 符号 的 语言 上 去 . ) 
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0.8.4 EX BEZZ 是 引入 KPU 的 ,有 两 个 变 日 
的 -运算 使 得 :其 中 Db) =bULF ay ry Eb ISKN}, 
Cl) Fr,y) = {Ty), 
(2) F(T y= Uz, 
(3) KPU bsp F; yy))Csp(r) Usp(y)， 对 所 有 ISN, 
(4) KPU HiTran(p) Tran( (8))], 
(5) 对 自由 变 元 在 去 中 的 每 一 Ao- 公 式 MEA BIG zis 
in, FEH FH ys Fy 构造 的 n A F 使 得 
KPU H.F Cas rye tt Ti tins in) = {XEa: HE)). 
注意 : 因 为 是 2-12 H. Pres 名 也 是 运算 . 在 
KPU 中 (在 第 二 个 变 且 上 ) 递 轨 定 义 ELC, NF: 
L(a,0)=TC(a), | 
L(a,e+-1) =H (s(L(a,a)))=PA(L(a,@) {L(ta,n)}), 
Lla, A= ULC), $ Lim). 


08.5 EX 称 上 是 由 ea 可 构成 集 , 记 作 rELa), & gelr 
ELta,e). $ r hi anI, NR r ETARE, EA EL. 

以 后 用 Y=L 表示 我 们 考虑 问题 时 最 大 可 能 的 集合 域 是 上. 

0.8.6 引 理 (在 KPU 中 ) 对 所 有 集合 a 和 序数 a: 

(1) a 是 传递 的 一 aeEL(a,1)， 

(2) La 是 传递 的 . 

(3) af => L(a,e)CL(a, f). 

(4) Lla,a)E Llasa+ 1). 

(5) zyEL(aa) > F; lzy) E Llase+1), ISSN. 

(6) aELla P), 对 某 个 B 

(7) 始 元 pELla) & pEspta). 

证 明 : 从 La,o) 的 定义 可 直接 推 得 (1),(3), (4),(5). 施 归纳 
于 a 且 据 定义 0. 8. 4(4) 就 能 得 到 C2)， 对 (07), 只 须 据 0.8.4(3) 且 
MAAF a 以 证 明 : 

pEL(a,a) & pEspla). 


+396 


证 (6) : 施 归 纳 于 o. 据 归纳 假设 ,有 YY<o5[yEL(a,5)]. 据 
5- 自 返 原 则 ,存在 序数 4 使 得 YY 二 a36 二 4[YEL(a,6)]. (HEE 
(3), 4§— ¥<e FE L(a.A HP, a CLia,A)， 据 0.8.4(5), 对 某 个 
A 22a, BS b= {rE La,A), Order) H Lla, AD P. 因为 L(ta,4) 是 
传递 的 ,所 以 8 是 某 个 序数 8 A pse RAW LA). 
H a= cE AHL aELla, ad 1 

现 定义 一 传递 的 总 -解释 OOF : 

人工 是 始 元 六 是 (CrEspka))， 
是 集合 )"“" 是 (z 是 集 信人 XEL(a))， 
有 使 得 各 和 原来 语言 sf 的 所 有 符号 保持 不 变 ， 

0. 8.7 定理 对 KPU' 的 每 一 公理 yg ,KPU g”. 

证 明 : 分 别 考虑 下 PU 的 ?7 个 公理 . 外 延性 和 基础 公理 据 0. 8. 
3. 对 集 公 理 和 并 集 公 理据 0. 8. 41), (2) A 0. 8. 3(4)，Ao- 分 离 公 
理据 0. 8. 4(57 和 和 0. 8. 3(4)， 所 以 下 面 只 须 考 虑 最 后 两 个 公理 : 

A RAAT x prsy z) FE Ao- 公式 ,在 KPU 中 假设 aE 
Lia) HVx€ adyELta)[plr.y.z)*]. HE z. Æ 0. 8. 3040 F 
Mary) AVrE adalAyE Llar y]. 据 习 聚合 原则 ,存在 
使 得 YzEaa<< pyEGL(eya)pzryy)]， 据 0.8.6(3)， 

YrEaJyE Lia, Mela,y). 
4 b=L(a,f), $ 0. 8.304), AV rE qojyE bgT y). 所 以 A 
聚合 公理 的 解释 是 可 证 的 ， 

最 后 证 [36Yx (rE 6] p(a=p)) 7° , At LOFER A 
始 元 的 集合 . 据 A- 分 离 定理 ,只 须 证 [36Yp(pE6)J“. Fe b= 
TCla) = 二 Lia,0)， 据 上 的 定义 ,5E€EL(la,1), 且 (x ip RN 
是 “zEsp(ay”, 但 spta) 忆 5, 所 以 得 证 . 口 l 

0.8.8 定 义 Lla =A LADNY E). 

注意 :L(o)g 是 (2' ZA OORA, LAURA RR. 

0.8.9 定理 SEY 上 的 可 容 集 MN=Ma EB oMa) = 
a, Ml Lia, 是 最 小 这 样 的 可 容 集 ， SHH RR. Los Hy 


* dO. 


RR Lag COM. AC La Hollad =a. 

证 明 : 对 B<a, FEE HE LCA. SFE Din 和 Vx 中 有 相同 的 语 
SOPRA Lady 是 由 前 面 定义 的 解释 给 定 的 Ma 的 内 模型 ， 特 别 
是 ,LCa)r 乞 纲 x， 据 0.8.7, Llan 是 可 容 集 , ACLs. TR 
HE 0. 8. 6(6) ,o(L(a)y =e. O 

0.8.10 定义 (下 一 个 可 容 集 ) 定义 HYPx= (Xi;iM,E) ,其 
HM=O(N: ON, E) 是 下 上 的 可 容 全 }. 

0. 8. 11 定理 (1) HYPs EA 上 最 小 的 可 容 集 . 

(2) HYPx=L(a@a, 对 <=oCHYPs ). 

WEA: HAE HYP: 是 站 的 可 容 集 ,因为 它 总 包含 在 所 有 其 
EHE 4 作为 -元 素 的 .家 的 可 容 集 之 中 . 据 0.7.16, 存 在 可 容 
Dy 使 得 ACM. Sa BE Mo Moire PR bP 
BM BU EONAR. O89 Fo fl My. BBR. O 

WA: AA Lid =L( 0,0) ,所 以 La) 是 纯 集 .因此 有 : 

0. 8. 和 推论 序数 a 是 可 和 容 的 SO LOBATAR. O 

0.8.13 定理 令 a 是 纯 传 递 集 ,M 二 人 站 {N: N 是 可 容 的 ,aE 
N). UM ESTA META APM a,M= 二 L(a,a); 且 它 是 包 合 
a 为 元 素 的 最 小 可 容 集 . 

证 明 ;: 证 明 类 似 0.8.12. O 

0. 8. 14 推论 a 是 可 容 序数 有 是 a€EL(a) > L(a.a)=L(a). 

证 明 :L(a,o) 和 Lo) 都 是 包含 a 和 a 的 最 小 可 容 集 . O 


练 习 

0.8.15 令 4Sspb(a) 必 是 极限 序数 ， 证明 (% Le 门 Vsa， 
COW E KPU 的 所 有 公理 ,有 可 能 例外 的 只 是 Ao- 聚 合 公理 . 

0.8.16 >JA RER U LOO EA EM TAR. 

0.8.17 Bed ERRE H cA RI La <<s LAs. 

0.8.18 对 所 有 >o, LOER A ÁY. 
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第 1 章 基本 概念 


本 章 是 全 书 的 预备 知识 ,主要 引入 表述 和 解释 无 穷 逻辑 的 语 
言 ( 称 为 无 穷 语言 ) 的 基本 概念 . 

本 章 $1, 我 们 介绍 无 穷 语言 的 符号 类 无穷 语言 在 不 同 的 元 
理论 ( 即 集合 论 肯 景 ) 中 的 语法 和 语义 的 基本 概念 . 

在 $2 我 们 讨论 无 穷 语言 的 表达 力 . 主要 讨论 红 - 对 自然 数 算 
术 、 有 窃 集 的 类 , 良 序 类 、 线 序 类 、 同 构 于 某 个 传递 集 的 结构 类 、 良 
建 类 等 重要 概念 的 刻画 . 

在 $3 我 们 对 无 突 语 言 的 公式 ,结构 及 其 结构 间 的 映射 进行 
初步 分 类 ,提示 与 之 相关 的 一 些 重要 性 质 和 基本 事实 . 

虽然 本 章 引 入 的 各 种 概念 和 关系 在 后 面 各 章节 才 分 别 得 以 使 
用 ,但 在 全 书 一 开始 就 一 并 引入 却 有 极 大 的 统一 性 ,简洁 性 和 方便 
性 ,而 且 也 将 给 读者 一 个 总 体 的 印象 ， 当 然 ,读者 可 以 根据 自己 的 
水 平 或 需要 ,在 具体 阅读 时 ,尤其 在 做 练习 时 , 跳 过 一 些 内 容 ,阅读 
后 面 其 它 的 内 容 ,甚至 直接 进入 其 它 章节 . 


$1 语言 乡 we 的 基本 语法 和 语义 
无 穷 凶 辑 的 语法 和 语义 是 与 它们 的 元 理论 即 集合 论 背景 密切 


相关 的 . 在 此 我 们 主要 在 集合 论 系统 ZF A KPU 中 分 别 建立 无 穷 
逻辑 的 基本 语法 和 语义 . 
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一 、 相 对 ZF 系统 的 语法 和 语义 


1. 语 法 

本 书 我 们 主要 考虑 的 语言 是 无 穷 语 言 Lan A ER A HH 
例 及 其 极限 情况 ,其 中 希腊 小 写字 母 ,4,p,x 指称 基数 ,对 它们 的 
规定 随 以 后 各 章节 的 具体 情况 而 定 . 无 穷 语言 SEMI: 

(1) 《个体 ) 变 元 :一列 基数 至 少 为 «的 符号 ， 本 书 以 后 ,车 不 
另 加 说 明 ,固定 用 英文 小 写字 母 z,y,z,u,v,rwo…( 带 或 不 带 指标 ) 
来 指称 ， 象 通常 一 样 ,我 们 假设 不 同 的 符号 指称 不 同 的 变 元 . FFE 
<e UR ATLA ofS EAB PRE EF Coe SE) ,并 称 这 个 序列 的 
KEHE. 

通常 字母 r,y,z*zyuoyzw,… 也 有 元 语言 符号 ( 变 元 ) 的 意义 , 它 
们 用 来 指称 该 语言 的 变 元 ， 以 后 我 们 用 Var 指称 (1) 的 所 有 变 元 
的 集合 . 

(2) 逻辑 符号 : 

联结 词 : 一 (否定 ), ACARD. 
& 词 : 3( 存 在 ). 
等 词 符 号 : =. 

各 种 括号 : ( ，),[ J. 

(3) 非 远 辑 符号 :通常 分 为 三 类 ,每 一 类 可 以 是 有 穷 的 .无穷 
的 ,或 者 甚至 是 空 的 : 

D 一 列 了 7 元 (0<7<z) 关 系 符号 Rel. 
D 一 询 f 元 (0 过 之 p) 函 数 符号 Fat. 
图 一 列 个 体 常 元 符号 Ind. 

这 些 符号 在 我 们 考虑 的 语言 的 每 一 解释 (后 面 将 精确 定义 ) 中 
将 分 别 指称 关系 函数 和 个 体 常 元 . 根据 约定 ,(& 元 ) 函 数 可 以 看 
作 是 此 十 1 元 ?关系 的 特殊 情况 ,个体 常 元 可 以 看 作 是 0 元 函数 符 
号 - 但 是 ,使 用 函数 符 导 仍 是 很 方便 的 (当然 ,增加 了 机 数 符 号 ,有 


e435 


时 也 受 很 大 的 限制 ,例如 ,后 面 将 要 引入 的 子 结构 概念 .、》 

对 每 一 关系 和 函数 符号 ,我 们 必须 规定 其 元 ( 变 目 ) 的 个 数 , 因 
此 我 们 给 出 映射 ara :Rel—>r— {0} Al arm :Fnt>p - 例如 Kara CRY 
称 为 关系 符号 R 的 元 的 个 数 ( 简 称 愉 的 元 数 ). 若 arl R) =y, WK 
尺 是 7 元 关系 . 对 函数 符号 也 类 似 规 定 : 如 上 所 述 ,个体 常 元 符号 
等 同 于 0 元 函数 符号 . 

四 元 组 u= (Rel,Fntyaruyarn) 称 为 该 语言 的 相似 类 昏 (simi- 
larity type) ;因此 Zan (pj) 完全 确定 无 突 馆 辑 的 语言 。jx,v( 带 或 不 
带 指标 ?用 以 指称 相似 类 型 ， 本 书 以 后 ,除非 另 加 说 明 , 固 定 用 R， 
S，…( 带 或 不 带 指标 ?表示 e 中 的 关系 符号 ,用 下,G，…( 带 或 不 带 
指标 ) 表 示 尖 中 的 函数 符号 ,用 c,d，…( 带 或 不 带 指标 ) 表 示 & 中 
的 个 体 常 元 符号 . 

为 了 简化 ,我 们 在 以 后 不 致 混淆 之 处 用 语言 S, Sl, yee 
来 确定 它 的 相似 类 型 p,v,…, 从 而 用 Sam Loam HE 
SH cape fo) oF pr CH) so, 

有 时 我 们 需要 把 新 符号 (特别 是 新 个 体 常 元 符号 ) 加 给 给 定 的 
Ba. L A L Ad” BP = PUSH RALL EM 
如 下 : 

Rel, =Rel U Rely ; Fat. =Fnt,U Fnt,, 

Rely, = dra, U Rely, ’ Fn, = Grae, U A , 
其 中 我 们 要 求 对 每 一 RE Rels 站 Rels ， 

Apel, (R) = ara, CR). 

对 函数 也 作 类 似 要 求 ， 显然 pa, 和 Grn, 也 是 映射 ， TEAR BE IAS 
处 ,我 们 常用 下 面 的 简易 记号 来 表示 诸 语 言 的 “加 ”: URS, 
KH eo hE SIRAHLUR} LOO=LUC HERS, 
RIE EL REN MRA FORA Rely 中 出 现 的 符 
号 ),C HER MAM ASR CORI =O). PHISH EK 
在 上 下 文中 总 是 清楚 的 . 
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FAROE ww 的 形成 规则 .首先 定义 “项 (term) ”的 概念 ， 

1.1.1 定义 (1) 任何 个 体 变 元 是 项 ， 

(2) 任何 个 体 常 元 符号 是 项 ， 

(3) 若 五 是 任意 了 元 函数 (0<5<o) ,旧居 :6<) 是 项 的 序 
PW FCC FO) TH, . 

(4) RAT AY AB eH C1) — (3) EX. 

AN & BE CAS SR A PA. SE ce CHR HE hs) A E 
ARTO RRR. Tem. Jk SS L 确定 的 所 有 项 的 
集合 (类 )， 若 和 RS BRAS. MW Tern L ad PARRA E 
和 和 个体 常 元 ， 据 1.1.1, 当 是 正则 无 穷 基 数 时 ,每 一 个 项 的 长 彰 
<p, 这 是 由 于 基数 的 下 列 性 质 ， 

车 p> 是 无 穷 正则 基数 且 对 所 有 E EPA 
4 p=ARP OREE-DOT RAR RSM, Term (S apm) BE 
是 有 穷人 逻辑 的 项 集 、 为 了 简便 积 直观 ,以 后 我 们 也 把 1. 1. 1 中 的 
Fite: ELE HBA FbO BRE ARA, WRIA 
FERC (ter e<n) BA Rete :E<). 

现在 我 们 来 定义 A croft RIA : 

1.1.2 定 义 GH wm- 表 达 式 当 且 仅 当 存在 有 穷 序 列 g» 
P00 PARA p E Lage P 49 — SIG RK (formation) E4 g =p, A 
H - mn, BY FIRES RL: 

(1) p EUEN ,其 中 ,ti 是 任意 两 个 项 ， 

(2) ¢ 是 (Re:6< 力 ), 其 中 尺 是 3(00<7<r) 元 关系 符号 , 且 
:6<<7》 是 项 的 序列 ， 

(3) p= (p) HF y ERER, 

(4) 9 一 《人 {9:6<6)), 其 中 6<w, p EC ERAR, 

(5) = Aa, EOD) EF p BRAM <A, og ECA) 
是 个 体 变 元 序列 使 得 对 每 一 $<<6,ae<max{w,4}). 

注意 ;满足 (1) 和 (2) 的 称 为 原子 表达 式 ， 当 (4) 中 的 (9.:6< 全 ) 
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= {p ph A p E< E BUR HIER eA g) 1 4 1g :F<8} 
= {p CA (ge E< DRA EA ep. > GD. Se x 
ER VEO AV ( 析 取 ?的 定义 如 下 : 
CV {@:€<d))=( A [> g1E<6}), #8 C4) 
CV (un, ELO p = (A (us, EKO). (5) 

通常 我 们 把 一 ,一 ,V,V 理解 为 缩写 符号 ,但 有 了 时 (例如 在 本 
章 33 的 许多 场 会 ) 也 把 Y ,VY 看 作 是 初始 符号 . 

此 外 ,表达 式 中 括号 的 省 略 如 通常 ， 

读者 应 该 清楚 如 何 把 上 述 非 集合 论 的 定义 转化 为 集合 论 的 定 
义 , 以 便 把 一 表达 式 和 某 个 良 定义 的 集合 等 同 起 来 . 我 们 在 后 面 根 
据 需 要 适时 地 引入 这 种 定义 ， 本 书 的 许多 定义 可 作 类 似 考 虑 . 

为 了 方便 , 象 上 述 合 取 表 达 式 A (p E< 和 存在 量化 表达 式 
IoD 可 以 分 别 缩写 为 人 Y M Got Op. 有 时 对 合 取 表达 
式 的 合 取 股 的 个 数 或 量化 表达 式 的 变 元 的 个 数 用 序数 来 指标 并 不 
能 增加 什么 信息 ,反而 会 在 记号 上 产生 不 必要 的 复杂 性 ,所 以 后 面 
RIEA PRIS: F OE Soe A SRAKRRA OAR 
数 ) | 多 | 过 x, 则 八 甸 指称 多 中 所 有 表达 式 的 合 取 . HXCVar. |X| 
<A R $B Lon WIX 指称 上 述 (5) 定 义 的 表达 式 . 

通常 我 们 规定 纤 wmr 的 “是 正则 基数 ,但 这 种 限制 不 是 本 质 
的 ,只 是 一 种 简化 . 例如 , 若 < 是 奇异 基数 ,不 妨 设 w= UY, 使 得 3 
<e HOt 9<0.7, R HAY 1.2.15, Ag 可 以 看 作 是 


A ga) 


A< 

q<B <7, 
的 缩写 . 因此 一 开始 我 们 就 可 以 用 正则 基数 ORE. 另 一 方面 ， 
我 们 规定 x*<x, 且 当 4 是 奇异 基数 时 ,p<2; 当 X43 是 正则 基数 时 ,p 
<e 第 3 和 寺 的 一 些 完全 性 定理 原来 只 适用 于 pao Hie. 但 
是 经 过 修改 就 呈 以 用 于 更 一 般 的 情况 ， 若 取消 对 p Al x 的 限制 会 
引入 许多 不 必要 的 复杂 因素 ,就 是 当 上 述 完 全 性 定理 能 够 扩张 时 
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也 如 此 ， 但 上 述 对 x,4 的 规定 可 以 放宽 L. Henkin 在 其 [1961J 中 
研究 过 有 无 穷 元 谓词 符号 .但 合 取 和 析 取 是 有 穷 的 带 等 词 的 语言 
CBP Low ) 的 完全 可 公理 化 的 系统 ，H. J. Keisler 在 其 [1960] 宣 布 
得 到 不 带 等 词 . 有 无 穷 长 原子 表达 式 和 量化 表达 式 , 但 合 取 表 达 式 
有 穷 的 语言 的 强 完 全 性 定理 .他 在 其 [1963] 还 证 明了 不 带 等 词 的 
无 穷 语言 Lone RA BRA SA L ont REEE.. 

当 p= 二 x 一 w, 即 原子 表达 式 的 长 度 有 穷 时 ,只 须 和 假设 Axe A 
为 据 后 面 的 1. 3.2, 一 公式 的 自由 变 元 集 ( 参 见 1.1. 3)? 的 基数 总 是 
<e WE 0< <o 的 情况 显然 是 非 本 质 的 ,因为 这 些 情 况 已 被 
=o 所 包括 .今后 当 p= 二 x 二 ww 时 ,我 们 用 经 .来 代替 He BR, 
红 ~ 就 是 有 穷 逻 辑 的 语言 . 此 外 ,我 们 把 有 穷 命题 逻辑 的 语言 记 为 
L AGRA ERE iF «MST KAS. RRS A 
AAG Ze OMG MRE CHR A TERAS AA 
合 取 联结 词 A ,其 形成 规则 如 1. 1. 2(3)- 一 (4). 

11.3 定义 

(1) 项 上 ETerm(Csww) 的 自由 变 元 集 Fv(2) 递 归 定 义 如 下 : 

D 若 上 一 zx 是 个 体 变 元 , 则 Fue) ={z}, 
D 车 z=c ETER WEO =D, 
@ 兰 :=F(lte:6<8), 其 中 下 是 + 元 函数 符号 , ic 
项 的 序列 , 则 Fv F Ge :&<£)) = UF v(t) ; 
(2) Z omt REA ?的 自由 变 元 集 Fo HE VP: 
D E pE =n, Hi Fv) =Fv) UFV), 
四 Fok Rte E<9) LP R ey 元 关系 符号 ， (te Ep) FE 
项 的 序列 , 则 Fv Cg) = UFvce) : 
D E ge=—y, itt Fv(g) = Fv), 
D Ë p= = Ag 则 Fv(g)= UFv@@) ; 
© & p =I3X4, il Fp) =Fv(g)—X. 
(2) Cami RiKK 8 的 约束 变 元 集 Bv( 史 递归 定义 如 下 ， 
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D Ep E= RE Rag), MBO=4, . 
© # p =p M BvA =B p), | | 
@ # p= Ag Dll Bv) = UBv(g,) ， 

© Ep =1X¢,) Bye) = Bv(y) UX. 

我 们 称 不 含 自由 变 元 的 表达 式 为 闭 表 达 式 . 

注意 :有 可 能 存在 含有 “ 太 多 "的 自由 变 元 的 表达 式 ， 例如， 
ARG) FTA LAIRIER PREAS 个 自由 变 元 ， 但 在 
Ys 中 ,一 次 只 能 量化 有 穷 多 个 变 元 ,所 以 存在 对 量化 不 封闭 的 表 
这 式 , 为 此 我 们 还 需要 以 下 定义 . 

L LAEN 绎 we 的 有 < 个 自由 变 元 的 表达 式 称 为 Hee 
公式 . 我 们 用 Form (Hae A 5 的 所 有 公式 的 集合 (类 ). 对 每 
一 基数 <r, Form, (S amd R 经 ww 的 所 有 自由 变 元 魏 $ 的 公式 
的 集合 .用 Sent( Hn) tP Form, (Aan) HREM IR HOF 
(或 闭 公式 )， 由 1.1.2(1)--(2? 定 义 的 公式 称 为 原子 公式 O 

本 书 以 后 ,除非 另 加 说 明 , 国定 用 9p ,yy,90,o,…( 带 或 不 带 指 
标 ) 来 指称 绎 wwr 的 公式 ,而 且 常 用 z BRUT: DYED, S, 
〈 带 或 不 带 指标 ?指称 5fww 的 公式 集 , 而 且 常 用 三 指称 杀 子 集 . 

1. 1.4 也 称 为 am 的 公式 性 质 ,通常 是 指 Sol -ARA 
一 4 个 自由 变 元 . 注意 :Form( 双 wm) 对 人 不 封闭 . 例如 , 设 g(a), 
sa. KAEN, ote E Form(,, a) (E49 Tost Ta Fh AE Poopo 
的 自由 变 元 且 对 jetz W A 9 aE Sua BGR RE 
属于 Form (5 ,因为 它 的 自由 变 元 有 无 穷 多 个 ， 

对 应 1. 1. 2 ,我 们 有 关于 表达 式 的 “归纳 原则 ”; 

1. 1. $5 3 引 理 ( 归 纳 原则 ) S Fr 指称 1.1. 2 定义 的 所 有 表达 
RR. SAFE Loe FE SHS CST) FF BA CK) BB 

A) tE RK, MRAM 2.2, 

(2) 对 所 有 7 元 关系 符号 ROCCA EI E<), 

REEL EDR, 


a AR’. 


(3) PER > PE R, l 

(4) PCB HIP <e> ADEK, 

(5) gE X, XEVar AIX <A > JXpE K. 
grill a, DEn- 
WEBA ;假设 ae A 是 任意 Sam BK y H—-TER. Ff ”一 
0, 则 p ERPS RAR. PUD) PER. BMT m<n, 
P =m» WHE VAY IR be CRs HE (3). CB. BUM mo, 
My s**t smest <n, HH EO, dk p= NG,» 则 据 归 纳 假设 ,对 每 
一 .9 EZ BRA) PED. HERE mn XCVar, | 天] 过 
14.9 =3X¢_, WEAR p EZ BHO) pCR. 因此 我 们 
有 R 二 Er O 

对 公式 类 也 有 上 述 归纳 原则 . Rae INT AA HE RR iE 
明 性 质 P” 这 样 的 表述 用 于 指称 上 述 归 纳 原则 的 运用 . 

本 书 我 们 还 要 考虑 与 经 wm 相关 的 几 类 语言 . 

第 一 类 记 为 S nie Po R A 可 以 在 任意 大 的 公式 和 集 上 
运算 ， 它 的 公式 类 定义 如 下 : 

Form (Z oim) = U (Form (Z cy) :KA, KE CNG» 

其 中 CN 是 所 有 无 穷 基 数 的 类 . 因此 Sp. AERKM ARR. 
只 有 长 度 <4% 的 量化 式 , 它 的 公式 也 只 有 < 4 个 自由 变 元 .对 这 类 
语言 ,本 书 考虑 较 多 的 是 语言 SHS ow HERE HEH BS 
的 片段 . 

第 二 类 语言 记 为 Soons CHARR ELF: 

Form (wp ) = U {Form (St crx) :AECNI}, 

因此 多-~-=< 有 任意 长 的 量化 式 ， 

类 似 地 我 们 可 以 定义 Form (4 non) s Form (2 ocon) F. 

注意 :上 述 条 件 均 可 以 定义 集合 论 ZFC 的 一 个 类 ， 

2. 结 构 

下 面 我 们 给 出 如 wn 的 解释 (语义 ) 的 一 般 性 定义 ,并 称 这 样 的 
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解释 为 结构 ， 
1.1.6 定 义 ”多 or 的 结构 是 下 列 形式 的 序 对 
W= (A.A), 
其 中 :(1) A 是 一 非 空 集合 , 称 为 慌 的 个 体 域 ， 
《2) 好 是 定义 域 为 Rely, U Fnte p U Inde 的 映射 使 得 : 
O 对 每 一 ? 元 RERelv，，0< <x, HOSA, 
D 对 每 一 元 FEFnty p OEP, HUF): AA, 
图 对 每 一 cE Inde HOEA. 
本 书 以 后 ,除非 另 可 说 明 BE A DS ,全 ,…( 带 或 不 带 指 
标 ) 来 指称 <a GA. 为 了 简化 繁琐 的 记号 ,我 们 延 用 4,B,C， 
Dy RAHM UBC .D ,… 的 个 体 域 ， 对 每 一 非 逻辑 符号 5， 
5S” 指称 吾 (S)( 称 SY R A 对 S Gy RAE). 在 不 致 混淆 之 处 ,我 们 其 
BAS 直接 表示 S. 这样 上 述 关 可 以 表示 为 
We ARF O rera, FEFn océbnd, * 
alow =, aoe 
下 面 我 们 来 定义 可 满足 概念 .为 此 先 引 入 一 些 记 号 , 令 六 是 
结构 ,XiYSYVar( 不 必然 不 相交 ) ,FE AX 和 gE€ A 分别 是 映射 
( 称 为 赋值 映射 ), 则 赋 信 映射 Fx geE APOE VTP, 
f(z)， 若 xEX 一 Y， 
28(z)， a zy. 
注意 :直观 上 说 ,fx*e 就 是 在 7 bc EX-Y 上 是 了 的 映 
H Pua XNY=O.M Fr e=fUe XY. f* xg. 
LATERM Wie HU 中 相对 赋值 映射 fea HRA 
递归 定义 如 下 : 
Q) Æ t= xE Var, Rj C ]= fla), 
(2) 4 t=cEld, MALE", 
(3) Ht= Fe ict, ACHP As ecb). 
1.1.8 定 义 ( 可 满足 关系 ) AR pp MREARHER SOAR 
ASE OTP: 


. SO 


(f * D=] 


(1) ?是 原子 公式 : 
D F pE ft 三 ti ;出 ; 
SEF e PEL]. 
@ E oF Rie Ey), M 
SEF & (Lfl E<pER. 
(2) p kg, M 
fEF fg. 
(3) p 是 和 人 严 , 则 
JEF S MH-yYEeV.feg. 
(4) p 是 3Xy, 则 
SEF S AE gEA 使 得 fx Eg. 
说 明 ;(I) 4 pE Form, (Lam) B RHET e 简写 为 
F = {aE A:N E gla). 
Cl) 代替 f€ 六 ,我 们 用 通常 的 记 导 外 上 yqLf1C9 在 并 pig 
对 赋值 映射 了 的 真 值 ) 量 称 SEN 中 满足 REESE ,我 们 用 
通常 的 记号 UE SIAR FEU 中 不 满足 g 
CHARA SIS LAKMe HAH HRM. + f ,gE€ 
4 使 得 f Fv =x, Fv, M 
WEA] SAE gig]. 
这 说 明 我 们 使 用 下 列 记 号 是 有 意义 的 : 
WE i ags€<d) Jak AE aA], 
HPI ECS a EA H FPO S= {va E<) ACA. AERES 
PURER EES Hides AE AIH 
alH AC r)) BARR F<, r= v A TEFY(9)); 
Karate aA, BAMA E<O.zAv, (KR EFNA). 


若 只 含有 穷 多 个 自由 变 元 ， 比方 说 ,zx ，…,z,; 则 我 们 可 以 用 通 
HEE A F ga. a JEEUE Aa IKRARAE ASHP a 
=f a) i=l, on, A FvO = {r:a} WRN A F fa] 
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来 表示 UE ASI. a= (ag:B8<a) 且 对 每 一 BB,f(xp) 二 ap. 

HCW AP, 

CN) Fo Ae IF ARE FE AMER UE off], UXT 
所 有 gEA UWE of gl. 

这 个 结果 也 可 以 表述 如 下 :车 = 是 上 述 句 子 , 则 

D MMA SEA UE off], 或 
© 不 存在 LEA™, UE olf). 

1. LIEM ELROHBET ,我 们 称 CHUM PRK a 
EA 中 成 立 ) , 记 作 % F c; 在 加 的 情况 下 ,我 们 称 c EMA 中 假 ( 或 
oA PRR) ENA F o. 

1. 1,10 定义 车 oa 在 语言 SHAW A pR, WRU Bo 
的 模型 , 记 作 A E Mody, Co) Bef Ay WE Modto). F EE Heron 
的 句子 集 , 且 对 每 一 o€ EWE Mody Co) MRM E HRA, 
iA A E Mody, (2). IC AE Mod (Z). 

以 后 我 们 用 Sm 人 《及 ?指称 六 的 相似 类 型 . 若 OCForm( Hern) > 
则 Sm 多) 指称 CHAR HH RH PAE RAS RE rE 
的 相似 类 型 . 若 O= {9} , 则 用 Sm(D KAR Sm({9})， 若 Sm(G) 
CSm(L), 则 上 BB 有 下 列 意义 :对 每 一 AE 4 “和 PED, 

LE Af). 

LLIEM 若 对 每 一 六 eB SmA)DSm(y), AME es 
则 我 们 称 g 是 有 效 公 式 或 逻辑 有 效 公式 , 记 作 上 9. 

VIZ wm) 用 来 指称 Loe ARAKI BSA. 

1.1.12 定义 4 OU {go} CForm( Hye) TR pE OCH At 
Lon) EB BK OE SE . AD ICE PED. S 对 每 
一 Figg HHH A Sm (SU (g} ) CSm (A), HUE DS, MW) WE gp. 

易 证 对 每 一 公式 p FPS Fe. 

1.1.13 ENX $ EESTE, AIOR 所 
Mod(2) 40; ANE E AR— ER. 

11.14 引 理 若 王 不 一 致 , 则 对 任意 句子 c,EFe O 
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1.1.15 定义 “ 称 5 的 句子 集 卫 是 完全 句子 集 OM Mun 
的 所 有 句子 c， Ito TEs. 

1. 1. 16 定义 FUE Va BA. Thao DE UW H 
L om FB © Tham ) = {0E Sent (Harn) A E gh. 

称 句子 集 三 是 ww- 理论 O (3Fo > vE 3). 

称 句子 集 王 是 Soe BEER O 有 模型 且 对 的 任意 模 
gy A,B, Thap lA) = There (BD. 

1.1.17 定义 SA, B 是 Soe BAKA S oan MEE th 
BE A= yb. S Tha A) = Thae (8). 

1.1.18 定义 O) Zanti A 对 Lan ce YE GE 
EDRU) Z amti AAAA ,定义 如 下 ， 


A=A,, 其 中 A, 是 Ut Sh PAM, 
S7! Sm gA ， 对 每 一 SEZ cin: 
(2) A EL AM CHRD 


© 8m(B)CSm (A) AW f Sm CV) =B. 
(3) 特别 地 , 若 Sm (CW) CSm(BIUC.C 是 新 个 体 常 元 符号 
集 , 且 存在 映射 FE Bo BW = (By fcc BP B= flo) WK 
WAS 的 简单 膨胀 . 
1.1.19 定义 SUIBVES. HAY, KU RD HFS, 
记 作 UCB, e FIARE: 
AGB, 
R =R NA, 对 每 一 7 元 关系 符号 REL ams 
F =F AS, 对 每 一 ! 元 函数 符号 生 E Sam 


hme", 对 每 一 个 体 常 元 符号 CE Hie 
说 明 : 在 Sm( 针 )SCSm(3) 的 情况 下 ,我 们 也 用 UCB 
ASB TH Sm). 


1.1.20 定义 SAEZ amA XTA 使 得 
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(1) 所 (re:é<H)EX， 对 每 一 tC0<-t< 之 p) 元 隙 数 符号 
FE wm 和 XxX HB FE — Cre EL) 和 


(2) MEX, 对 每 一 个 体 常 元 符号 COS cape 
WX GR) ice PX. ae: 
A, =X, HF A, UP X Ba, 


RUX= RK, 对 每 一 7 元 关系 符号 RE Lae, 
Ri 一 下 | XS, 对 每 一 元 函数 符号 FE Saas 


rie, 对 每 一 个 体 常 元 符号 cE€ 5 wm 
1.1.21 引 理 ”对 满足 上 述 (1) 和 (2) 的 每 一 XK 必 A， 
A XTA. G 


说 明 : 若 S EL eA XSA RE 1.1. 20 O, 
CUP XE Hedge = (Ub chow X. 
所 以 在 1.1.18 和 1.1. 20 两 种 意义 上 使 用 “上 ”不 会 引起 混乱 . 

1.1.2 定义 令 和 ww 是 只 有 关系 符号 的 语言 , 监 , 允 是 Sa 
HAE AN B=D A AB 的 (简单 ) 基 数 和 (也 称 为 直 和 ) , 记 
作 UDB ,是 如 下 定义 的 结构 E， 

C=AUB, | 
Ro=R*UR®, 对 每 一 关系 符号 RE Hap. 

1.1.23 定 义 SA, B E Zant A M B 的 直 积 (direct 
product ), 记 为 时 Xx 路 ,是 定义 如 下 的 结构 :其 中 R 是 cine tS E 
È g KAAS FERC RRMA co 是 任意 个 体 常 元 符号 ， 

C=AXB, R=R XR, c=(c,®), 
且 对 任意 {ze: ECE SA Al (yer EXOISB, 
FE (Cres ye) ELO = UF (xe F<), F® lye: <E). 

KWA, RATE LIA, RW ED HAA, FET ALLA, 是 
{4::i1ET} 的 第 卡尔 积 (参见 2.1.4) ,其 关系 .函数 和 个 体 常 元 符号 
的 解释 是 上 述 解释 的 直接 推广 

注意 :这 里 的 直 积 概念 是 对 C. C Chang 和 H. J. Keisler 在 他 
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们 的 [1973] 中 的 直 积 概念 的 概括 ， 
1.1.24 定义 (全 基数 和 ) (1) 任 给 不 含 函 数 符 号 的 语言 
Z ages Se 由 下 列 符号 组 成 ， 
D Ht Herel FES SK ce S155: HEH S,,S, 是 
和 S 同类 同 元 数 的 符号 ， 
@ 两 个 新 一 元 谓词 符号 P, Po 
(2) BE Lae TAH AB E ANB =D, A AB 
HSMM UD, E Ao Pe ey C 
C=AUB, 
S=", S=, 对 每 一 符号 SE Lan, 
P$ =A, P =B. 
说 明 ; 我 们 用 AoA iS SE wm) ,i 一 1,2， 显 然 ,可 以 把 
上 述 定 义 扩张 到 LA 红 和 是 任意 不 包含 函数 符号 且 不 相交 的 


语言. 如 此 对 应 的 运算 称 为 扩张 的 全 基数 和 , 记 作 民 干 遇 ,此 外 ,我 
们 注意 到 简单 基数 和 与 直 积 能 用 一 种 显然 的 方式 在 全 基数 和 中 得 


.到 定义 ， 这 些 关 于 结构 的 和 与 结构 的 积 的 概念 是 S. Feferman 和 
R. Vaught 在 其 [1959j 中 讨论 过 的 广 闵 积 概 念 的 特例 . 


二 、 相 对 KPU 系统 的 语法 和 语义 


前 面 我 们 考虑 的 关于 语法 和 语义 的 基本 概念 是 以 集合 论 ZF 
系统 为 元 理论 而 建立 起 来 的 。 但 在 这 样 的 元 理论 上 建立 的 无 穷 四 
辑 在 许多 重要 的 方面 很 受 限制 (关于 这 点 我 们 以 后 要 详细 讨论 )， 
所 以 我 们 还 要 以 集合 论 KPU 系统 为 元 理论 来 考虑 无 穷 远 辑 ,因此 
还 须 在 KPU 系统 中 把 语法 和 语义 形式 化 , 即 把 “语言 ~“ 结构 ”、 
“公式 "等 非 形式 化 的 逻辑 概念 形式 化 . 本 小 节 我 们 在 KPU 系统 中 
工作 . 因此 希望 对 KPU 不 了 解 的 读者 先 读本 书 的 第 0 章 以 获得 关 
于 KPU 的 基本 概念 和 成 果 . 


假设 在 我 们 的 元 语言 Z 一 乡 U {€ ,…)} 的 初始 谓词 中 还 有 : 
Relation-symbol (zx)., i 
Funtion-symbol (x) ， 
Constant-symbol Cr), 
Variable(z); | 

在 绎 "的 蚊 数 符号 中 还 有 两 个 一 元 函数 符号 :V，, 共 . 

我 们 用 R Ro AmE Relation-symbol (x) H} z, HH F, Fis 
-Rm E Funtion-symbol (x) AY z, 用 ccd,… 表 示 满 足 Con- 
stant-symbol(x) 的 x. 我 们 还 假设 在 元 语言 L WS PAE 
辑 常 元 符号 :一 , A，V ',Y ,3 ,大 . 

上 述 12 个 符 导 可 以 是 经 "的 一 部 分 ,或 者 如 第 0 章 的 83 HB 
样 引入 KPU 的 有 定义 的 符号 ， 在 实际 运用 时 ,我 们 几乎 总 是 采用 
后 者 ， 下 面 是 关于 语法 的 公理 : 

公理 1 变 元 类 、 函 数 符号 类 关系 符号 类 和 常 元 类 都 互 不 要 
交 , 而 且 上 述 6 个 逻辑 常 元 符 导 不 在 任何 这 样 的 一 个 类 中 . 

公理 2 ax 兴 有 8 一 V(a) 天 V(O)， 

Variable(zr) 多 Jalr=V(a)). 

公理 3 若是 一 关系 或 函数 符号 , 则 并 (z) 是 一 正 自然 数 . 

注意 :通常 我 们 把 VCa),V(8),… 写 作 m,ze… 把 共 (z) 称 
为 z 的 元 数 . 

集合 多 称 为 语言 OS 是 关系 、 函 数 和 常 元 符号 的 集合 .下 
面 我 们 在 TC ir) bi Miia “te A RSH”: 

LLEN 1 是 (5-) 项 局 1 是 变 元 ,或 1 是 (2-) 常 元 符 
号 ,或 上 一 (Foy HP F EORR p= (yot aq? H 
其 中 每 一 y; BCG. 

说 明 ; 这 两 个 定义 Cz 是 项 "和 1 是 多 -项 ?7 是 0.4.5 所 允许 
的 递归 定义 类 型 ,所 以 它们 定义 了 A- 谓 词 ， 在 此 唯一 麻烦 是 验证 
谓词 POV,n) 6 中 是 长 度 为 下 的 序列 ”( 见 第 0 章 的 表 1) 和 谓词 
QO nT) © “PODE IKin 且 之 是 序列 了 中 第 守 个 项 "都 
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是 A- 谓 词 , 但 这 仍 可 以 从 上 述 0. 4. 5 通过 对 = 进行 递归 定义 得 
到 . PM, PG.) Ə n21 是 自然 数 , 且 若 n> 1 WFE zi ,zzE 
TCD) 使 得 一 (zz > 且 已 (zz 一 1). 

1.1 26 定义 〈 纪 -) 原 子 表达 式 是 下 列 形式 的 集合 之 一 : 

C1) (= oti ste) EP tt EOM AE AS. 

(2) (Roti st) PRES) HARES, ECR) =n, B h, 

ty FECL) IM VEVE RC yo sta) 

1.1.27 定义 RE pw SABRE O 

(1) p 是 (5-) 原 子 表达 式 ,或 

(2) pW Bg BCPA ARIA K 

(3) GTEC A iP ORV ,1y,0}), 其 中 y,8 是 (2-) 有 穷 表 
达 式 ,或 

AOp pR vp HP o EEN, p ELO ERR 
aR. 

说 明 :( 1) RNAse RAR) pA ARRA LEP) 
dog RPG vp) XTV 和 Y 也 类 似 处 理 . 如 通常 引入 一 ,*>. 易 证 
上 述 所 有 谓词 都 是 A- 谓 词 ,其 中 最 后 一 个 又 是 据 0. 4. 5. 

CT) 为 了 简单 ,以 后 在 不 致 混淆 之 处 ,我 们 既 用 2 ,%,… 表 示 
元 语 育 A 中 的 表达 式 , 也 用 它们 表示 我 们 正在 研究 的 某 些 形式 
化 对 象 语言 的 表达 式 . 希望 读者 能 注意 到 这 一 点 . | 

CW) 区 中 的 符号 可 以 是 始 元 ,但 我 们 把 表达 式 解 释 为 集合 ， 
把 A ' 习 等 看 作 象 自然 数 集 那样 固定 的 集合 ， 我们 还 可 以 在 ZF 的 . 
减弱 系统 或 KP 中 表述 上 述 几 个 集合 论 形式 的 公理 和 定义 ,请 参 
LP. H. G. Aczel 的 [19731. 

1.1.28 定义 无 穷 公理 是 下 列 公理 ， 

Je Lim(ea) 
其 中 Lim(a)=Tran(a) A ¥BE a Tran (f) Aa EGS 
l AYpBEa3yrEaty 一 了 18》 )》， 
1.1.29 定理 若 无 穷 公理 或 立 , 则 对 任何 语言 S ,存在 集合 : 


. 57>” 


Form (Lw) =P: PH L-A PAi REA p PARERA e 

wn GELAP now. 

证 明 : 首 先 证 明 a RS 

Term= {1:22 SH PER on OH P nw) 

是 一 集合 。 施 归纳 于 ,定义 

Term{0) 二 1c; c Æ L BSA AAS) UV G) now, 

Term (n+ D ={(F,t tosF AL HR HALRA 

号 stette E Term(n)} U Term(n). 
若 名 存在 ,上 述 定义 就 有 意义 ,出 此 下 列 集 合 也 有 意义 : 
‘Term= U Term (a). 

类 似 地 可 以 证 明 SM PA A GAM RG Eg. O 

1.1.30 定义 RAPE RER S 下 列 条 件 之 一 成 
立 ， 

O 2 是 有 穷 表 达 式 ， 

(2) poy H gy E Zo RRR, 

(3) ?是 ( ORV D), EF DEFEN Llo RARK, 

(4) p 是 jvy RVog H P v EEN, BS RER 

注意 : 据 0. 4.5, 上 述 定 义 也 是 正当 的 ， 后 面 我 们 用 AS A 
V 8 分 别 表示 (人 DAV D). 

我 们 假设 读者 能 贯彻 所 有 的 语法 定义 (例如 ,自由 变 元 .约束 
变 元 ,项 上 对 ?中 一 自由 变 元 的 代 换 ), 但 是 楼 注意 代 换 必须 在 
TCO LIBS XM. 我 们 用 way 表示 用 上 代 换 ?中 的 w 得 到 的 结 
果 . 句子 就 是 无 自由 变 元 的 表达 式 . 在 TC 于 递归 定义 8 的 子 表达 
式 集 Subp) ii F: 

(gh, 若 史 是 原子 表达 式 ， 
Sub(@) =4 (P USub(), Æ pyp Ivy 或 Yoy; 
(p) U Y Subc) > BPHEASRYS. 


1.1.313| 理 若 g 含 有 穷 个 自由 变 元 , 则 任何 gE€ Sub(g) th 
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只 含有 穷 个 自由 变 元 ， 特 别 地 , 若 乡 是 某 一 句子 的 子 表达 式 , 则 乡 
只 含有 穷 多 个 自由 变 元 . O 

这 个 引 理 的 证 明 是 施 归 纳 于 表达 式 的 复杂 度 . 据 此 定义 ,我 们 
有 下 列 定义 : 

HR Pray RIK RE Sco BR 

SCR YW RAALRA AR FP AREA. 
因为 
peo AA Ə | (tom 是 兄 的 自由 变 元 } | <w 
S lla: 是 史 的 自由 变 元 )|<<o， 

Ai 0.5.6,“a 是 诸 序数 的 有 穷 集 ”是 O-PS BAS 
一 全- 概念， 以 后 我 们 用 Forno TARA So BRAG. 

下 面 我 们 要 在 KPU 系统 中 把 “结构 ”"“ 满 足 关系 ”等 语义 概念 

1.1.32 定义 ”语言 区 的 结构 多 是 序 对 A= (AMER 
们 用 za 表示 HC): 
l (1) A 是 非 空 集 ， 

(2) H 是 定义 域 为 S 的 函数 ， 

(3) REZ > R*cA*™, 

(4) FEL > Be F ARPA, 

(5) cE > AEA. 

EM aU thd A A S 的 A- 谓 词 . 

称 了 是 发 的 峰值 (映射 ) 后 了 是 函数 使 得 Dom(.P 是 有 穷 变 
Jo -Ran( PCA. AEL HRE S ER: 中 的 变 元 在 Dom A) 
中 ,递归 定义 t 在 中 相对 赋值 映射 fA CSP: 


fv), 若 上 是 变 元 v; 
给 sa-a À 若 :是 合体 常 元 符号 c; 
PAU CUD., Et En TAKS F. 


我 们 下 一 个 目标 是 要 把 “六 上 SR KP Bo aye 
He ET BHAR. S Fv) LARA Fy phe at. HT 


a 59。 


使 这 个 定义 符合 我 们 已 获得 的 递归 定义 形式 ,我 们 不 得 不 采取 较 
笨拙 的 方式 ， 因 为 不 存在 由 所 有 变 元 构成 的 集合 ,所 以 对 有 不 存 
在 一 个 由 所 有 赋值 构成 的 集合 。 但 是 ,存在 运算 G 使 得 对 所 有 
LL 的 所 有 结构 半 和 SMAAK P, 
GA p= (ff ÆA RE Dom(f) =Fv()}. 
因此 可 以 在 TCCp9) 上 递归 定义 
Sate A P= FEGA, HA F Ar] 
Fs BEAR Of, RR ty set tas 
Sat, (A =) = EGA, n=) A =A 
Sat A, RGD S= FEGA, RGD) LI. ALDER"), 
Saty (A, >O = (FEGA, >O: fX Saty A.D}, 
Sat (A, A D) 
={FEGA, ADHAMA PED, F) Fv(9 E Saty Ah, 
FEGA, Avg) HED AEA, 
Sat (A Jop =4 FU {lva} E Saty A, g—}, 若 vEFv(¢); 
Sate (A ,p), # vě Fv(g). 
现在 我 们 可 以 定义 表述 “p EA 中 相对 赋值 映射 f 的 真 值 ” 
的 谓词 上 HL” 如 下 : 
Wt Af] S FFEA E Saty A. 
对 S.A WF c, 空 函数 (empty function70E Sat- A, SA Fa. 
因为 据 -递归 定义 原则 (0. 4. 3) Sate (CU pE B-j, PELAA F 
ASV EU pH IOAR SA SOM A- 谓 词 . 
2B SS ARA RMR.’ =Dom(2" A )). 
如 前 约定 , 当 f= laden. CO and 时， 我 们 可 以 用 
WE gaya] WE Aa.) EEA F 多 2 来 表示 让 FF AS). 


H 习 
1.1.33 用 类 似 1. 1.5 那样 的 归纳 原则 证 明 : 
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(1) SB Pre RIA BE Ha kB <max(e, Ass s 
FR) FRA. 

(2) 车 ea FE EER SB A RIA KE <e. 

1.1.34 5R|Form(&,,)|, 'Form( £ ap) |- 

1.1.35 证 明 引 理 1. 1. 21. 

1.1.36 证 明定 义 1.1.25 上 后面 说 明 中 的 请 词 Q 是 A- 请 词 . 


8$ 2 无 穷 语言 的 表达 力 


本 节 我 们 主要 考察 语言 经 的 表达 力 , 因 为 这 些 例子 有 许多 
将 在 后 面 各 章节 用 到 . 

下 面 有 许多 断定 不 加 证 明 , 想 必 读 者 能 够 自己 补 上 . 

1.2.1 例 在 纺 。。 中 刻画 自然 数 算术 的 范畴 性 :即刻 画 所 有 
同 构 于 《w, 十, ,0) 的 结构 类 .人 ,其 中 “十 "和 “， ”是 二 元 运算 ， 
““" 是 一 元 后 继 运 算 ,0 是 个 体 常 元 . 

D DL, BAF o 是 由 绎 表达 的 、Peano- 算 术 公 理 的 所 有 有 
穷 特例 和 下 列 句子 的 合 取 ， 

Val V =S" (0) } 

其 中 项 S"(z) 归 纳 定义 如 下 :S' (2) = 2,8 (x) = (S'(x)). E 
ABE o 的 所 有 模型 的 集合 . 

说 明 :( I) Peano- 算 术 的 归纳 公理 是 一 公理 模式 , 它 所 对 应 
的 双人 句子 是 
A {Yvart 1 LOC 5 88 ,0 0) A YOn Lpo, sw) 

vosy Un? DJY npo 0n) ] pE UForm, L a )}. 

CI) 自然 数 算术 在 同 构 意义 上 不 能 由 LaF RRA 
划 , 因为 Peano- 算 术 不 是 范畴 的 ,只 有 加 七 式 才 是 范畴 的 (条 见 
Chang 和 Keisler 的 [1973]). 
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1.2.2 例 在 人 fs 中 对 所 有 有 交集 的 类 多 F 的 刻 划 :考虑 下 
列 句子 c; 

V [Vooo V {vv;:0 <i Sj <n})], 
则 WE Mod(a) & jAl<w. 

我 们 称 (4,R) 是 非 空 良 序 (结构 ) © AACA R 良 序 4. 
23 例 在 丝 。。 中 对 所 有 非 空 良 序 结构 的 类 的 刻 划 : 
W 是 下 列 句 子 的 所 有 模型 的 类 : 

Yr Rr z), 

Vaye [Rr pA Ry,z)—> R(r,z) ], 
Vay Reo V Ryn) Vr=yl, 
(Vu w) V [RCo swat ) V ms 四. 

1.2.4 例 SUPRA RRS. CHRIS BE A= 
C4, 之 ,…) 的 结构 ,其 中 之 线 序 4， 我 们 能 证 明 ， 

(1) 对 每 一 a<x, 存 在 绢 “的 恰好 有 一 个 自由 变 元 v 的 公式 
到 (oo) 使 得 对 每 一 结构 半 和 每 一 aE A, . 

WE g [a] e la, Ef oS, ,< }S,). 
RP S = {aE Ara<" ay} (PS, 是 以 序 型 a 被 < 之 良 序 的 ,a 的 所 有 
<" Bit (predecessor) ft) S14). 

E a | AR SHIA EM g Co EP CL D. Scott #9 [1965], 
p. 330); 

E WIS Iv mv) Ac, 

E w) = Yu [ey apd v9 (vou, A y FIN, 对 a>0; 
其 中 = 是 撒 述 “一 是 线 序 ?的 句子 ， 对 wa 施 超 穷 归 纳 不 难 证 明 命题 
CL). 6 RAM PER 

(2) UM 被 <” 良 序 , 则 l 

A <OR ARNa N F Ya V E a A A Jag a). 
因此 : 


. 人 2 。 


(3) # a BEN 且 a,B8 中 有 一 个 小 于 x,; 则 
(a, E| a= Ps ETA > a=p. 
(4) lAl <c MARRE S 
A F Fxg CA LAKA (y), 对 所 有 a<r. 
. C1.1) 
注意 ;存在 党 之 x 的 非 度 序 结构 半 使 (1.1) 成 立 ( 参 见 1. 2. 16 
和 后 面 的 12. 2.3.) 
1.2.5 例 So 是 下 列 描述 “< 过 是 相对 9 的 线 序 ”的 句子 : 
oo—=Y¥Yr[Oxr) (rr)] 
AVayz (O(a) AOD AOD Az Ayler] 
AYry[L9(r) ABC A (ry ry vr]. 
多 归纳 定义 如 下 : 
J (2) =I) A yr Ao’, 
E=Vyl Oy) V y=ED > <r VAEGIIAG, a>0. 


4 9(z) 为 r=x 时, RE 1.2.46 g 

于 列 引 理 完 整地 描述 了 多 的 意义 : 

1.2.6 53B S r ERRER LA 包含 二 元 关系 符号 < 

(1) # 8E Form, (24) H a<r, 则 gE Form, (Z w). 

(2) 对 L 的 每 一 结构 半 , 每 一 a€ A 和 每 一 序数 a， 

UE Pla] S <7 RRP A UAB a RASNE: 
”其 中 S, 如 例 1.2.4(1) 所 规定 ,这 里 仿 = {a€ AN p 98[aj). 

在 证 明 1. 2. 6 时 我 们 要 用 到 下 列 关 于 和 良 序 集 的 基本 事实 : 

1.2.7 引 理 D 令 (4,<) 是 线 序 ,8 是 序数 ,车 对 每 一 x E 
4,< 以 小 于 有 的 序 型 良 序 S;, 则 之 以 小 于 等 于 8 的 序 型 良 序 A. 

(2) HA, OR RIF 2. yE A H <y US. 的 序 型 严格 小 
F S, 的 序 型 . 

(3) EA DORR THEE FN Sa, MARFA 8<<a, 存 在 
2zE4 使 得 所 以 序 型 8 良 序 S.. C 
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引 理 1. 2. 6 的 证 明 : 只 须 证 (2)， 显 然 ， 
AEs ABAPRA MIAME SM" BF 
ETE <a 线 序 ， 
刹 下 只 须 施 归 纳 于 a 来 证 明 Ss 门 扩 有 序 型 a( 因 为 良 序 集 的 子 集 
仍 是 良 序 集 }， 当 a=0 时 ,有 
WE Pla] Ak SI yy) Ay<<z)[a] 
SNF = 
= SOE AFA O. 

设 a>0. 证 “一 ” UE Pla]. S6ES. NM Bl b< a HA 
Hol HA HENNE NV Al], & 指称 最 小 的 < 之 a 使 得 所 
E #4[5], 则 据 归 纳 假设 ,S, 门 问 的 序 型 ( 记 作 S, 门 六 ) 是 Eca, RTE 
1.2.70) S N ELe. HS. =7<a, BARE. UE gal 
i A F N flal d HEX a< a FR AELA =a. 

Ere SCR bem Bit 

<a Ue V fel. 
bcra WW SES.OE E l. 2.702,.5 A<S,.NF =e, Bit a 
MALO] BZ EAE N AELE E R Ea 使 得 中 
db) SBR SNE =E a A b< a (RI ba Bie 
a<Ã"a s AE V dla]. 
5 站 =& 的 假设 矛盾 、 因 此 右边 是 假 的 ,而 这 蕴涵 我 们 要 证 的 等 
价 关系 成 立 ， 口 

AR ff AMS) 1.2. 6 所 表达 的 性 质 将 在 后 而 章节 用 于 研究 
的 非 紧 致 性 结果 . 

1.2.8 定 义 SECON Hr BERR r RHR Kw 


“64° 


FERS r| <S OHER FIRA y WHC): 
存在 n<iw pE- 50，""" 35n_1 使 得 YEsoE Es Er C1. 2) 
RA HOUARNE RSO HERBAL O. 
7.13). 
注意 ; (1 ) H(x) 是 最 小 的 集合 Y 使 得 
aly 8 lal<« > a€Y. 

(I) 所 有 满足 (1. DAI y 的 类 就 是 xz 的 传递 闭 包 TC(x)( 季 

见 0.4.1), 所 以 TCCz) 是 包含 工 的 最 小 传递 集 , 因 此 
HCO ={x:;| TC) |<}. 

1.2.9 例 E Lo PIRA HIT PERNAHRITS 
刻画 , 即 是 所 有 形 如 (4,R) 的 结构 的 类 ,其 中 民 是 二 元 关系 
使 得 44,R}) 辣 构 于 某 个 结构 <S,E1S), 其 中 5S 是 传递 集 . 

-我 们 知道 不 存在 Z DY HSL FRI GR T= 
Mody’ (D) L. [BE Za DP RTA: 


8 =VaylV e(cExzerEy)—z=y], CE oF df 22 ED 
a= (Wu | w) V = Cons Evn). (五 的 良 建 性 ) 


FS 是 a, Na, 的 所 有 模型 构成 的 类 ;因为 A A 0, 在 每 一 传递 结构 
《5, ES 中 成 立 , 因 此 也 在 7S 的 每 一 元 素 中 成 立 、 下 证 : 
(4,R)EMod(g A0,) => HARER S ARSS, ENS). 
证 明 ,我 们 知道 多 表达 的 良 建 性 保证 4 中 存在 元 素 a 使 得 
”对 所 有 xEA, 一 (zxRao)( 即 A 中 存在 民 极 小 元 ao); 这 可 以 根据 简 
单 归 纳 得 到 . 保证 这 个 元 素 的 唯一 性 ， 我 们 来 证 明 下 列 归 纳 原 
WEA RPE: 
XZAA aEXALLE AAV y(yRarm yE X) +r EX] > XSA. 
| p a.3) 
(1. AN VERA: RE AE A 一 了 X, 则 da 若 对 所 有 y 使 得 
yRd, A yEX, W doe XA A AFR E dE€ 4 一 XX 使 得 d, Rd 
施 归纳 继续 这 个 过 程 ,我 们 就 有 无 穷 递 降 R-JF I danca) ,而 这 
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REAPS. Ai A=X. (1. DEZ. 
4 \|Al=x. BEKOCAXH( «et ) 是 可 接受 关系 © 
(lap DEQ 
(2) cE AA YylyRr—= ty, S EQ] > tz, (Sy yR) EQ. 
TRASH ) 是 可 接受 关系 ,所 以 我 们 能 构造 R= f {R 
RR 是 可 接 爱 关系}, 易 证 ,也 是 可 接受 关系 . $ 
B= {zE 4: 存在 唯一 的 SCH CR RB rS) ER). 
下 证 ， 
B 满足 (1. 3) 的 前 件 . (1. 4) 
BR ila OER HY ao EB. FINKE: 
SAG => taS?) & Ro 
为 此 只 须 验 证 Ro 一 {luo,S)) 是 可 接受 的 . 据 R 的 构造 , 它 显然 满 
Hd). 下 证 Ro WEC): $ zEA 且 假设 
{<y,S,)>syRx} GRy— i lass) h} 
我 们 来 证 (x,{S,:yRr}》E Ro~ (Mayo S)} BIHE: 
《zfSys3yRz)》 关 (ao SY). (1.5) 
E x= ay WEEL HMA yE4, 并 非 ypRes AM (Ly, S): 
yR) =@. (ABA SAG, UAC. DE. 若 ray, MCL. 5) BR 
成 立 , 从 而 证 明 Ro 满足 C2). 
令 rE A ARIE y: yR) CB. 我 们 要 证 <E B， 即 存在 唯一 的 
SEHU HBR T, S) E Ro. 
因为 R AHAC), HAR AR Ry: yR) EB, ROA 
(x+{Sj:yRr}) ER. 下 证 : 
SÆ {S yRr} => (£, S) E Ro. 
为 此 只 须 证 Ro— (r SERA: 
BE): E =a WIS, :yRz} = OA SAS, A Laos) € 
—~{(2,5)}. FF ray, WEIR A (ay) E Rom (Xr, S)}- 
验证 (2):zE A Alw, Sa) :wRz) 守 Ro 一 {(z,S)}， 只 须 证 ; 
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(z4{S.:wRz})€ Ro— ((r,5)}.. 
E rAr WRR. E rmx WHE S 的 定义 , {Sw;rwRz}) 二 {5S, :wRzr)} 
#S ,因此 要 证 结果 成 立 ， 这 样 证 明了 (1. 4). 
根据 (1. 3). B= A, RIE Ry: A>H(| Al 
Rolz) ={Sy:yRx) ={ Roly) :yyRr}, (1. 6) 
因此 Ran R BRA HBR. > 
C={r€ A:yEA H. Rir) =R, ly) > r=y)}. 

我 们 来 证 C HBO. DARE E y 取 ao, 则 存在 z&€ A 使 得 
zRy, Pr RD ER Cy) AK RADH EC. FrE€ A AY 
”yRz 时 yEC, 则 我 们 能 证 明 xEC: 因 为 车 ACNEE utar E 
得 Rolu) =R (x). 因为 u 隆 x, 则 据 外 延性 ,或 者 存在 yRz 使 得 
一 (yRu) ,或 者 存在 zRu EB (eRe). 对 第 一 种 情况 , 据 (1.6), 有 

yRr = RAYERAT), —(yRu) > Ry) & Ru). 
所 以 RADAR Ca). ARO AOL, ET aE RC) AR, Cu). 
因此 C 满足 (1. 3) 的 前 件 , 据 归纳 原则 ,4 一 C. 这 就 证 明了 Ro 
是 单 射 . 显然 , 我 们 也 有 Ril) E Ry) > rRy, 所 以 rRy & 
R(x) E Ry). KE Ro:(Ran(R,), Ef Ran(R SÆLA, R). O 

1.2.10 例 So ere HORA. HE 1. 2.9 
OO, 和 下 列 句 子 的 模型 类 ，; 
0,.—(Yvt WA WelzEye V (一 we)]， 


8,=Vyldze(zEy) (Cv t «zl eye V (2==ue) ] }. 


证 明 :显然 ,和 :022 在 (HCx*),€) 中 成 立 ， 反之 ,如 果 
(5, 马 ) 是 诸 集 合 的 传递 模型 使 8; 和 成立, 则 据 OS 的 元 素 是 
3 的 子 集 且 这 些 元 素 的 顺 志 x, 因 此 S PURER ce 的 遗传 集 . 
施 归 纳 于 <x' , 据 1. 2.9 引 入 的 概念 和 集合 论 的 基本 事实 , 诸 集 
SHOES 的 所 有 子 集 ,; 故 S=U (HE): E<) =H). O 

1.2.11 例 Lat B.V Rl), ERKE T 
构 , 其 中 «= jal ,RCa) (参见 第 0 章 §$7 的 开头 ) 归 纳 定义 如 下 : 


了 


RED = YU PRE), 对 所 有 a> O. 


归纳 定义 6am TF: 

blr) =— (=r), 

Olr) = V VolyEr>O:(y) Ae 
R(&), Ba; 


显然 ， a ER 
S o FED FN ay lV z(cErezEyrr=y)h Va V Oela). 
易 见 = WEMod(e,) > USC, 对 某 个 CC.. 
因此 中 EMod (0) > |A| SIR |=., 
其 中 beth- 数 J.Cx) 归 纳 定义 如 下 :给 定 基数 x， 

JoCK) =x, 

424,00) = 2 


1x)=Y Tele), 车 4 是 极限 序数 . 

J, ERLO) KF o 及 其 模型 的 一 些 重要 性 质 , 请 见 1. 2. 17. 

1. 2.12 定义 PROMPT BRO 对 每 一 zE7,z 的 所 有 
一 -前 趋 的 集合 S.={yCT  y< zc) RB IF. 

工 的 任意 被 二 线 序 的 子 集 称 为 链 . 任何 极 大 链 称 为 树枝 

1.2.13 例 ES. AM Sot PARRA T. 

BLT 在 ou, RTE RT AREY. 只 贫 在 通常 关于 区 的 
偏 序 公理 上 增加 下 列 句 子 : 

5 一 VCVZ | DLA SD V Lm] 

对 所 有 树枝 都 有 和 之 所 x 且 每 一 元 都 有 所 < 个 直接 后 继 的 树 , 可 以 在 
红 srtsr+ 中 用 p 加 下 列 句子 的 合 取 来 刻 划 ， 

Yre OLAS rUe) AV2[S(x.z)> V (eu) J] s 


(Wo Pa EA {> lov); Egt EER) 
> V {= (vv) A (ope): Egat y]; 


-Re 


FP Sz Whey 是 工 的 所 -直接 后 继 ”) 是 下 列 公 式 : 
SCz 3 一 T<yA 一 3z(Cr<zA2z<y) 

注意 :关于 树枝 的 条 件 可 以 用 绎 .+ 的 一 个 公式 来 表达 . 

另 一 种 较 简 单 的 关于 树 的 例子 由 Lepez-Escobar 给 出 : 

12.148 在 2 中 刻画 所 有 树 的 类 . 

我 们 预期 的 模型 是 有 有 穷 长 树枝 和 只 有 一 个 树 根 的 树 ， 语言 ' 
L 有 一 个 个 体 常 元 符号 0( 指 称 树 根 ) 和 一 个 一 元 函数 符号 P( 指 
aH). AMY, 

(1) Velr=00P(xJ=x), (0 是 唯一 以 它 自身 为 前 趋 的 工 ); 
(2) Val V P OSP (Cr)], (每 一 元 素 有 有 穷 多 个 前 趋 ); 
(3) ATV Mao 人 AP (rp =P (a> OV nF] ; 
(4) Vel V Ya °° Tm LAP D= NV Tez]] » 

每 一 元 素 有 有 穷 多 个 后 继 ); 
其 中 Pit 1a MP) =P(P(2)). | 

x IN ZEAE RE (cofinality cf Ce) ERB HO RRP AR 8 使 得 存在 序 
BU %esE< PC fH e= U (7% F< f}. 

1.2.15 例 ( 奇 异 基 数 语 言 的 表达 力 ) $r BARBRA AX 
C, W Lal 2 在 下 列 意义 上 有 相同 的 表达 力 ， 

对 5 的 每 一 公式 9 ,存在 Sa 的 公式 BC8 包 含 与 9 相同 的 非 
逻辑 符号 ) 使 得 Fv(g) 二 Fv(g) 且 对 适当 的 语言 的 每 一 结构 半 和 每 
一 赋值 f:Fv(g) 一 和 4， 

UEP f/leateelf 0.7) 

证 明 : 令 6 一 cf(Ce) ,我 们 知道 每 一 宕 为 < 的 集合 可 以 分 解 为 4 
个 每 过 x 的 非 空 集 ,因此 施 归 纳 于 EREE pF: 

车 9 是 原子 公式 , 则 9 一 p， 

Ep Ep p =p, 

H p EIX, HP XSVar, |X|<A, Ml p =X ¢, 

BRAY RPV |<«e, A4IV lane ec aL 
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DEAR 的 诸 集合 的 一 个 分 解 ( 即 诸 到 .无需 不 相交 ), 则 
F Ag), @iVl=«; 
= cö pew, 


Ag EIFI. 
pee? 


我 们 把 上 述 等 价 关系 的 验证 作为 一 个 练习 留 给 读者 ， 

注意 :一 般 地 说 ,把 (1.7)? 概 插 到 + BOR REA. A, F 
ES et Mat o Ei SW PRA WS OM Smo) =Sm(O A 
` Mod(a) =Mod (6) CR 1.2.19). 为 了 方便 ,以 后 我 们 用 人 A PR 


RACA DAV EFIR. i 


% 3): 
1.2.16 考虑 句子 
IVa LDV yz bebo >Y rir Aa. (1. 8) 

其 中 yy 是 任意 只 有 一 个 自由 变 元 的 Sw AR a 是 描述 “< 是 线 
序 ” 的 句子 ， 证 明 (1. 8) 的 每 一 模型 对 所 有 ece 满足 1. 2. 4(4) 的 
《1.1) 中 的 句子 . 因此 (1.8) 的 每 一 医生 x 的 模型 是 良 序 的 (但 存在 
满足 (1. 8) 的 非 度 序 模型 ). 

[提示 :运用 归纳 法 和 引 理 1.2.7(1).] 

1.2.17 考虑 例 1. 2.11 HAF s 证明: 

(1) BE Modes), 对 Ba. 

(2) WE Mod(e,) > ASB 69 FX LG Gey 1. 3.2001), 
但 逆 不 成 立 ， 

(3) 对 所 有 BEON,B>0, 存 在 3。 使 得 它 的 每 一 个 体 域 为 一 
个 元 素 的 子 结构 是 o 的 模型 

《4) 出 。 的 每 一 外 延 县 传递 的 子 结构 是 os 的 模型 . 

[提示 :对 (2) 用 下 列 良 建 关系 的 归纳 原则 ;假设 尺 是 集合 S 
上 的 良 建 关系 ,9 是 公式 , 则 对 每 一 TES, 有 

[对 每 一 wES,uRz > Ma)] > 对 每 一 TES,9(x) 成 主 ， 
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对 (4), 若 归 SG@E 史 。 且 加 是 传递 的 , 则 希 一 久 门 4 其 中 六 的 定 
义 见 例 1.2.11，] 

1.2.18 O) 给 出 1.2.14 的 和 句子 (1) 一 (4) 的 模型 六 使 得 中 
有 长 度 为 的 树枝 ， 

(2) 证 明 在 1. 2. 14 的 句子 (1) 一 (3) 的 任何 模型 中 ， 所 有 树枝 
的 长 度 委 o- 

1.2.19 令 « 蚌 无 穷 基数 ,a 是 Yt+.+ 的 述说 * 答 好 存在 x 个 
元 素 ” 的 句子 使 得 Sm(o)== 作 7. 

WEAR Hee QO) PA FETE AIF 8 使 得 Mod(9) 一 Mod(o). 

[提示 ;参见 后 面 竟 1.3.10. ] 

1. 2. 20(Scott- 同 构 定 理 ) AA ti 则 存在 

Se 的 句子 使 得 对 绎 .的 所 有 可 数 结 
BES e ney 


$3 对 公式 、 HAN OBI HK 


本 节 我 们 对 多 se 的 公式 、 结 构 和 结构 间 的 映射 进行 初步 分 
类 ,并 且 证 明 与 之 相关 的 一 些 重要 性 质 和 基本 事实 . 这 些 重要 的 概 
念 和 结论 将 为 后 面 各 章节 所 必需 . 


一 公式 的 分 类 


在 下 面 的 某 些 定义 中 我 们 把 还 辑 常 元 A,V ,j,Y 看 作 是 初始 
符号 ,而 不 是 把 其 中 一 些 看 作 是 另 一 些 的 缩写 ， 
注意 :下 面 许多 由 语言 经 we 定义 的 概念 车 在 细节 上 做 必要 的 
修正 ,也 可 以 适用 于 语言 Zorms L oom. 
下 面 的 定义 是 对 TC 上 递归 定义 的 Subl9) 概 念 (参见 1. 1. 31 
前 面 ) 的 另 一 种 更 易 理 解 的 规定 : 
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1.31 EX (D 令 gE Fom am) JAAN Subi EW 
是 下 列 条 件 的 最 小 集合 SSForm(H mor) : 
@) gE ®, 
© 一 YE 和 之 jED, 
@ VXvES > YES, 
D IZED ~EO, 
® ArES®> TCD, 
© Vred > roð. 
(2) 4 OR SapMARB EM 
Sub(®) = U {Sub(y) -pE D). 
称 瑟 在 子 公式 下 封闭 © ES > Sub(M CH). 
说 明 : 满 足 (1) 的 任意 多 个 名 的 交 仍 满足 (1), 所 以 Sub(y) 是 
良 定义 的 . i 
下 列 引 理 的 (1 是 1. 1. 31 的 概括 . 
1.3.2 引 理 (1) pEForm(Ss2w) 的 任意 子 公式 有 < 个 自由 
变 元 。 因 此 经 ss 的 任何 句子 的 子 公 式 有 < 个 自由 变 元 . 
(2) 若 pE Form l£ am) KA A Fee) | 过 x, 则 对 任意 Pe 
Sub(¢), |Fv(¢) | <x. 
(3) 车 < 是 正则 无 穷 基 数 且 PE Form(L aa)» MY LFV Cp) | <x. 
证 明 :(1) 对 x 之 4, 令 @B 是 下 列 公 式 集 : 
ip: PEForm(S na) H. F(Q <A H GE Sub(g) => Fv(0)<A)}. 
因为 原子 公式 没有 真 (proper) 子 公式 ,所 以 它们 在 中 . Byes, 
则 一 上 JEW, RUM Y< FOS, | <e Heo=AVA<ATEE 
RTT. AH FYCAW=UlFv@).~EeV} BUA OR-EF 
公式 ET 有 < 二 4 个 自由 变 元 . 因为 8 的 每 一 不 同 于 9 的 子 公式 是 
基 个 YE 更 的 子 公 式 , 所 以 总 有 < 个 自由 变 元 ,因此 peo. Bia 
假设 ¢E@ H p=3X4. $ Fv <A, MAAFVHCKv~ UX, 
IFv(9) RIX <A, 且 1 是 无 穷 基 数 , 所 以 
[Fv SIFA UX|<{Fv(@ | +} X|<Ata=a. 
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因为 9 的 每 一 真子 公式 是 yj 的 子 公式 ,所 以 VE @. 
对 (2): 详 细 的 证 明 类 似 (1)， 在 验证 8g 二 3Xy 时 ,有 
IFPI <|Fv(@ UX! |FvG@ |+ |X] 
<in+A=max({x,aA}=«. 
对 (3): 只 须 验证 p= AFERE BAW. Me 
YEW, Subp 1 过 kx， 因为 «是 正则 的 ,所 以 |U (Subi gew} 


<x, FA, |Sub(g)|=1U {Sub ve vi Uigl<« O 

1.33 EN 令 久 ?8 是 到 we 的 公式 ,定义 和风 间 的 关系 天 
ME <p 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(1) p=, 

(2) p=VX¢ R p=3 Xp, 对 菜 个 XCVar. |X| <a, 

(3) PERC Lae BRE OH eo = ANOKE=VE 
且 对 某 个 4EB,y 是 6. 

1.3.45 S py E Z aA, 

(1) <E Fom an) EME BBE. 

(2) %E Sub(p) > 存在 有 穷 公式 序列 加,… dy WI h= ph 
=o, BWR 1,07 i+ nga 《因此 ,序列 (内) 由 
.yy 和 gg 唯一 确定 .) 

(3) jE Sub(9) => Sub(y)CSubC¢g). 

(4) 在 诸 公 式 上 的 二 元 关系 “%E Sub(P ”是 自 返 .反对 称 和 传 
递 的 ,所 以 据 (1) 和 (2), 这 个 二 元 关系 是 良 建 的 偏 序 关 系 . 

”证 明 :(1) 令 焉 是 允 wv 的 任意 非 空 公 式 集 ， 显 然 , 对 每 一 PE 
D, YEO p<P BRA. PU RMU DS A<-R st. 假设 更 没有 
<-i. URE PES ATE YES HE ge. 若是 原子 公 
式 , 则 不 存在 多 的 -前 趋 ， 所 以 少 不 是 原子 公式 ,因此 存在 Sc 
的 公式 8 使 得 9<yg. SPO MI GES PHRRAK<-WHR. 着 9E 
©, Wl SoH, BS AK AT PRB — A o EB o EO PRA X<- Bi 
BX —-WRY ORB <-R TF A- 


(2) 一 (3) 的 证 明 只 须 施 归纳 于 公式 的 复杂 度 . 清 读者 自 证 ， 

(4) 反对 称 可 以 从 (1) 提 到 ,传递 性 来 自 (3), 而 据 定义 1. 3.1 
(1), 自 返 性 显然 ， 细 节 留 给 读者 作为 练习 .总 

上 述 引 理 也 证 明了 一 个 公式 中 的 任 一 符号 只 出 现在 有 穷 多 个 
否定 符 一 的 辖 域 中 ，、 更 形式 地 我 们 定义 : 

1.3.5 定义 令 久 是 等 词 符号 或 是 Z HERRE IR 
号 , 令 CRS WARK. 称 Q@ 在 yw 中 有 一 个 正 ( 负 ) 出 现今 存在 有 
窃 的 公式 序列 (yg。，… :名 ?使 得 

(1) 如 二 9 ; J 是 信 在 其 中 出 现 的 原子 公式 ， 

(2) Xfire 对 每 一 1,0 一 1， 

(3) {inp =H) 有 偶 ( 奇 ) 数 个 元 素 . 

注意 :同一 个 符号 在 一 公式 中 既 可 以 有 正 出 现 , 又 可 以 有 抽出 
现 . Soli AX 8 是 正 公式 OS We E E 
在 ?中 都 不 负 出 现 . 

易 证 se 的 正 公式 集 是 具有 下 列 性 质 的 最 小 公式 集 ®, 

(1) Are WARFARE S P, 

(2) Brae, |r <e HAr, Vre®. 

(3) 若 gE @H XCVar, |X|<A, MVXe AXES, 

(4) 若 GED. BE Z aA F poe. Rl gee. 

说 明 : 若 多 满足 上 述 (2), 则 称 $ eS. HARRAH FH 
闭 , SORE) UO Hon BH FE. eine 则 
称 @ 在 逻辑 等 价 下 封闭 . 

1.3-6 EN Z amt FARIA (reduced formula) 集 是 L aoh 
最 小 公式 集 更 使 得 下 包含 绎 -的 所 有 源 子 公式 和 头子 公式 的 否 
定 ， pee ee 析 取 和 量化 下 封闭 . 

,3.7 引 理 Sap EAR p BRS Sal — 个 归 约 
pees Sm(g)=Sm(¢). L] 

1.3.8 定义 < 的 无 量词 公式 集 是 最 小 公式 集 巴 使 得 

包含 sr 的 所 有 原子 公式 有 旦 在 一 和 Oy Wa RR PRA 无 
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量词 公式 也 称 为 开 公 式 .Hu- 公 式 .zo- 公 式 、 原 子 公式 的 布尔 组 合 . 

1.3.9 定 义 笃 wv 的 存在 公式 集 ( 或 全 称 公 式 集 ) 是 最 小 公式 
集 更 使 得 外 包含 只 wn 的 所 有 原子 公式 和 原子 公式 的 否定 ,是 在 
won 的 合 取 、 析 取 和 各 存在 量化 (或 全 称 量化 ) 下 封闭 . 存在 公式 也 
RA 工 -公式 ,全 称 公 式 也 称 为 人 -公式 ， 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 
cu 的 存在 全 称 公式 集 ( 也 称 2,- 公 式 集 ) ,等 等 . 

我 们 知道 前 束 范式 定理 对 许多 无 穷 语言 是 不 成 立 的 .下面 我 
们 举 一 个 反例 来 说 明 ,为 此 需要 一 个 引 理 : 

1.3.103j 理 @Y=OH of Sal Af. o ARE 
SANA PARES AES A A PH. 

证 明 : 令 ?是 笃 we 的 任意 公式 ,4, 忆 是 集合 使 得 ACB AAI 
DAs FEA, WREE 

(AYE ASI BFA (1.9) 
显然 ,从 51.9? 可 以 推出 本 引 理 ,所 以 下 面 我 们 施 妇 纳 于 ?的 复杂 
度 来 证 明 (1. 9). 在 这 个 归纳 过 程 中 唯一 不 平凡 的 情况 是 pp 一 了 3X% 
的 情况 ,其 中 XCVary| 和 | <. 

“一 ”: 若 4 ADE GS] URES cE 4*,《 ADE GS gj], 据 
RIE. B ) 上 Fy[fx gj， A ACB. RB ) F gF] 

“e” RIE B) FASIL MWEE gE B ER BODE OLS * gj. 
RABI. CEG LF gil Ht C=AURan(g). HA g EÈ 
Z po JAK BRYA LFV CS) | <A, ut |Ran(g) U Ran NDA. AW 
|A| >A, BARE DA E DO Ran( f= OBID = lE] HP 
E=Ran(g)~—Ran(f). $ h SEM DA| E KS. A REL Ra 
方式 扩张 为 同 构 h* : 

l h'al Cee dc pnp, eer. Ác ACE Perms, ccEs 
因此 ( 4 )F gL f* (Ae g)]. BWA ZEA UC ADE DSO 

1. 3. 11 反例 SK ERRER LD RNG 

Lo HOEK wo 使 得 对 任意 neo. 不 等 价 诸 前 束 S&S. -公式 的 
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合 取 ,因此 o. 在 L PRANE R. 

证 明 : 令 是 任意 无 穷 基 数 ,构造 述说 “存在 之 个 AEH 

子 o 如下; 

ve (Gvt aL he — (vy=03;) A Yy V y=%]. 
《其 中 CN 是 所 有 基数 的 集合 . ) 显 而 易 见 ,Ge 是 Ss aK. BF 
(AAL AEC CN} | <a} KL E =H. RH Oa.) TI 
On 是 Leg. 注意 :特别 地 ,对 x==w, 我 们 有 述说 “存在 有 穷 多 个 
元 素 ” 的 Lo FI T 

Bit e ERRER, HIRT art ,o SFA Se 

公式 的 合 取 . BH PIEPERA AP 则 每 一 g 形 如 

(Qio A) od A Is 
其 中 内 是 无 量词 公式 ,mn<<w, 每 一 QCj 一 1,… EVRI HGE 
ESE AB KGS i nd <a ERR. 

Ap A =max{a ye A) MUA <<. I BE o 的 构造 ,ce( 从 而 
PERAI HRA AA g Lat MEF FLAG 1. 3. 10.2 
ERAS + 的 结构 中 或 立 , 显然 ,cs AS 的 模型 ,矛盾 ， 口 ] 

关于 其 它 反例 ,该 者 可 参见 M. A, Dickmann 的 [1975] 的 附录 
B， 由 于 这 些 反 例 ,我 们 在 下 面 引入 前 束 公式 将 是 方便 的 : 

1. 3. 12 定义 ” 纪 w 的 前 束 公式 集 是 最 小 公式 集 外 使 得 $@ 包 
E we 的 所 有 无 量词 公式 且 在 信 ww 的 量化 下 封闭 . 

说 明 ， 据 引 理 1. 3.4(1), 易 见 A ae RAR 

(QI KX) QX) e QXP, 
其 中 of Zot KBAR, Xo X GVar, A |X, |.) LX, | 
< 每 一 外 是 Y 或 了 3 且 QER GS lan; i=l en] 

1.3.13 定义 ”多 的 公式 8 的 量词 秩 ar (Oe RMP: 

(1) 若 8 原子 公式 , 则 grip = 

(2) 若 9 是 一 儿 , 则 ary) =ar(y), 
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(3) PEAY RVE, N ar(M=suptar(g) : gE), 

(4) 若 史 是 YXY MIAXY. W ar =aqr(G) +1. 

HAR: 0) 易 证 对 所 有 Aan BK oA e FE E WE RK, 
ar (gp) <r FF « Se By ER M arp) <u". . 

Cl) BRATE EA EH. an 

qr (AX Xp) =qr AX, UXD. 

但 在 fw 的 情况 下 ,我 们 可 以 在 上 述 定 义 的 (4) 中 要 求 |XX|= 二 1 来 
避免 此 困难 ， 

C) 前 束 公式 有 有 穷 量 词 秩 ; 反 之 不 然 ， 无 量词 公式 的 量词 
秩 为 0; 反 之 亦 然 ， 

由 于 在 许多 无 穷 语 言 中 缺乏 前 束 范式 定理 ,所 以 量词 秩 对 无 
穷 公式 提供 了 一 种 “测度 ”其 量词 分 布 的 方法 . 

1. 3. 14 定义 ”测度 从 原子 公式 构造 任意 PE Form (Z ye) AT 
需 步 又 的 数 日 s( 风 的 秩 函 数 < 递归 定义 如 下 ， 

D 若 2 是 原子 公式 , 则 el 二 0， 

(2) p Ep WM eM —e(P41, 

(DBpEAVRVY, I p= Ue +s 

(4) 若 ?是 YXW% 或 3Xy, 则 ECP) 二 eC) 十 1 

WAR. CL) 有 时 我 们 退 到 需要 运用 归纳 法 的 情况 ,但 直接 施 
归纳 于 公式 的 复杂 度 不 可 能 ,但 有 可 能 贯彻 超 穷 娄 纳 于 秩 函 数 e 
测度 的 序数 . C1) 易 证 每 一 5 的 公式 有 一 个 之 x 的 秩 . 


二 ,结构 的 分 类 


下 面 我 们 要 引入 一 些 基 本 定义 以 便 对 结构 进行 分 类 . 

记号 4-4 是 语言 Sune BABA SS aE eres IE 
们 用 PP Dare TERM PCH dere WE}. 

1.3.15 定义 9 A HB 如 ww 的 结构 类 ， 

(1) 称 OSE 涯 wm 的 初等 模型 类 (简称 EC- 类), 记 作 . E 
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ECL am), S 存在 Se 的 句子 5 使 得 = Mod (0). 

(2) 称 .MH 是 绢 wm 的 广 闵 初等 模型 类 (简称 EC。- 类 ), 记 作 
M EEC ML ign) s 所 E LS cam) FB S ER = Mod (5). 

(3) PA 是 A apc WLS OK Ci fe PC-E), EAE 
POUL am) S PTE Lat TIRE (Loree (Sym AF 0 BB 
得 

AM = Mode (of GP jad: 

(4) PA E L oS ARRE E (AE PCa- BR) IE 
A EPO Z am) S 存在 L aah T E E A (OL eaa FY CP) eag A] 
Fh = (ER 

一 Modtr CZ)b Lam 

说 明 : 在 不 致 混淆 之 处 ,我 们 用 EC ,PC,… 来 代替 ECC Harpe)» 
POH am) ,ee | 

1.3.16 5/32 (1) ECCEC,SPC,, ECOPCCPC, . 

(2)  SCSent(H ae) X= max{|F|*,«} AM =Med(S), 
则 A EEC(E yan). 换 句 话说 ,车 A EEC ML nm), 则 存在 KK 
使 得 .KEEC(SL im) BPC 置换 EC, 上述 命 题 仍 成 立 ， 

《这 说 明 我 们 可 以 用 较 大 语言 中 的 一 个 句子 的 模型 类 剂 画 较 
小 语言 中 一 个 铅 子 全 的 模型 类 , ) 

(3) 若 -4 是 Ge 的 结构 类 ,2 是 Ce OT KIS GB -A 
EPOCH a) WM A Y Lee EPCC a). 对 PCs 也 有 同样 的 命题 
成 立 . l 

(4) E A CEC(H am) UEC CZ am) W A EE a A- 

证 明 :(1) 据 定义 显然 . 

(2) PRR ANAE ESZ oT 

Mody, (£)=Mody,, (A 5). 
《3) 也 易 证 , 留 给 读者 作为 练 可 . 
(4) 假设 EECA Mae) SUE HASE. AACE 
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EC. CH cape) ;所 以 存在 红 we 的 句子 集 三 使 得 .到 一 Mod(E) .因为 
NE. PRUE DT HUH BW BVED MW Vem 癌 


三 .映射 的 分 类 


王 面 根据 映射 对 公式 的 保持 性 来 对 结构 间 的 映射 进行 分 类 . 
在 此 主要 研究 经 wm- 映射 各 A coe BE FBS 

1.317 定义 令 多 是 Yaw 的 公式 类 ( 古 其 至 可 以 是 真 类 )， 
A,B ww 的 结构 ,映射 f;A4 一 B 称 为 ORE S 对 每 一 gE 多 
和 每 一 gE€ Aro, 

A Fede > Beg fog). 

我 们 也 可 以 类 似 地 定义 部 分 映射 (partial map), 基 映射 地 的 
Dom OSA, ERPE T ER gE Dom Cf (关于 部 分 映射 
我 们 将 在 下 册 专 门 设 章节 讨论 ). 注意 :了 可 以 是 空 映 射 . 

从 1.3.17 AT FASS : 

1.3.18 3) (1) $44, A D-H > SÆ Pit. 

(2) & fF FE O-BRAT. H OS -BRIN Al OY -BRIYS} HSE D TRE <a 
Mia TRE ARV PRBS. Wl fe O*- BRA BY AH. 

(32) Hole=WEO,r7Axy Af OMT. Ml S BBR. 

O BSR U MBH ORD SARE THA. UH 
A pC PHA ee A™, 

| REdgieBedshegl. 
USA HB EM) (3) BR. Ua: SOAR. FE 
“e” RUE Ge) WUE pel AW ORG Ee FHA PLE 
1.3.17,85 so fee] MBE g)]. O 

1319 (SUBSE SHA AGBA id, y 

指称 从 4 到 B Py, i 
HOB © idy QU) RH, 
HOH QE SH a FE 1.3. 8 EIA AM. 括 上 述 引 理 (2), 我 
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们 可 以 用 绎 we 的 所 有 原子 公式 和 原子 公式 的 否定 的 类 置换 
QLCS oe) ,同样 的 证 明 适 用 于 下 一 个 定义 的 (1) 和 往 后 的 其 它 几 
Qh He Fy. . 

(2) & F=Sent(H cre) FF Were B HY FE B* 是- 映射. 

1.3.20 EX SUB BH rol FE QL er) 如 前 规定 ， 

C1) KU FB PH QF Ye KA CSD RA 
(fae BH. BF BRAD BB PHBA WRN SA < B; 
US BRR SERAS. 

- (2) RW 到 器 中 的 At ae) BRA RARE. FP AUS ae) 
是 Lam REFERS. 

(3) 车 存在 从 AAB bomowmHas. B RAA A HAA 
象 . AUB 上 的 单 射 称 为 同 构 . S ASB RR PEAY AH 
同 构 ， A=B 表示 存在 了 使 得 SASL. 

(4) Form (Z ripe) BRIT RA Sm 映射 

(5) # ACB H idy 93 OBR WRU E L 的 @- 子 结构 , 记 
HALIB. EADE, 4 SCPorm( LH 1A A<, BCR 
简 记 为 AKB) 4 D= Form (Lad BT iw A <8 aI 
A< amb HRA EBH So MEFA E EA 
E L rae DE SEB WAM La TRA BHA SBR 
(Miz A Lan DRIEN SA S am D KER. 

WHA. (1) 对 x 二 4=p 二 x 一 w, 我 们 得 到 A ARRA O 
等 子 结构 的 概念 ,所 以 也 可 以 把 ee BRAS BS L a WFR HT 
(参见 下 面 1. 3. 21)， 

(1) 注意 :我 们 有 

Als, Boe SA JKe 8B 


1. 3. 21 Tarski- 引 理 ” 任 给 Zahit AB 和 了 映射 SEB, 
` 则 下 列 等 价 : 
(1) FES vim RF. 
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(2) 对 每 一 gE Form( Hie) FIFE gE A”, 
AFAd] o Bed sfeg]. 

(3) f 是 单 射 且 对 每 一 gE Form S an) ,每 一 把 Fe Mat A A 
集合 X 和 XX; 的 划分 和 每 一 对 BiE4 g EB”, 

吕 上 gLCf-g)# g] > 存在 hEA*: 使 得 吕 上 [fo kh) 

证 明 ; 据 引 理 1. 3.18(4), 立 得 (1) & (2). 

证 (2) => (3): (RIX (2) RI, EE 1. 3. 18(3),f 是 单 射 . 假设 
(3) 的 前 提成 立 , 且 对 所 有 hE Aw ,B E gfe (g * A), UHRC2) ,对 
所 有 REA’ UE og, +A). A A E VXel es]. 再 据 (2)， 
B É VX.@ f° g], FREA B É Adeg) * gzl 

证 (3) > (2): Ri (3) mee. Ri FEER pE 
Form (L am) M -— g :Fv(9) 一 4A， l 

Eye @ Bk Og feg!. (1.10) 

施 归纳 于 g 的 复杂 上 度 . + ?是 原子 公式 . 因为 了 是 单 射 , 据 1. 
3. 20(1) 和 1. 3.17,(1. 10)? 的 “一 ”成 立 . 反之 ,车 对 所 有 gE AP, 
吕 }qigj, 则 六 上 一 gqLgj; 因 为 一 gp 是 无 量词 公式 ,所 以 据 f 的 单身 
性 质 , 路 上 一 gLf。gj, 所 以 路 上 gLf*gj, 因 此 (1.10) 的 “< 二” 也 成 
L p= A p= 信 殉 的 情况 显然 ， 令 p= 二 3Xy, 则 

A k Ag] S FE REAA p dle xh] 

S FIERCE A BE POLS Ce * hd] 
© PERECA BE GCS g) * CfA] 
S PE fehe BY, BEG (fog) x (feh) ] 
e BEAXY Fg] 
BEF qf gj; 
第 二 个 “ e “是 由 于 归纳 假设 ,第 三 个 “后 EAT PSE: 
fol(g*h)=(feg)* (Sek). L] 

1.3.22 推论 A< I S ACB Ax ZERBA AE 

意 把 Fvy(P) 分 成 两 个 集合 Xo’: 的 划分 和 喘 射 EA „JE B“ ， 
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BESA] > BR ECA URGE BE CS « gj O 
1. 3. 23 推论 ”对 所 有 的 <“,4 使 得 e A A BD Ee H 
是 La CK F C Porat F). C 
t 3.24 Hit CUVEE Latt PASH: 
C1) f:A4>B 是 Z cape PRA. 
(2) A raae Eg Bf a)) en: 
(3) 对 每 一 集合 了 和 每 一 g€ 4/， 
Ugo, Bf 8) er O 
ER 3 个 推论 的 证 明 如 同 所 .~- 模 型 论 中 相应 结果 的 证 明 . 
13.253 Cae AOR .所 容许 并 运算 O 
C1) 对 经 we 的 每 一 个 体 常 元 符号 c AMER UW BE, 
c* =, f 
(2) 对 Perec ft E OCELO TB RAS FER N, BE 
-友和 4 门 刀 中 每 一 长 度 为 上 的 序列 2 
F” (@)=F* (6), 
(3) HE El 使 得 Za E RRRS, BI a= 
aye are E UA TELE We. WBZEA Hp ee. 
说 明 ;(T) E Ae PR TK TCR BES Ape lt ER 
See eR pie BR. 
Ch) Bx A, VE AW, Fe CC 4 ERABE, N 
A 容许 并 运算 (简单 验证 如 下 :(1) 假设 存在 Aap PEE AH 
Sct Aa AHAAS REAUVCO Mx =EF IE, 
得 矛盾 (2) 也 可 以 类 似 证 明 。 因 为 RAI FS F = FA IC. 
(3) 显 然 成 立 , RSM EE A 被 三 线 序 , 则 -zt 容许 并 运算 . 
1. 3. 26 定义 ALOE A 容许 并 运算 , 则 A 的 并 结 
构 , 记 为 Uw aU ;是 Z cae AO FE MAPS S ， 
B= UA, | 
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f= US, 对 Zat pR BRAG S, 
Pr MERE NEM Fo Laat A c. 

1. 3. 27 EX SA CERTA. S I ER RA, c) 
是 6- 有 向 结构 (或 过 5 有 向 结构 ) 全 4 HEES A KTF 
集 在 APE- ERB ACA 县 14| 委 8( 或 <6) , 则 存在 YEA 
使 得 对 A, 中 每 一 元 素 Tay. 

注意 :( 1 ) 我 们 用 “有 向 结构 ”指称 <“- 有 向 结构 ”. 

Cl) 显然 ,对 所 有 6,“5- 有 问 结 构 ”" 蕴 涵 “6,- 有 向 结构 ”. 

令 ) 是 无 穷 基 数 , 瑟 是 包含 在 某 个 Form( 弘 am) 中 的 公式 类 ， 
我 们 用 的 量词 长 度 qi(@)? 来 指称 最 小 的 无 穿 基数 1 使 得 

PZ Form (L oim). 

1. 3. 28 Tarski- 并 定理 令 瑟 是 包含 在 基 个 Form (£ xio) F 
的 公式 类 使 得 

(DCMS 经 的 所 有 原子 公式 和 原子 公式 的 否定 ， 

(2) PED > py 的 某 个 归 约 公式 go EB( 参 见 1. 3.6)， 

(3) DEFER PH. 

令 A 是 如 的 结构 集 使 得 关系 <" 在 -上 是 <zql(B)- 有 向 的 ， 则 
Ha AE, A< Uw. 

证 明 : 施 归纳 于 公式 的 复杂 度 , 我们 要 证 对 每 一 pE 和 每 一 
FEAP? 

Wed sl => U-wk df. (1. 11) 

若 8 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 或 形 如 V 更 , AYGO. 
IDIJE GEE eh BARA pP AOPR GH ORF. Hr 
RILA KE p= seb HR. ) 

Ep EIX HH XCVar, |X| <qh®. SY=XUFv(y). 因 
ASEFER HARRY <D. SUE AS. MAE ce 
AX (879 UE olf gT BBE, UE OLS x ge] ,所 以 

Ut of}. 
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假设 ?是 YXY HUE OLS]. RAE EE gE UA, 
Ut olf gj， 对 每 一 yEY, 选 择 一 以 ,E .A 使 得 Cf * g)(y) 
EA. 因为 .zf 是 <ql($B)- 有 向 的 且 族 {时} U (A, ve Y WRK 
aP) (HAY |<q(OBqQOALFRK), MUAH BEL 
使 得 U<°V 日 对 所 有 yEY, A, < RB’. BR, Ran fx gICK A 
Ut Eyf gl maU we of). O 

1. 3. 29 推论 S .所 是 结构 类 使 得 关系 <wr 在 -A 上 是 过 
有 向 的 , 则 对 每 一 六 EH, Naml E. 

证 明 : 令 D= Form (Z am) AW OBE 1. 3. 28 HIRE, 
所 以 据 此 定理 , 易 得 本 椎 论 ， 口 

EM 21.3. 29 可 以 看 作 纪 -- 的 初等 链 并 定理 的 一 种 概括 - 

下 面 再 引入 两 个 公式 集 , 它 们 在 模型 论 中 起 特别 重要 的 作用 . 

1. 3. 30 定义 SUBS He, > L'U lace ANE 
LT Gs:a€ ADEE ab, W ab. HXCVar BOF: X-A, 
Ut EX MRR f(z)=f(z). 

(1) FS MRAM RRAS EAIN. MWA 的 图 象 (dia- 
gram ) , 记 作 PA), 人 2 的 所 有 形 如 Kaj ,6,) 的 集合 ,其 中 p 
E L HRFARRALARH BE, Fv] =a H 

WE glasra]. 

DA 的 Z o FR IE Pi (种 ) ,是 L aI A IE HO 
KK7) 的 句子 的 集合 ,其 中 vp 是 Hae BR SEA PHA F 风门， 

我 们 用 多“ 六 ) 表 示 G0). SABE 

| Di HA) =Thoml (HU,a)ea)- 
下 列 事实 显然 ,请 读者 自 证 . 
1.3.31 引 理 SA, B ESk a SEB EA, 
(cB f(a) daca) € Mod (BH)) 名 了 :名 二 处， 
B, F(a) sea) € Mod (Lig A) S fA SB. O 
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练 习 

13.32 Sent( rye) EZ BES ERRET? 

1.3.33 &« EMER. SCSent(Y a ERRAITERA 是 
结构 集 , 则 -@ =Mod( 3) e 

(1) A 在 子 结 构 下 封闭 , 且 . 

(QUEER A HARARE HH 
有 一 同 构 结构 , 则 We CA RL A. Tarski 的 [1958]). 

1.3.34 (D 语言 sr 的 结构 类 称 为 ECuz- 类 > 存在 用 集 
合 了 指标 的 ECs。- 类 的 聚合 {AKi:i€E7} 使 得 A= U4. 

证 明 每 一 EC as ( Z an) A FE ECC...) -#.- 

a= UA 其 中 每 一 A; 在 某 个 形 如 SWS I 
是 ECa- 类 ,证明 每 一 ECaz( 和 经 -类 仍 是 EC (H.-H. 

(2) 举例 说 明 : 存 在 .到 和 PC 但 HEPC. 

(3) 令 ,9 是 所 有 线 序 的 类 ,% 是 所 有 次 序 的 类 ,证 明 ， 

F —H EPC—EC,. 

1.3.35 ”假设 语言 Z 只 含有 穷 个 非 逻 辑 符号 且 不 含 国 数 符 
号 , 则 每 一 名 -前 束 公式 等 价 一 SAK. 

1.3.36 D 证 明 对 可 数 语言 SHB Ra LE 
Lo -存在 句 (HEI H—B,BVEcSACSB. 

(2) 令 A E L omt LERRA E UC L am) ) ,有 即 
存在 全 称 句 子 集 5 刁 Sent( 人 wow) 使 得 -KY 二 Mods, (2). 证 明 ; 

A 在 同 构 和 子 结 构 下 封闭 ， 

(3) BE PUCML ap) + Bl A 是 L aoe TH EK IE 

集 的 所 有 模型 的 类 , 则 .A A FANER: 
D 对 wm 的 每 一 结构 入,Si( 半 ) 导 -A >A, 其 中 
SC 串 ) 表 示 由 一 个 霖 < 的 集合 生成 的 野 的 所 有 子 结构 的 类 ， 
证 明 中 各 下列 名 等 价 : 
DDA RATERS A, 上 是 二 1- 有 向 的 , 则 


a A a 


U4 EA. 
C4) 上 述 (3) 的 诸 条 件 能 否 适 用 Z oet] (ERE Se RAB CH — 18 
型 类 是 全 称 模型 类 6 它 是 一 全 称 向 的 所 有 模型 的 类 )? 
(5) 找 一 个 笃 。. 的 全 称 句 o (EG o 在 由 导线 序 的 某 个 结构 族 
的 所 有 元 素 中 成 立 但 不 在 该 族 的 并 中 成 立 ， 
(6) 若 1 是 极限 基数 , 找 一 个 经 t+; 的 全 称 名 使 得 c 有 (5) 所 
述 的 相同 性 质 . 
若 4 是 奇异 基数 ,是 否 有 可 能 在 Su PUR I HE 个 句子 ? 
当 4 是 后 继 基 数 时 ,这 样 的 句子 存在 吗 ? 
1. 3.37 《1) ARMER ENERE E A <a É 上 
是 之 术 有 向 的 ”, 则 1.3.29( 从 而 1. 3. 28> RAR. 
2) SU) RFR SE 71) 是 公式 集 的 族 , (AWE) 
是 结构 的 族 ,6 是 无 穷 基 数 , 假 设 : 
OU OR <6 FH, 
a ER EHH, 
U D: Form (L oim) » 
D 对 所 有 EL 
EDERA 
D &— OD, 满足 定理 1.3.28 的 (1) 一 (3)， 
S) xt i<j, 
DEB, U<* 4H, 
证 明 对 所 有 FET, 
AIYA.. 
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第 2 章 证 明 论 


与 无 穷 逻 辑 的 模型 论 相 比 ,无 穷 逻 辑 的 证 明 论 相对 贫乏 ;因为 
它 的 许多 定理 只 是 有 穷 还 辑 相 应 定理 的 自然 概括 . 当然 ,在 几 个 方 
面 ,前 者 仍 有 独特 性 ， 一 个 是 语言 所 涉及 的 基数 的 规模 ,主要 是 对 
合 取 和 量词 所 运用 的 范围 的 基数 限制 . 例如 在 证 明 某 些 定理 时 ,有 
一 些 公式 就 不 能 通过 ,因此 就 不 得 不 在 前 提 中 增加 限制 条 件 , 另 一 
个 特点 是 一 次 可 处 理 无 穷 多 个 公式 . 例如 ,一 公式 可 以 从 无 穷 多 个 
公式 (作为 前 提 ) 推 出 从 而 使 其 证 明 的 长 度 无 穷 ， 对 一 公式 一 次 可 
以 代 换 无 穷 多 个 项 或 公式 ,等 等 . 第 三 个 特点 是 绝 大 多 数 演绎 系统 
为 了 保持 完全 性 不 得 不 引入 反映 集合 论 规 律 的 公理 或 推理 规则 ， 
而 这 对 有 穷 逻辑 是 不 必要 的 . 

AGS 1 引入 一 些 形式 化 演绎 系统 . 这 些 系统 (有 的 还 需 对 其 
基数 加 上 某 些 限制 ) 都 是 有 完全 性 定理 的 .当然 .还 有 一 些 具 有 完 
全 性 的 系统 没有 在 本 章 引 入 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参见 本 书后 列 的 
参考 文献 ， 本 章 % 2 主要 讨论 演绎 定理 以 及 由 此 得 到 的 一 些 系统 
内 的 形式 定理 . 


‘81 演绎 系统 


给 定语 言 名 wm ,我 们 称 :Yw 有 完全 可 公理 化 的 演绎 系统 全 
存在 用 区 we 描述 的 可 公理 化 的 演绎 系统 使 得 该 系统 确定 的 内 年 
理 集 (类 ) 恰 好 是 Ym 的 有 效 公式 集 ( 类 ), 否则 称 其 为 不 完全 系 
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统 ， 现 在 我 们 已 经 知道 ,并 不 是 任何 无 穷 语言 am 都 有 完全 可 公 
理化 的 演绎 系统 ， 关 于 这 一 点 ,我 们 在 下 一 章 还 要 详细 讨论 ， 


一 基本 演绎 系统 


为 了 方便 ， 我 们 先 引入 两 个 定义 . 

2.1.1 定义” 和 任 给 乡 wm 的 公式 9 ,递归 定义 公式 on 
(1) 若 p 是 原子 公式 , 则 ?一 一 一 p， . 

(2) #e= AS, il p= V (一 p: gE}, 

(3) Ho = VOM 9 一 一人 (一 : GEO}, 

(4) 若 g 二 3Xy, 则 p>=VX—7¢, 

(5) E p=VX¢. Nl p> =3X—y¥. 

2RL2ESM 给 定 公式 9 和 函数 (一 般 地 ,了 是 从 某 个 变 元 
集 到 项 集 的 函数 ,也 可 以 是 从 一 语言 的 公式 集 到 另 一 语言 的 公式 
Ki BR), 

(1) 用 Sj() 表 示 pF x € Dom( NWR — it 现 被 ee 

若 Dom( f) =X, WH SOR SIE) MIRA Sp- 
(2) FASE, (Om 9 中 EDom(f) 的 每 一 自由 出 现 被 f(z) 
RR. B 
”车 DomCf) =X, RA SFOR SF (pK HM SF p. 

(3) 用 SB/ 多 表示 oH rE Dom( 亡 的 每 一 约束 出 现 被 fr) 
代 换 . | 

# Dom(f) =X, WH SBF (AR SB (ORKER SBP- 

”为 了 与 传统 记号 一 致 ,在 后 面 不 致 混淆 之 处 ,我 们 有 时 也 把 
SF (gp) 写作 gp(《x/f(r): cE XRF PCzAFKz): rE X) FEB 
a/fCr)). | 

BR 2.1. 2 EA BE BAM (substitution) MAH — ARE. 
2.1.3 定 义 ”无穷 迎 辑 的 基本 注 绊 系统 Bo 定义 如 下 : FA 
表达 式 中 的 公式 和 公式 集 都 是 乡 wm 的 公式 各 公式 和 集 ,x,4,p,7 的 
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规定 如 第 1 章 $1( 即 x,i,p,T 部 是 基数 . CRAB LRRKAH0 
或 WLAS nrp 是 无 穷 正则 基数 ， 人 W p<<A 若 
A 是 正则 基数 , 则 p<). 

(1) 公理 (模式 ): 

公理 1 经 典 命题 馆 辑 的 重 言 式 及 其 Lom 代 换 特例 . 
( 即 车 9 是 (无 穷 ) 重 言 式 ,是 从 的 初始 命题 集 的 某 个 子 集 到 
Form (f am) 89 Hy HK, WY Sy(9) 是 公理 ). 

公理 2 (一 Pertg 一 )， (公理 2 的 作用 是 引入 缩写 符号 .) 

公理 3 Agere 对 0<6<<x A rcs. 
公理 3 又 称 合 取 公 理 , 它 的 另外 两 种 表述 是 : 

Agere: 若 pe igp: EI) CForm (f am) AT | <e; È 

AS—p， 若 PEBCForm( apm), |Ð] <x. 
当然 ,这 样 的 表述 一 个 比 一 个 概括 ,但 它们 本 质 上 是 相同 的 《对 下 
面 的 某 些 公理 和 推理 规则 ,也 可 以 类 似 看 待 》. 

公理 4 VXe-SR®, 
HP XCVar, |X|<A, f: X+Term(Sp.) A p PHA cE X H 
H BEREARI PRETEK Ei eee. 

公理 5 =t, HP tE Term ae). 

公理 6 人 (ee > [gos te: EXD OM ve/ts : €<0)], 
其 中 0<6<<k, (ue: ELDI EFV (p) EHE U (Fv) UF ver )) 中 的 变 
元 没有 一 个 在 8 中 约束 出 现 - 

公理 5 和 公理 6 合 称 为 等 词 公理 . 

(2) 推理 规则 ; 

规则 1( 分 离 规 则 》 pp ,9 一 多 7/ ¢. 

规则 2( 合 取 规 则 ) (go, 9EB}) /yAG. 

规则 3( 概 括 规则 ) gp / 办 ~YX9 ， 
其 中 XVar, 1X|<< 和 A 且 XX 中 没有 一 个 变 元 在 中 自由 出 现 . 


a 89> 


后 面 我 们 也 把 上 述 基 本 演绎 系统 简称 为 基本 系统 . 
二 .扩张 的 演绎 系统 Boml AN) 


”下 一 章 的 .Karp- 完 全 性 定理 和 其 它 结果 告诉 我 们 ,只 有 当 “一 

一 0 一 fr 一 同时 ,Bex 才 是 完全 可 公理 化 的 ， 为 了 使 其 它 一 些 无 
穷 语言 也 有 完全 可 公理 化 的 演绎 系统 ,还 必须 在 Bum 上 增加 表达 
其 它 集 合 论 规律 的 公理 集 4 和 推理 规则 集 A 以 构成 扩张 系统 
Boye ( 432). 之 所 以 要 这 样 做 ,是 因为 当 «,4 之 wm 时 要 确定 Lye ZB 
式 的 意义 须 预 设 基 本 系统 不 能 刻画 的 集合 论 事 实 , 只 有 增加 公理 
”和 推理 规则 才能 在 一 定 的 集合 论 背 景 下 谈论 完全 可 公理 化 问题 . 
-这 一 点 在 下 一 章 和 后 面 的 有 关 章 节 还 要 详细 讨论 ,在 此 我 们 只 表 
述 下 列 新 增 的 公理 和 推理 规则 . 为 此 我 们 需要 一 些 记 号 和 定义 . 

2.1.4 记 号 令 {Ae: <7) 是 集合 族 ,我 们 用 内 4: 表示 定义 
在 Y 上 的 所 有 函数 了 的 集合 使 得 对 每 一 &<7,f( 人 )€ Ae 

2.1.5 定 义 称 一 公式 集 瑟 是 矛盾 公式 集 会 CARRE 
HK PAE Ee. | 

RUTRA AS © BA E H be OCA XD) E 3I (array) 
(gps: a <7,B8<<7,) 的 选择 集 二 对 每 一 a <7, 下 恰好 包含 (9p: 
B< PAR. (选择 集 的 另 一 种 表述 是 ， 对 每 一 fETlA,= 
INg: B<7,}, (Py: a LY RLO RARES Ca): a <T). ) 

说 明 : 上 述 选择 集 类 似 ( 或 在 一 定 程度 上 刻画 了 ) 经 典 集合 论 © 
系统 的 选择 公理 ,因此 称 为 选择 集 . 

2.1.6 定义 (Chang- 分 配 律 ) 令 7Y<x 是 无 穷 基 数 , p: E< 
YB 经 we 的 公式 集 , 则 分 配 公理 模式 CD, 表示 下 列 公理 模式 : 

V (A gp), 


wy Per 


其 中 对 某 个 $<7, 上 述 每 一 ps 或 是 p RES p AA gE, 
MHD EXT RG « 二 7) 包 含 各 和 一 
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HER: (C1) 上 上述 模式 首先 由 C.C. Chang 在 其 [1957] 研 究 布 
尔 代数 的 表示 性 问题 时 考虑 的 ,所 以 称 为 “Chang- 分 配 律 ”. 它 不 
过 是 把 对 布尔 代数 的 a- 可 表示 性 转译 为 逻辑 公理 而 已 . 

(1) CD, 的 另 一 种 表述 是 : 

对 Le RL 的 公式 集 Do ELI YK, V, A D 是 分 配 公 
ERAS 对 所 有 LE Be ,选择 集 ( 了 (人 )， SIRF A th. 

例如 ， 

Po V g, Æ Chang- ee S p =p Agp =op, 

所 以 eV 一 9 是 CDi， 

CW) 对 每 -- 7 之 k,CD; 是 乡 y+w- 公 式 ,因此 对 每 -- x 宕 六 
CD, 也 是 Arie BK. 

为 了 加深 理解 ,我 们 再 举 CD; 的 一 个 特例 : 令 Y= 27, Rf a8 
之 7,9, 由 下 表 给 出 ,其 中 {g:: EY} = 二 7， 


E<Y 


Pyrs a Pirate Parea T Poseo 


a Pgs PANEER p, a,8<7) 的 第 a 个 模 排 的 序 
l- 上 例 说 明 , 对 前 面 的 ?个 横 排 ,选择 集 {gq ，。,: 4 一 7) 包 含 其 鲜 
pies Kis hatin 对 所 有 a <7 使 得 gela) = 2. 
1B, gato? < 好 也 包含 该 排 中 的 ,eco ,因此 每 个 这 样 的 选择 集 都 
包含 一 对 矛盾 公式 一 .zs, 和 dero 例如 , 令 上 例 ?9 一 1,7 一 2, 则 
N CA bea) = Poa A Pa) V Gro A dar) 
= (oo A goo) V Coo A oo)- 


显然 , 它 是 有 效 式 、 


.9ļ- 


2.1.7 定 义 (1) 令 7 是 无 穷 基数 使 得 (2’)* x, (ges E2) 
是 函数 集 ” 的 元 素 的 一 固定 序列 , {9,: BK} Z hA R 
集 , 则 分 配 公理 模式 D; 表示 下 列 公 理 模 式 ， 
AN eo> y CAP ,,). 


a 
eag cr Seel 


因为 2 一 1 六 1 ,所 以 上 述 曹 洱 式 可 以 表述 为 ; 
A ( MP oe V Ag 


ay Sha ,2 
《2) 令 Lad EEE ET « ERREK, (P F<} ZB 
Lig <n 的 公式 集 的 集合 使 得 17Y| <, En D 
表示 下 列 公 理 模式 ， 
A V@—> V {AF : FE Ie). 
WEAR: C1) D 也 表达 了 一 种 广义 分 配 律 ,可 以 把 它 看 作 是 
de Morgan- 律 的 一 种 概括 . 
CE) D 的 另 一 种 表述 是 : 对 每 一 无 穷 基数 y 使 得 (2 Ke, 
DENSE Z sre FEY 的 公式 集 , 则 
A V d V (Af (6): FE Jda. 
CO B02) Ke > Fe, A Dy 是 Lam AR. 
| (N) D 的 一 概括 形式 是 : 
l AN POZN A Erw: JE7 )， 
此 形式 更 接近 布尔 代数 的 Chang- 分 配 律 . 对 D? 也 有 上 述说 明 ， 
2. 1.8 定 义 (D Y< ERSEK, EEO 
SF ig A FE 的 公式 集 , 则 分 配 律 规则 DR 是 下 列 推理 规则 : 
(gos AIO: 对 所 有 FE NG} / gos AV Pe. 
(2) 令 7<x 是 无 穷 基数 ,< 一 Ue, BME nw e E 
(Di: ECV) ER Z RESET n 的 公式 集 构 成 的 集合 使 得 >< 
x, Ml) -分 配 律 规则 x,-DR, 是 下 列 推理 规则 ， 
(g>— ASO. 对 所 有 SE lo} / go NV Ge. 
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2.1.9 定义 ” 邻 7Y<x 是 无 穷 基 数 , 析 取 概括 规则 IC, 是 下 列 
推理 规则 ， 
”Vp / PONNI Per 

EPI ECY, pop, E Lal AR XE Var, XA H: 

(1) XNXX, WELK E EAL, 

(2) XM U{Fvig): [<7 pA = H EY, 

(3) 每 一 zE UX TE g HH HM. 

2. 1. 10 定义 O) 令 7Y<x 是 无 穷 基 数 , 析 取 概括 规则 DC, 
是 焉 列 推理 规则 

o> Ve / $VX@V Ave XeR 
”其 中 对 每 一 ECY, pA FE Hai AR Xe YE Var, | Xe, A <À 
且 下 列 条 件 满足 ， | 

OXONX=O,. 对 所 有 ey 使 得 ONE <7, EE, 

DYNX=D, 对 所 有 上 使 得 ISET, 

© XN UF =D, 对 所 有 上 使 得 1Se<y， 

@ Fv(q)UUXJCYe， 对 所 有 使 得 1<6<7， 

© 每 一 rEXoU U XTE g PE AHR. 

HBA: C1) 推理 规则 ICy 也 称 为 Y- 独 立 选 择 规 则 ,DC, 也 称 . 
为 Y- 非 独立 选择 规则 . 

CL) 为 了 使 上 述 推理 规则 葛 直 观 ,我 们 可 以 把 它们 写作 公理 
模式 ， 对 应 IC, 的 -独立 选择 公理 BH, 规定 如 下 : 

A 人 3Xe% 一 3 Xe J A Fe» 

其 中 对 Egar 使 得 eet, XN X= ere 6<6, 每 一 cE XX 不 在 
g 中 自由 出 现 ， 例 如 ,车 对 每 一 <7Y,Xe 一 Fv(9); 则 . 

BH, AH HU 中 成 立 S 赋值 函数 的 察 合 { 纺 ;<7} 有 一 选 
HARK, EP EEA WE GLI FO. 
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对 点 DC> 的 Y- 非 独立 选择 公理 DBH, 规定 如 下 : 
3Xop A AN UXA UXA p 
其 中 对 和 < 使 得 SAGX X= OAM E, fj rE X, HE 
¢ Hg hH- 

(E ) 仅 当 7Y< 之 cf(2) 时 ， BH, g DBH, 才 是 SYam 的 公式 ,而 对 
任何 语言 Zan APY ERA RA 444i). IC, A DC, 都 是 有 意 
es ,所 以 ICy 和 DCy 比 BH, 和 DBH, 更 一 般 . 

， 若 4 是 <ewe 的 公式 集 或 是 D+ R BH, 或 DBHy 或 包含 后 两 
者 使 得 ><<ena, 且 口 是 任 意 析 取 概 括 规则 或 分 配 律 规则 , 则 
Brin (A; DFE Boy AP RBS. BRAM OW WB. 

若 把 上 述 各 系统 中 关于 量词 和 等 词 的 公理 和 规则 消去 且 令 这 
些 系 统 的 公式 都 是 Z. 的 公式 , 则 我 们 就 得 到 相应 的 无 穷 命题 逻 
辑 的 演绎 系统 B.(A;0). 

我 们 称 在 BatA;0) 中 8 有 一 从 公式 集 矿 出 发 的 形式 证 明 后 
存在 公式 序列 (J; <3) 使 得 对 每 一 ES0, 央 是 Bo 的 公理 或 属 
PY AUT, 或 者 从 更 前 面 的 公式 uost ,oo E Baw 或 中 椎 
理 规 则 得 到 的 ,县 二 pp， 这 时 称 是 Ban A DM AEE, ite 

‘Boa (4;2);0 + 2 ”或 “在 Be (A; QE, bp”. 

在 不 致 混淆 之 处 , 记 为 THp. BAO MAE Bae (As Fy 或 

ps HPR OTE BlA;0) 中 有 一 个 形式 证 明 ， 注意 : 当 =o, 时 ， 
上 述 公 式 序列 的 长 度 至 多 是 可 数 的 ,否则 该 长 度 小 于 2>“= 
U COT ,但 这 样 的 公式 序列 的 长 度 未 必 和 <<*, 这 是 因为 据 分 配 律 规 


则 ，- 个 结论 可 以 从 小 于 2>" 个 前 提 得 到 的 . 类 似 地 ,对 语言 红 之 
4 ,我 们 可以 定义 Bae AORN SE 

下 面 我 们 表述 Bam C4;02) 的 几 个 特例 ,它们 分 别 对 应 语言 
sfwm 中 几 种 特别 重要 的 类 型 ,我 们 这 样 做 一 方面 是 想 要 读者 加 深 
对 各 种 特殊 的 演绎 系统 的 了 解 , 另 一 方面 也 因为 它们 都 是 完全 可 
公理 化 的 .关于 这 一 点 我 们 将 在 下 面 两 章 证 明 . 


站 4 = 


三 . 几 种 特殊 的 演绎 系统 


2.1.11 定义 B。. 的 公理 和 规则 定义 如 下 ; Re peo. 
HALL. .的 可 数 公式 集 ,r,yE Var BS. 
公理 1 经 典 命题 逻辑 的 重 言 式 及 其 RR. 
公理 2 (~p) (p->). 
公理 3 Að>ọy, x eee. 
公理 4 Vrp—SF O, 其 中 z 存 YLx) 中 对 zz 自由 - 
据 通常 的 记 法 ,SF7( 风 可 写作 2/1) A Ge). 
公理 5 r=r. ` 
公理 6 (1) rx 二 yy 二 Xz 
《2) r=tN Yr) 一 SF*C9) ,其 中 i 的 规定 如 公理 4 
RM pipe lp 
规则 2 (yp: pEb) / p> Nd. 
规则 3 Y 一 rz) / gaga) HP 2 RE p P É hB- 
说 明 : C1) Bo s= Bap N Form (A a) | 
C1) 也 .的 cut-free- 规 则 系 系统 请 见 Barwise 的 11969b ]， 
2.1.12 EX By. :的 公理 和 规则 守 义 如 下 : 
公理 1 一 公理 6 形 如 2.1.11 的 公理 1 一 公理 6, 但 所 涉及 的 公 
式 是 人 2 的 公式 ,公式 集 是 A <a 的 公式 集 ,项 是 ST, 
推理 规则 分 情况 规定 如 下 : 
(1) Æ «c=, BLY ER IU RE Bu .的 规则 |- 
(2) 若 co, 是 无 穷 正则 基数 ， 
规则 1 piggy / p 
DW 2M DR, FOE. YOO SN ES 
«的 公式 集 , 则 
(go VA MHA LE LNG) / 0 
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规则 3C 析 取 概 括 规则 1C,) 对 无 穷 基数 7<w， 
pr VR / pN Nae 
REE ECT pp 是 SAMAK, HITE ELY, rE Var 不 
Ey PA St GAE c RE gp, H É e hR. 
(3) #e>w 目 cf(e 一 wo， 
规则 1 和 规则 3 如 同 (2)， 
规则 2Cx,- 分 配 律 规则 DR) 令 «= Ure 且 对 每 一 n< 
C2 Ky Ke 使 得 对 所 有 EY De ESI wy , 则 | 
人 一。 A FE): 对 所 有 fe Ie.) {gma NN De 
说 明 ; (I 5 B. .的 概括 规则 现成 为 析 取 概括 规则 的 一 个 特 
HB. .的 合 取 规 则 现成 为 分 配 律 规则 的 一 个 特例 ,请 读者 自 证 ， 
C1) BARY Gentzen- 型 的 系统 见 了 Malitz 的 [1966 },p. 39. 
还 有 一 些 完全 可 公理 化 的 系统 将 在 下 一 章 引 入 ， 现在 我 们 来 
研究 在 KPU 的 扩张 系统 中 如 何 表述 演绎 系统 及 其 相应 的 概念 . 


KPU 的 扩张 系统 中 的 演绎 系统 


如 第 0 一 1 章 所 述 ,在 KPU 十 无 穷 公理 的 背景 下 , SHER 
的 聚合 不 再 是 一 个 集合 ， 但 为 了 获得 良好 的 性 质 ,取得 预期 的 结 
果 , 我 们 仍 需要 研究 公式 集 , 所 以 我 们 要 引入 Zo tH ROS. 
ATH RHR RNAV RSET SHEER. 

本 小 节 我 们 在 KPU 十 无 穷 公理 中 工作 . 

2.1.13 定义 经 .的 片段 (fragment) 是 由 Saas 
元 组 成 的 集合 Lu 使 得 

(1) 经 -的 每 一 有 穷 公式 在 Lu 中 ， 

(2) 若 YE My. M Pn 的 每 一 子 公 式 和 9 的 每 一 变 元 在 Lu 中 ， 

(3) 若 Yu)E Se 且 上 是 多 的 项 使 得 上 中 所 有 变 元 在 My 
中 , 则 SFE Lyt, 
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(4) 若 9 ,sv 在 5 中, 则 一 89 ,9 一 ,3v9 Yop eV p pAg 
在 Lu P. 

WEA: CE) 在 此 下 标 MM 只 作为 一 指标 ,以 后 (例如 M 是 可 容 
集中 ) 它 才 起 更 重要 的 作用 . 

(4) 上述 的 8g 一 在 KPU 十 无 穷 公 理 中 有 一 >- 显 定义 ,但 没 
有 三 递归 定义 ,因为 在 定义 2.1.1 中 的 一 不 出 现在 该 定义 右边 的 
公式 的 子 公式 的 右边 . 

(1) 若 一 片段 的 基数 是 可 数 的 , 则 称 其 为 可 数 片段 ,否则 , 称 
其 为 不 可 数 片段 ， 后 面 章 节 的 一 些 例 子 和 定理 将 说 明 区 别 这 两 种 
片段 相当 重要 . 

不 可 数 片 段 与 可 数 片 段 相 比 其 性 质 更 接近 二 阶 人 逻辑 . 

CN) A M=-My 一 HFx RF OF $7) MM AnS AM 
是 可 容 集 和 且 MCHC=H(w,), Wl Se 是 给 ,的 片段 &M= 
Hie )( 当 站 是 正则 基数 时 ,HGC) 是 可 容 集 ), 则 SoH Hote. 

令 Lulo RR. RSF oO RAR, WAF & 
RA SAU Fo. RE UE RA REE He (TAB aE HE LE 

Fo © JPP 是 o 的 一 个 证 明 ). 
来 证 明 乡 ,- 完 全 性 定理 的 一 种 概括 ， 为 得 此 结果 ,我 们 需要 某 种 
“证 明 ” 的 概 食 , 需 要 它 有 某 种 “能 行 (effective)” 的 东西 ,而 朋 应 该 
在 Lu 和 vw- 句 子 的 证 明 的 “规模 (size)” 之 间 存 在 一 种 关系 . 

2.1.14 定义 令 Lu ELH Su HERR SHA 
Su 的 有 效 性 质 (validity property) @ 更 包含 下 列 公 理 1 一 6 AE 
规则 1~-3 下 封闭 ,而 且 对 任意 PE oy ,下 不 包含 pA 一 9 : 假设 以 
下 的 项 ,公式 和 公式 集 都 属于 Su 

公理 1 经 典 命题 逻辑 的 重 言 式 及 其 红 。- 代 换 特例 . 

公理 2 (~e lp). 

公理 3 Ad-p, lf pE.. 

公理 4 Vup—-SFi(g), Hee fe pw) PX o HW. 

公理 $ v=. - 


«G7 。 


公理 6 1) v= up up Ht 
(2) v=tAgv)—>SFi(p), 其 中 上 的 规定 如 公理 4. 
规则 1 若 mp, 一 VE55, 则 gee. 
规则 2 HAVES, ANB pE F, ppe OS, Ny 
| o> AVES. | 
规则 3 Be-gPHOCP HARES PA HHR, 
popl) ED. 

说 明 ; C1) 显然 :所 有 的 有 效 性 质 的 交 就 是 基本 系统 Ba K 
= co 时 的 集合 论 表 述 . (I) A. A. Adamson 在 其 [1980j 表 述 了 . 
人 Yow 的 cut-free- 系 统 ,在 那里 他 是 用 一 种 seqauent- 演 算 形式 表述 
的 ,可 以 证 明 这 样 表述 的 系统 对 可 数 可 容 片 段 是 完全 的 . 

，2. 1.15 定义 D Zu 的 句子 KA Sy 的 内 定理 , 记 为 

Luha, S oE Ly 的 每 一 有 效 性 质 中 . 

(2) oa 是 根据 公式 集 劝 的 内 定理 , 记 为 Luidhe 车 go 在 
Sy 的 每 一 包含 多 的 有 效 性 质 中 . 

量 见 ,谓词 “a 是 Lu HR "FE KPU 中 是 世 - 谓 词 ,但 不 必然 
是 Ai- 谓 词 ( 一 般 也 不 是 ) ;所 以 我 们 不 能 在 KPU 中 断定 存在 Ly 
的 所 有 内 定理 的 集合 . 为 了 在 后 面 章节 证 明 关 于 Sn 的 完全 性 定 
理 和 紧 致 性 定理 ,我 们 首先 要 找 一 个 与 Lu 的 内 定理 概念 相 适 应 
的 Lu 的 证 明 概念 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 首先 想到 的 证 明 概 念 是 
通常 的 证 明 概念 一 5w- 证 明 是 一 良 序 序列 8，… ,9 EIR a< 
B, 每 一 9 或 是 Sy 的 上 述 公 理 之 一 或 是 据 So. 的 上 述 规 则 之 一 
从 该 序列 更 前 面 的 公式 得 到 .当然 ,我 们 可 以 (在 给 定 的 更 强 的 元 
理论 中 ) 证 明 ， 

PR Lu 的 定理 O 和 有 在 这 样 一 个 序列 使 得 一 
但 这 个 证 明 概 念 太 受 限制 ,也 没有 我 们 需要 的 、 可 用 于 别 的 目的 的 

良好 性 质 . 因此 下 面 我 们 引入 与 之 不 同 的 证 明 概 念 ,以 后 我 们 可 以 
看 到 它 有 我 们 需要 的 性 质 , 而 且 定 义 它 元 需 选 择 公理 . 
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2.1.16 定义 OD 称 序 对 P 是 Sw- 证 明 = 下列 之 一 成 立 : 
D P= rn,9),; 其 中 1x 所 6, 且 据 2.1.14,8 是 公理 x. 
P= p, Et f £RR.Dom(f)= (0,1), fC 
L u- HEY P 使 得 2@ CP.) Cop Pu 的 第 二 个 座 标 ) 形 如 (gp 一 9) ,了 (1) 
是 sw- 证 明 P, 使 得 2x(P) 形 如 p. 
—OP=(f. Gr A®)) BH Sf ERM, Dom (f= oh (HBX 
每 一 pC, S OER 化 w- 证 明 的 非 空 集 , 且 对 每 一 Py,E fC), 
2” (PIG Ul gg. 
@ P= (Py. (p ~Vuw(v.))), 其 中 Po 是 经 w- 证 明 司 得 
2 (PIE iM (pod), H ws 不 在 9 中 自由 出 现 . 
(2) 称 已 是 2 的 证 明 O PB, -iEM A yp =2"(P). 
T EERE KPU 中 在 TCC(P) 上 递归 定义 , 据 0. 4.5， 
它 给 出 KPU 中 的 A- 谓 户 , 因 此 
JPP 是 ot Ly iR) 
Æ pi -A 
现在 我 们 离开 上 述 较 弱 的 元 理论 ,进而 考虑 由 集合 4 构造 的 
最 大 论 域 Va( 第 0 章 $7), 当 然 ,Vi 也 是 KPU 的 “模型 ” 令 M= 
My, 是 可 容 集 旦 包含 第 1 章 $1 的 二 提 到 的 常 元 A,V ,一 ;3 ,Y， 
反 和 谓词 以 及 范 数 CV,#) 使 得 它们 满足 那里 引入 的 语法 公理 . 现 
存 我 们 能 在 Dla 或 Vs 中 解释 第 1 章 $1 的 二 和 2.1.16 的 结果 . 
只 要 我 们 研究 的 是 Ai- 概念, 就 能 据 第 0 BE g 6 引入 的 绝对 性 概 
念 ,知道 上 述 结果 在 Ma 和 V4 中 是 相同 的 ， 例 如 ,对 —EM,, 
“GR Low A" FE My PH S CEV PH. 
BARA VE Mt. Wy 
“SE "EDs PH = pt Y PH. 
# PE May, MY 
“P 是 9 的 Ln REM PR S EEV PH. 
2. 4.17 定义 O) FMAM = (UM. €E, RRR 
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L RBA ZEM EE A.M 
Ln = ‘gE. 有 是 L os AA) 
={pEM, M F “pR Zor AA”) 
称 为 SAH Ot 给 定 的 可 容 片段 . 
(2) PEM BP Sy-iE AW PRH SEA. 
易 证 可 容 片 段 So 就 是 定义 2.1.13 意义 上 的 片段. 
有 时 我 们 也 把 可 容 片 段 Mn 称 为 可 客 ( 无 穷 ) 逻 辑 , 因 为 它 有 
许多 良好 的 性 质 ,这 些 性 质 类 似 有 穷 还 辑 的 性 质 , 长 期 以 来 被 逻辑 
.学 家 认为 对 一 个 逻辑 是 基本 的 . 


练 习 

2.1.18 证 明 下 列 Karp- 系 统 (C. Karp,[1964]) 与 本 节 开头 
表述 的 系统 等 价 : 

(1) Karp- 基 本 系统 : 其 公理 1 一 公理 6, 规 则 1 与 定义 2.1.3 
的 公理 1 一 公理 6, 规 则 1 相同 ,此 外 还 有 

公理 7 A p> (p> Ades 对 0<7<x. 

公理 8 VX(g>W-W@->VX~Y), X XEVar, | 号 |< 
其 中 XX 中 没有 一 个 变 元 在 ”中 自由 出 现 ， 

规则 2 fg E<) / Noe 对 0<7Y<x. 

规则 3 o/VXG, XR XCVar,|X|<a. 

(2) Karp- 扩 张 系统 : 其 CD., D, BH, 和 DBH, 与 定义 2. 1. 
6--2, 1.7 UR 2.1.10 后 面 的 说 明 { I > 的 CD,,D,,BH, 和 DBH; 
相同 ,此 外 还 有 下 列 两 个 规则 : 


REZ / MY Xe ACy) 
其 中 限制 条 件 如 2.1.9 的 ICy; 除 了 删 去 约束 条 件 (3). 
Ve /VxopV VY AY Xe 《DCr) 


其 中 限制 条 件 如 2.1.10 的 DC, BRT MEA RAC). 
2.1.19 令 了 一 BoA 是 任 一 扩张 的 演绎 系统 ,下 是 
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L sm Ee 的 公式 集 ,2 是 Suet OK. 我 们 称 多 相对 B 是 ( 语 
法 ) 一 致 的 全 BESAD 我 们 称 2 相 对 B 是 (语法 ) 一 致 的 全 
(oh it BN. YEH: 

C1) 六 更 相对 卫 一 致 © 对 所 有 gE BB,p 相 对 B 一 致 . 

(2) Vb sat B 一 致 会 对 某 个 ge So FIX B 一 致 . 

(3) YX9 相 对 B 一 致命 对 所 有 SFP) ,SFy(8) 相 对 B 一 致 ， 
其 中 SFjy( 罗 的 规定 如 公理 4 的 规定 . 

(4) 3Xg 相 对 B — > 对 某 个 SFj(D) ,SFy(y) 相 对 了 一 致 ， 
”其 中 SFy(9) 的 规定 如 公理 4 的 规定 ， 

2.1.20 证 明 Bw 是 Bs 的 特例 . 

2.1.21 在 KPU 十 无 穷 公理 中 证 明 :, See SW WORE 
得 Sub(9) 可 数 , 则 存在 经 .的 可 数 片 段 Sm 使 得 YE Se. 

2.1.22 DEUS HEN. Sy 是 L oh] BE, Da = 
(KO) EC Hy: AFP) 证 明 Bx 是 有 效 性 质 . 

(2) 令 4 是 诸 有 效 性 质 的 集合 ,证 明 门 多 = 门 {8$: SE 
RB) SEA AHEM. l 

2.1.23 证 明 CD, 是 Bux (DR) HAZE. 


$2 演绎 定理 


一 、 命 题 远 辑 中 的 演绎 定理 


oF i BE RHA Z. 由 初始 命题 符号 集 {ps: Ee} 
(pe: wp8<e)} 和 命题 联结 词 以 及 各 种 括号 组 成 ,其 中 * 是 无 穷 正 
则 基数 ( 据 1. 2.15, 夺 异 基 数 的 情况 无 需 专 门 考虑 ). A, HARR 
Form (经 .) 是 包含 上 述 初始 命题 符号 且 在 一 和 人 A(A 作用 于 客 <<< 
的 公式 集 ) 下 封闭 的 最 小 公式 集 ( 类 ). 无穷 命题 远 辑 的 演绎 系统 
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- 旦 -由 定义 2.1.3 的 公理 1] 一 公理 3, 规 则 1 和 规则 2 梅 成 ， 无 穷 命 
‘De MHS RRR BAMM ,其 中 A 是 新 增 公理 集 ,Q 是 
IENE. B, 的 极限 系统 B..= {B.: ECN). 
2. 2.1 引 理 (导出 的 合 取 规则 ) TE Ban (As, 有 下 列 导 出 
规则 : 对 0<Y<x; 
igi F<} / A® 


证 明 : 
COEN TO IRA EY, ”假设 . 
(2) YY 一 p>q， HERESY, ODATA 
(3) OV ri A Pye 7 二 i (2) ,规则 2. 
(4) Ag - (3), 228 2, 2A 1. ， 
Le 


g 
从 上 述 导出 的 合 取 规 则 易 得 2. 1, 3 的 规则 2, 所 以 在 实际 使 

用 中 ,它们 可 互 换 ， 类似 地 ,我 们 在 Baye (AsO) PLA A E 
各 种 导出 规则 的 概括 形式 ,特别 是 等 值 置换 的 概括 形式 . 

FRAO PDA ES. 的 公式 集 ,g , 少 ,9,… 是 
Z. HAR. 

2.2.23 SY, BEELD GREE. Lon EEREN 
ERB (ADR Bi A DIER SA Lo REY MDE 
辑 和 谓词 逻辑 的 演绎 系统 , 则 

BAM HP > Bow AD EF SG, + 

其 中 了 是 从 9 的 初始 命题 符号 集 的 一 子 集 到 PRA 
的 任意 函数 ， 

WEA: 显然 ,Sr (9) 是 5 的 公式 . py e<y) fh B,(4;£2) 
中 Y 的 长 度 为 了 的 形式 证 明 , 令 X 是 在 这 个 证 明 中 出 现 的 所 有 初 
始 命题 符号 的 集合 .我 们 令 f=fUg EPEK g: (KX) 
Form ( wm)， 施 归纳 于 上 述 形式 证 明 的 长 度 ,下 证 : 
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(SHG): ENE BAAD P SMe HAM, 
其 中 SP py) 二 ST (9). 
对 每 -一 7, 若 yt 是 BCA4;00) 的 公理 或 属于 人 4, 则 Sp Chek Ye 在 
L we 中 的 代 换 特例 ， 若 如 从 更 前 面 的 公式 Pecos ot bee ot ED 
离 规 则 或 合 取 规则 或 分 配 律 规则 得 到 . 则 Sh EA CE Ai o 
应 的 公式 SE roa) or» SE (geco)，*… 据 同一 个 规则 得 到 的 . 因为 
Sh by =S A ,WM Baw As) + ST CP. O 
2.2.3 定义 EBSD, 
Ot pe Drp p: 之 7} 忆 ,0 之 7Y<w, 使 得 
®t Ase- 
2.2.4 定理 £B,(A;) $,0<7/<k, 
(1) EDT eH St omg MET Hg. 
(2) 车 对 所 有 ECY A DT Hyp Dr Hy Ng. 
(3) 令 DRED, MR EY, WEES. EARR H 
是 强 极限 基数 , 若 
对 所 有 SE Dret $; rh goa ASO, 
则 ;TF A V We. 
(4) 4 -DRE Ne= Ux. 使 得 对 每 一 "<oyw.<x, 且 对 每 
— ECI, Y 是 L, ESET x 的 公式 集 , 若 
对 所 有 FEY A OT Eg ASEH, 
则 Ot gro A V Fe 
TEA: 不 妨 假设 < 是 正则 基数 .首先 我 们 注意 到 E r=, 
MOOREA. 若 了 关 僻 且 对 任意 多 有 更 ;PHFy 则 据 
2. 2. 3, 存 在 Qo ET EB EY 0<1< ae, EH OE Aggy. 
AAS Ot Ye RRR Y=) 和 任意 pEr ME oem DAD 
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离 规则 ,我 们 有 Pt ey BOE Apg. 
(1) HETAS. #8: teH DT Hpg, MEER, 
FET HR< 的 子 集 T, 和 r, 使 得 | 
®t Amp, BH APY). 
令 9= AD AAT He WERE SS. AAR. 
D+ Oe, BELO+(p—>9), 
据 公理 1 和 分 离 规 则 D+ Od, HU BB Ot yg. 
(2) 假设 F 天 个， 车 对 所 有 E<7, HOt pg, WIRTH E 
<7, 存 在 TST 使 得 ITe|<x 且 BH AD + Gg). & 
= A ATs, 
据 « 的 正则 性 ,2 RS, 的 公式 ， 因此 据 合 取 公 理 , 对 每 一 < 上 <， 
D te A Te PELARE ECY D HO lpg) MH St @Ag-g, 
RERU, O HOA Ap RURE DT HA e 
(3) PROACH MHA SE TY, i 
Dr y> ASG), 
则 对 所 有 SEJI Ye D ORe 的 子 集 T, 使 得 
Pt Arey AFO). 
因为 «是 强 极限 基数 ,所 以 6= A {Ty; SE Lre) Æ L. 的 公式 ， 
据 合 取 公 理 , 对 每 一 fE Ves Ht O> AD 所 以 


PLGA goa AIO, 
据 分 配 律 规则 DR，， 
Ptr PAg A V Fes 
所 以 
PEO A VY), 


因此 
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TY 一 人 V F; 


《4) 的 证 明 类 似 (3). C] 

注意 : (3) 和 (4 对 分 配 律 规则 一 般 不 威 立 ， 原因 是 这 样 的 规 
UU FT PEAY BT SEY TAR <. 

2.2.5 演绎 定理 (Karp,[1964]) 在 BA MH, 

(1) rtp pUre. 

(2) 若 T= (p: E<) HH 0<, 

@+ Aree GUr toe. 

证 明 ;〈1)“ 一 ”显然 . 下 证 “一 ”: HOU! e, UFER 
- PUTI pHEAIER Q: 所 7) 使 得 % 二 pp， 运用 起 穷 归 纳 我 们 
KER: HMA ESTS GT tp Ep 是 公理 或 是 入 中 的 元 素 或 是 
P PHAR, NDE gp ADT Hp FRET M+ gg HU 
ADT p Fy, ER IU A A U E h Ae EREU A E R 
MAAK q.( 其 中 < 人 中 得 到 , 则 所 归纳 假设 ,8; 矿 + q., 据 定理 
2.2.4,0;°+¢. AA e=o, PUSS o. 

(2) BQ AME S| AT+peS Grieg. mxr O 

2. 2.6 推论 ELERA MDP, 

GUi*ht~sSStory O 
2.2.7 定理 (Karp,[1964j) 在 基本 系统 B. 中 ， 
a) (吸收 律 》 
(a) +t Agog. 
(b)  Ve--peg. 

EP Apep V oe MRRM<K tT 9 的 重复 合 取 各 析 取 . 

(2) (a) tA Gp) Age Ave: 

$5) nA to) 
© | Lao haw. 
(3) (a) + A qt) VR N de): 


* 105+ 


(b) 上 A 《PP 一 网) 一 (PP 一 内) 
Sr fcr 
Ce) 上 AGP ON PD. 
(4) (等 值 律 ) 
ta) r A Naw Ne. 
(b) FA (gg N ae V ge)- 
(5) (BEB) 
© An 
b) D eam 
fc) H ANTP N ARo- 
e ELANTRA Ne): 
HP g(a <V pLi COE L, ERAR. 
(6) (广义 -de Morgan- 律 ) 
(a) 上 A@V $e eV Age 
(b) 上 RA CPA 次 ?ep 人 Moe 
(7) (广义 结合 律 ) S y= U (Yr: Bey HHARA OH 
对 每 一 BLE p= U {Y.: a <£} ’ 
(a AROA A pa 


Ace <I 


D VgV CV g 


+e” 
xs <7p 8 
(8) 《广义 交换 律 ) 令 {9.: E<) = Pro: E<), 
Ca) 上 Ag + A Gees 
Oye ve To- 
O & fs Yr 是 单 射 , 则 
Aver Ay, ce" 


EV p> V Pro 


ey ey 
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(9) 令 7 一 ?十 r， 
二 A (Age A Po) 


ety 
Vg) 


E<] 

证 明 ; (1) 证 (a》 : 据 公 理 3, 上 Ag--g—-¢ ;而 据 公 理 1 HE 
取 规 则 , Fp 一 Ap…2- (ERB EE. 

D 《b) 和 (ec) 是 (a) 的 特例 ,所 以 只 须 证 (a) : 


Pe. ArmA VR 


D AG» 假设 . 

@ Ave 假设 . 

D Grd, 对 所 有 $<7， @ ,公理 3, 规 则 1. 
D Ao 对 所 有 E<Y, 多 :公理 3, 规 则 1. 
© Age 3# 1,2. 2.1. 


© A ETIS A a Ade D.@,©, HEH 2. 2. 6. 
(3) (bd #il Cc) Fk Ca) 的 特例 ,所 以 愉 须 证 (a) : 


© A Pto + 假设 . 
D nrg, 对 所 有 $<<7， 中 ,公理 3, 规 则 1. 
(3) pep,» 对 所 有 E<Y, DAE. 
D AOAR), ,2. 2.1. 
© 人 一 和 一 人 人 一色， @,(2)(a) ,规则 1. 
© Voids N >. Geis i: 
D TV P V Ro ORA: 2. 
® VearVer. DAE SH BR. 
t<7 ear 
© A (qe CV GV de), @),@),2. 2. 6. 
E<7 E<y <r 


(4) 易 从 (2) 和 (3) 得 到 . 
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(5) 据 对 偶 性 只 须 证 (a) 和 (d》， 先 证 (a) : 


D 太一 各 一 (VY 中) 一 ， 2. 1. 1， 
D N a N 7 公理 2 
® Ape N p 0,@. 
<y fay 
证 (d) : 
D 六 一 os N Das 对 每 一 a <y, (a). 
ace pee 
图 Vinh =p V >V p)» D2. 2. 1,330). 
ezr peð acy Pct 
@ VN 0 A N Gg)» Oe 
@® Videos AVe)» ®,®. 
ay Act alk Pcs 
(6) 据 对 偶 性 只 须 证 (a) : 
DO ACpp) ap Ade): (2) 的 Cb). 
Cad ger 
©® AVG )—-oV Ade ®©. 
acy E<7 
6) A 对 所 有 EY, 公理 3. 
@) eV Aveo Pes 对 所 有 fer, 8) ,公理 1 ,规则 l. 
© eV Age APV g), 名 ,规则 2. 
Ey cy . 
AV 外)s>PV A de> @,®. 
fy <y 


(7) 证 (a) : r= lg: <7) ,对 PTS a= A Pan ER 
f 
RAW, E— E< ALE, oH 2.2.1, 对 每 一 AP<e, 和 PH 
Os) SHG 2.2.1, ADH 人 pb, 据 2.2.5,F Apg A ba 
Pet ey Pca 


. 反之 ,对 每 一 上 < 7yr, 存 在 唯一 的 ery, 使 得 E= tr 
见 Karp 的 [1964],p. 10), 所 以 上 0g F O= (8: Be} WEES 
离 规 则 ,对 每 一 6<7,@ 上 + 只 , 据 2.2.1,6+ 人 名 , 据 演绎 定理 和 (2) 
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的 (c) ,上 AO Ag. EE. | 

Fl eg, Rika) PH 员 , 用 一 多 ,te 代 换 Ca) 中 的 多 ,re 有 

DoR AOD aye i 

据 道 否 规 则 ,公理 2 和 2. 1.1, 易 得 Cb》. 

《8) 证 (a) : 因为 {qu: <7) pa: <9) RARE, 
对 每 一 $<7, H ART Puo TE RA N rt Ag A Poe 同 理 可 
HE, F Aue Ave 

Cb) All Ce BY HE BA KA Ca). 

(9) 证 (a); 因为 7 一 ?十 rz, 所 以 

{9.: <I) = ip: F< U (pe: E<r}, 


因此 

D Ag-~A® 公理 3 ,规则 2. 
[ xy 

D Ag, ARa A> D. 
ier ? ec? fn 

© ARAAR ,一 人 Ag， — BH 3,HL 2. 
Fp é<tr tT 

® APT AM A f @. 

iit (b> 

© Ag Ap 公理 3. SUS 2. 
E&E<Y fry 

D VATN Pe QA, A 2 等 ， 

® 3 NR VI B. 

D VEerVaAvVve.e (7)(b) C4 e=2). 
<y cg éctr 

© NPT ON Par N P : ®. 

© NPr A ©. 

®© A —G NV Re V GE) ©. (5) (a). 口 
cr é<cy E< 
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二 :谓词 逻辑 中 的 演绎 定理 


BEANS SANE BE Oe BE Sue BG gg, 
… 总 是 L pion ZR X,Y e+ SFE Var FEA 的 子 集 . 

2.2.8 定义 在 Bam(4; 人 2) 中 ， 

更 ;六 9 二 tp 或 存在 {&: FV O<Y<e, A 
SERE 
2.2.9 定理 Æ Barla MDP, OLYL, 
(1)— (DREH 2. 2. 4(1) 一 (4). 
(5) ®; Thing. B&-cEX FET MY PARMA, 
Ot pry Xo. 
(6) FICEN, M, 
Pr Ep VR OPE eV YXA.» 
其 中 IC, 的 限制 条 件 满足 ( 见 2. 1. DA rE UX RET PA 
由 出 现 . 

(7) 若 DCE 2, W. 

STF $V o => Bt y—Y Xog, V BAE Ye¥ Xp 
其 中 DC, 的 限制 条 件 满足 ( 见 2. 1. 10) 且 每 一 zE UX: 不 在 本 中 
自 出 出现 . 

证 明 : (1) 一 (4) 的 证 明 如 间 2.2.4. 车 全 = 他, 则 (5) 一 (7) 就 
是 推理 规划 . BAC, WHE 2. 2. 4 的 证 明 开 头 的 说 明 , 若 ;I 
p WHE ESEP |E <<, iB 本 上 AB». 

证 (5): 设 (5) 的 前 提成 立 , 则 存在 BCT, |B] <a, OE 
NF-Y). BHIBU YP <r H X 中 的 元 素 不 在 入 SAy 中 
自由 出 现 , 则 据 概括 规 则 ,$+ ASAG-VXo ,因此 

DTH pry Xyp. 
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证 (6): 设 (6) 的 前 提成 立 , 则 存在 BOT, | Bl <r, tE DE 

NE (p> Vie) ,所 以 FA HAJN 由, 据 Cy; 

BH ASAg NYX A» 

AU Pt AB V YXR) SLA Dr H o> N VX Pe 
(DIRE ae] C6). O ae 
2.2. 10 演绎 定理 (Karp,[19642) {E Ban (As 2), RE 

OC + 9 的 形式 证 明 中 运用 量化 规则 所 量化 的 蛮 元 不 在 厂 中 自由 

出 现 , 则 在 Beye (4:2) (OQ 含 分 配 律 规则 => 是 强 极限 基数 )， 
a) Arres PUT tHe. 

(2) 4 r= jg: 5<7), 其 中 0<7Y<<x， 
t Arp Ur +e. 
(3) E ER WATE, 
+ Al>ge GUSH. 
WEAR: (3) 是 (2) 的 特例 ,而 (1) 一 (2) 的 证 明 与 2. 2.5(1) 一 (2) 

的 证 明 完 全 相间 ,只 是 用 2. 2. 9 替换 2.2.4. O 

2.2. 11 推论 Æ Barla M, F ONF =, 
Ugh HgS Pty¢g. O 

2.2.12 定理 (量词 性 质 Karp, C1964) 在 Bw 中， 
(1) te => FYXp. 
(2) FFVX9p 一 3X9. 
(3) 上 FYX(P 一 扩 ) 一 (YXP -YX9). 
(4) /WX(9p >) GX 5XY). 
(5) & XN Fvip =A., i 

(a) FeeVxe. 

(b) + eo Axe. 

(ec) 上 VX<p p< (pV XP). 

(d) YX pe Axe). 

Ce) YXA <> (PAY XY). 
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(6) FVXPperVXVYXIP， #X=X UX: 

(7)( 自 由 变 元 变换 律 ) + YXP*>YRanCe)SFr (9)， 

HP e: X+Var EMA Rang) N Fv =O. A p PRA x 
CX HAH MREAR go HRW aR. 

证 明 : (19 — (5) BY UE RR Sy FP eB. 

HE (6): 据 公 理 4, F YX9 一 9 ,两 次 使 用 规则 3, 我 们 就 有 
HYXPp 一 YXYXiP. 反之 , 据 公 理 4, 有 上 YXoVXip OVX IP 和 
LYX ppi YX YX pe TERM 3，F YX YX pyp. 

WEC): EAR 4, LYXg 一 SFY (p). A Ran(g) NF = 
Z, AVAL 3, 就 有 上 YXp 一 VRan(g})SFY (9). 

反之 , 据 公 理 4, + VRan(g)SFi (9)>SFe (四, 因为 X 中 没有 
变 元 在 SF*(g) 中 自由 出 现 , 所 以 据 规 则 3, 上 SF OVX , 故 

F VRan(g)SF2 (PD—>¥YXP. O 
2.2.13 引 理 (存在 规则 ) 在 Ban $f, 
SFzep 上 习 XP ， 
其 中 上: pine eels, p PRA rceX HMA HAMMER 
f(z) 的 某 个 变 元 的 量词 的 辖 域 中 、 

证 明 : 据 公 理 4，F YX 一 pp 一 SEX 一 内 ,所 以 上 一 SF7 (一 内 一 
一 YX 一 p， 即 上 SFFCO 一 一 YX-P ， 据 公理 2 和 2.1.1, We 
SF* (9) >I X79 HE 2. 2.12) 4), ESF (D> aXe. 口 

2.2.14 定理 (约束 变 元 变换 律 ) Of: X>Var 是 单 射 使 得 
Ran( 放 中 的 变 元 不 在 g 中 出 现 , 则 在 BaF 

t p++SBi(g). 

证 明 : MAM OHRAE: 若 9 是 原子 公式 ; 则 Bv(g) = 
A, RU SEO =p, AIL + epoSBD. E pog WHAM 
假设 ,我 们 有 + ger*SB5 (gd). BELA AT + > SB; (8), 因 此 有 + 
per SBF (~p). E pF Apor <k. 据 归 纳 假 设 IR EY, 
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上 名 SB 名) 办 为 By C Ag) = UBv (g), BA RIER H 
Age SBr CA A Pe): 4 9 是 YYy, 据 Karp 的 [1964] 9.3.4 就 有 
SBF (WY) =WRan(g)SF? "SBF (Cy), (2.1) 
HH g: Y>Var Æ X 上 是 了 ,在 它 处 是 恒 等 函 数 ,Ran( 放 的 元 素 
不 在 SBF GOHA ra Ht BE. H SBO PRA TEX 的 自由 出 现在 
约束 f(r) 的 量词 的 辕 域 中 ， 据 归纳 假 没 易 证 
HYRanCg)SF7 O SBY (6) YRan(g)ySF7Y (g), 2.2) 
&Y,=XNY.Y,=Y—X. 运用 2. 2.1207) FY, RBIS 2.2.12 
(2) 和 (6), 易 得 
+ VY WRan(g)SF"" (p), (2.3) 
Hp y PRA TEXNY KA ARES Rf) iH Biel 
中 ， 联 立 (2.1), 《2.2) 和 (2. 3), 有 
H YYw<>SB7CYY%)， O 

2.2.15 53| S gre ELDE Za ARYA, (es ELT} 

DF vg) ,9 UC 其 中 C= {ce 6<7} 是 新 个 体 常 元 集 , 则 
(1) EF fares ELV) © FE gretee: FLY). 
(2) Bere (AFD) } Glare: EY) E Baye A) + Gzre/ce: ELY). 

证 明 :; (1) 因为 从 pire EXOD plrelce 《之 7Y) 没 有 改变 
Kre: EY PH AR BIC. ATA g(xrefce:; EY) ARIE xe 的 自由 
出 现代 换 成 ce。 因 此 对 ERAS % 和 赋值 S a=, 

AUF Ware: ENA] S A F gz/ce: ENS]. 

(2) “>”, EE Bam (As) F Ore: ELY), AIE Bawl AN) H 
Aare: ELY) , PTE RN o Bawl AD EY iTe: Ep E<Y), 
据 公 理 4, Boi (As) Frece ELT). 

“a”, Bp: BQ) 是 Jze/cr: ELNE Bag (45.2) PY — E 
REW. 令 Y 是 在 这 个 形式 证 明 中 出 现 的 所 有 变 元 的 集合 ,g 是 从 
Y 到 不 在 pore. EY) FU BAAS Var 的 变 元 的 单 射 ， 对 每 一 Ba， 
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令 04 二 Sr GY) BP Op 是 用 g《y) 代 换 bp 中 变 元 y 的 所 有 出 现 得 到 的 
公式 ， 因 为 我 们 这 里 只 是 重 名 了 这 些 变 元 ,所 以 (bp: PRONE 
Bmw(A;0) 中 的 一 个 形式 证 明 . 令 op 是 用 zs 代 换 Oe P ce 的 所 有 出 
现 得 到 的 公式 ， 因为 没有 变 元 xe 在 Op 中 出 现 , 所 以 在 of 中 的 ze 
的 所 有 出 现 都 是 自由 的 . 因此 不 难 证 明 , Cop: Pa 也 是 一 个 形式 
证 明 , 而 县 因为 这 个 形式 证 明 中 的 公式 都 是 SAK IK 
证 明 是 Bo(4;2)? 中 的 一 个 证 明 . 下 面 我 们 来 证 : 
O a =SB re: F<). 

因为 6. 二 SYg(xe/ce: ELV) ARV, =E (St ae/ces EXID)s 

其 中 h= {<cesze): ELLY). 因为 Rano) N (ze: SY} =O» Ares 
S Sip ae/ee: ELVD) =S; (Sze/ce: E<Y)) 
~—SY exer EXY) 
=SBY gre; E<); 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 Fv(g){re: <7}. 所 以 Bom (432) + 

SBrg(re; <7) HE 2.2. 14, Bam (As + ae: F<. 口 

2.2.16 定 义 4'=LUCHERC EEREBKART 
体 常 元 集 ,我 们 称 在 Bue (CH) 中 从 公式 集 到 p 的 形式 证 明 使 用 
了 选择 规则 CH o 存在 形式 证 明 (ge: £7) 使 得 下 面 两 个 条 件 满 
E: 
(1) 对 每 一 ERY pe 是 Bo 的 公理 ,或 属于 D, HE Boo bI 
则 从 《ge: EYP EE WAAR, HEF HAM CH 得 到 : 

BREAD CE BA =I XO, SEC EL ge =SFF O). 

(2) 若 对 某 个 存在 公式 3XB 已 运用 过 规则 CH, 则 不 能 再 对 

3X0 的 自由 变 元 使 用 量化 规则 (如 规则 3). 
2.2.1738 设 规定 条 件 如 上 述 定 义 ， 
BCHD ;GEGHP > Bami HE. 

证 明 : BRE Bae (CHD RO Hp. SA Xepe: ESNEA D R) 

?的 形式 证 明 中 运用 过 规则 CH 的 公式 序列 . E ESG fe: 
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Xe>Ce 是 双 射 使 得 CC 是 不 在 上 述 形式 证 明 中 出 现 的 个 体 常 
TRER ELE CNC =D, ME Buw (CH) 中 ，- 
PU (SF; Che): EKT) + 9. 
据 2. 2: 16 的 条 件 (2) 和 演绎 定理 ，. 
DU (SF; (pr): EY}. SF; dg. 

令 8r: YCy 是 双 射 使 得 Y,GVar H. Yy 不 在 上 述 形式 证 明 中 出 
“FR, WHE 2. 2. 15€2).7E Brae Fs 

PU LSF; Ge): <7) FS, SF, 加) 一 内- 
因为 g 是 Lom AR BLL p RE C 中 的 常 元 ,因此 在 Bont, 

PU SF, (Yr: E7) FS, SF, Gg. 
据 概 括 规则 ， 

DU (SF, Yd: §<7} FYY,LS, (SF, (p) >9]. 
据 2. 2.12(5 (dA 2.2.14, 
SU {SF Ce) 2 EY) bt Xr >. 
但 因为 3Xypy 是 从 更 到 9 的 形式 证 明 中 的 公式 ,因此 
DU ASF, Cpe): EY} FIX- 


所 以 据 分 离 规则 ， 
GUISF Ye): EY} p- 
施 归 纳 重 复 上 述 论证 ,在 Boe ete. L 
2.2.18 定理 令 4 是 正则 基数 ,对 每 一 <Y<4,9 HE Saal 
AR, XE Var, | Xe <A TE Be 中， 
CD a) FVUX Ag AvXe,- 
Ie A a UKN ‘ 
(2) 车 此 外 对 每 一 5,6<7 PAE CAE HY X FV =, 
a VUX Age ANEP 7 
(cb) 上 vA Xe 了 Xe V g- 


far 


《3) 若 此 外 还 有 对 每 一 6,#<7 RE CAE ID XX HO, 
(a) 上 A aX UX Ag. 
(b) FV YX VY U XV ge 
证 明 : (1) 据 对 偶 性 ,只 须 证 (a); 据 公 理 4， 
| f VUX Ag Af j 
而 据 公 理 3, 对 每 一 5<7,， + A pp E 
H VUXA pn 
. 据 概括 规则 , EYU X: AoW Xg CATES BRN, 
tWUX Ag > ANK: 

(2) 据 对 偶 性 ,只 须 证 (a) ,而 据 Q), 只 须 证 “<”: 据 公理 3， 
IA <T, AVXep YX g WAHA, | YX 多 一 全 ,因此 据 
SHUM | AVX > Ae. A ARETE MA BALL) UX: | <a, 
BRU Xe PETERE AYX p 中 自由 出 现 ,所 以 据 概括 规则 ， 

H ANo UXA e 

G) E L'=LUC HC 是 基数 足够 大 的 新 个 体 常 元 集 使 
C= UCH SAE HEC NCH Oe ME EY, ER Ses 


XC: AE Bu 中， 


@ AKR? 假设 . 

© IXP WPA EY, 中 ,公理 3. 

四 SF,9， 对 所 有 EY, 四 ,规则 CH. 
® ASE, ©, EWU. 
© 3UXeAn, @.2. 2.13; 


其 中 对 LAE X: NX =O. Bete BL. (CH, 
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© AIXA FIUZA g 
据 2. 2.17, Æ Bow 中， AAR (AUX A P ARO RE AL AL HIE 
TRUX: 不 在 人 3Xeg 中 自由 出 现 , 则 据 演绎 定理 的 推论 ,在 
Bots AIXI UX Ag ， 另 一 方面 ,在 Bu<(CH) 中 ， 


D 3UXeAY， 假设 . 

®© SEAR: DALI CH f= U fe 
® ASF Pe — OAT. 

SP， 多， 对 所 有 é&<7 OO, ABS. 

D IXg, 对 所 有 5<7Y =, 2. 2.13. 

O ATKP» D, ARR. 


GED 0,2. 2.17 和 演绎 定理 ,在 BoP, 
FAUX Aa /AIX d 


2.2.19 Æ pA oie MB 1.2.15. 证 明 : - 
Bet ye | 2 & Bar FP- 
2.2.20 EHR à=x W} 2, 2.18 成立. 
2.2.21 FEU (oE Sa HAF HoH Mm ARO E 
C1) Vn E kp > BEF gy. 
(2) (演绎 定理 ) Sy DU le} bp => Ln; E bag. 
(3) 对 所 有 PEP, Hn SEGA ASE Sen > Va St AD. 
(4) E Land h GH ve cm ,WN Sas T+ Vue. 
(5) Ë Zapod) H d ERE SU {to} 的 任何 公式 中 出 
现 的 个 体 常 元 , 则 Mm ;EF 上 vy. 
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第 3 章 布尔 代数 与 完全 性 定理 


完全 性 定理 对 于 逻辑 系统 的 重要 性 不 言 而 喻 ,用 什么 方法 证 
明 完 全 性 定理 也 是 令 人 感 兴趣 的 ,因为 有 时 方法 比 结论 更 重要 , 它 
往往 会 引出 新 的 研究 课题 和 其 它 重要 结果 ,因此 在 本 章 和 第 4 章 
我 们 分 别 用 不 同 的 方法 考察 完全 性 定理 .读者 可 以 根据 自己 的 基 
础 和 需要 分 别 或 全 部 阅读 之 - 

本 章 我 们 用 布尔 代数 方法 证 明 完全 性 定理 ,这 个 工作 是 Karp 
在 其 L1964] 完 成 的 ， 由 这 些 结果 可 见 布尔 代数 与 无 穷 逻 辑 的 密切 
KK. 也许 逻 辑 学 家 开始 建立 无 穷 逻 辑 就 是 受 ( 无 穷 ) 布 尔 代数 的 
RU. SATCHEL eR 
AGA EA R A A RR EE EE. GI. A A 
和 无 穷 析 取 V 可 以 看 作 是 布尔 代数 中 的 无 穷 交 运算 和 并 运算 . 

本 章 $1 引入 证 明 完全 性 定理 所 需 的 布尔 代数 基础 . 

§ 2 一 3 分 别 讨 论 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 的 完全 性 定理 . 


$1 布尔 代数 基础 


在 此 我 们 要 研究 的 代数 类 似 第 1 章 所 定义 的 结构 概念 ,但 是 
其 论 域 可 以 不 是 通常 意义 上 的 个 体 域 ,例如 可 以 是 用 某 种 公式 类 
作为 论 域 ， 另 外 表述 上 也 不 尽 相同 ,例如 把 对 关系 符号 R 的 解释 
HCR) 看 作 是 从 论 域 到 真 值 0,1 的 函数 ， 但 许多 重要 的 概念 ,如 同 
态 .向 构 等 与 第 1 章 表述 的 相同 。 下 面 在 不 加 说 明之 处 ,读者 应 该 
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把 本 章 提 到 的 概念 看 作 是 前 面 章 节 已 定义 或 交待 过 的 概念 . 
Bk V=(B, AsV ) 是 布尔 代数 会- 是 B 上 的 一 元 运算 ,^ 
各 v 是 8B 上 的 二 元 运算 满足 下 列 条 件 : 
MR, avb=bva, a^b=b Aa. 
EA, av (6ve)=(avb) ve, 
GaAtzpAcr) 一 (aaAz) ae. 
Ii, (anb)vée=b, av (arbj=a. 
AME; anthvc)=(arb)v (arc), 
avGbacd=lave)Alave). 
互补 律 ; (an-a)vb=6b, (ava) Ab=b. 
注意 ;C1) 这 里 的 -,^ 和 v 与 命题 联结 词 一 ,人 A 和 V 不 同 , 虽 
然 它 们 之 间 存 在 对 应 - 请 读者 注意 这 一 点 . 
《IE 2 的 补 是 -ase 和 无 的 (代数 ) 并 是 av8,a 和 5 的 (代数 ) 
交 是 a 入 8. ar-a 是 零 元 0,a v-a 是 单位 元 1 若 99=1;, 则 该 代数 
称 为 退化 代数 ;否则 称 为 非 退 化 代数 
cee 化 布尔 代数 是 真 值 代数 , HERE (0.1) , 记 为 Bo. 
布尔 代数 上 定义 偏 序 ( 关 系 ) 魏 如下: 
ash © a=anb. 
a 和 5 的 最 大 下 界 是 a^5, 最 小 上 界 是 av 5， 更 一 般 地 ,着 C 是 B 
的 子 集 且 C 的 最 大 下 界 在 B 中 存在 ; 则 我 们 把 这 个 元 素 称 为 C 的 
(无 穷 ) 交 , 记 为 ^C. 类 似 地 , 若 C 的 最 小 上 界 存 在 ,我 们 就 称 其 为 
无穷) 并 , 记 作 YC， 若 «是 基数 且 对 BMP Ae 的 子 集 C， 
ZAC EB PEE WAE 是 «- 完 全 布尔 代数 ， 因 为 v C= 
AL ec EC 所 以 k- 并 VC 也 在 c- 完 全 布尔 代 汶 中 存在 . 
WMA Y<, B 是 7 完全 的 , 则 称 只 为 ?wx- 完 全 布尔 代数 . 
车 对 所 有 基数 7,W 是 7X- 完全 的 , 则 称 轴 为 完全 布尔 代数 . 
如 通常 约定 ,wl- 完 全 代数 也 称 为 可 数 完 全 代数 . 
3.1.1 例 集合 域 是 代数 =《5, 一 ,个 .1)). 其 中 S$ 是 某 个 
集合 U 的 子 集 构成 的 族 使 得 S 在 二 元 运算 并 “U*、 父 * 科 ”和 柑 对 
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U 的 一 元 补 ( 差 ) 运 算 “~” 下 封闭 ， 显 然 ,每 一 集合 域 是 布尔 代数 . 


车 荆 是 5 的 子 集 使 得 门 TES, 则 在 代数 的 意义 上 ,站 =AT. 但 
是 当 们 T&S HT 的 代数 交 人 和 了 T 可 以 在 3 中 存在 . 

车 S 的 所 有 短 二 «的 子 集 荆 有 门 TES, 则 称 2 为 x- 集 合 域 . 

车 对 所 有 7Y<x,57 是 7Y- 集 合 域 , 则 称 SY 为 Aw- 集合 域 . 

车 对 所 有 基数 7Y, S FLY RGR WR S 是 完全 集合 域 . 

OB, 是 布尔 代数 员 AFRA ALEL, o B, 是 代数 ， 
其 论 域 是 子 集 BCR, Riz AS Hie BARB. Hiei 
的 代数 也 是 布尔 代数 .多 的 子 代 数 B, 称 为 x- 正 则 子 代 数 全 BC 
CB,, |C|<« AACE B,MACEB,. BSB KH BY Ae ERIS 
代数 3 苦 对 所 有 Y<, B, YEN FRA. Bi CB RH BIE 
则 子 代数 BMA BR YB, 是 XY- 正则 子 代数 . 

. 我 们 假设 读者 熟悉 如 何 把 一 给 定 的 布尔 代数 表示 为 一 完全 布 
尔 代数 的 一 完全 子 代数 .集合 CGB RAED BVM AA 
C 的 .完全 的 性子 代数 就 是 只 自身 . 

ALAB, bHMAARAe ARO A CB, |CS 
ACE B, W AACE B, HACC) :cEC}) 的 交 . 类 似 地 ,我 们 可 以 定 
XAA AS 有 称 为 wo- 同 态 Oo 对 所 有 基数 7,h 是 7- 同 态 . 

SB ERRER- RIED LBM S ISB HBO 0E7， 

1&4/,@ a ET > avb€l,®@ a,b€B,a€l 日 5<a > bET. 

我 们 知道 在 同 态 和 理想 之 间 存 在 一 个 我 们 需要 的 对 应 : 

h;B-€ 是 同 态 > [二 {aE€ Bh(la) 一 0}) 是 哮 上 的 理想 . 

另 一 方面 , 令 了 是 多 上 的 理想 ， 考 虑 妃 上 的 等 价 关系 一 : 

a~b & (an-bva-ael. . 

令 等 价 类 lal =(6€ Bib~a} © 是 所 有 这 样 的 等 价 类 的 聚合 使 
得 : 7 i 
falv Hell= lavel, lair hel = fare, 

-lal=| val, . 
0 一 lol. 41s at. 
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Aik © 是 布尔 代数 ,有 旦 是 同 态 ACa)= | a | 的 同 态 象 . 

类 似 地 ,在 x- 完 全 布尔 代数 上 的 «- 同 态 和 «- 完 全 理想 (对 -并 
封闭 ) 之 间 存 在 一 对 应 ,在 .Ace- 完 全 布尔 代数 上 的 ,We- 同 态 和 -ec- 
完全 理想 之 间 存 在 一 对 应 ,…. 极 大 理想 对 应 到 B, 上 的 同 态 - 

我 们 假设 读者 熟悉 下 列 Stone- 表 示 和 定理 : 

3.1.2 Stone RARER ”每 ~- 布尔 代数 路 同 构 一 集合 域 . 

证 明 : 本 证 明 可 分 成 两 个 部 分 . 第 一 部 分 是 对 任意 a 去 0, 证 明 
存在 器 的 .包含 a 的 极 大 理想 ， 更 一 般 地 ,对 B 的 任意 子 集 C 使 
得 C 的 元 素 的 有 穷 并 没有 一 个 是 1, 则 存在 包含 C 的 极 大 理想 . 

第 二 部 分 是 证 明 ; 把 a 映射 到 包含 ~a 的 所 有 极 大 理想 的 集合 
的 映射 是 从 风 到 由 诸 极 大 理想 构成 的 一 子 集 域 的 同 构 , 这 一 部 分 
证 明 对 任意 无 穷 基 数 保持 不 变 ， 因 此 , 一 Ace- 完 全 布尔 代数 同 构 
一 /Aie- 集 合 域 号 对 每 一 a 了 0, 存 在 包含 a 的 .Aw- 完 全 理想 . 等 价 
地 说 ,对 任意 a40, FEMA B 到 遇 。 的 ec- 同 态 把 < 映射 到 1. 

注意 :上 述 证 明 的 第 一 部 分 对 ew 不成立，Stone- 表 示 定 理 
的 详细 证 明 请 见 T.J. Jech[1978].pp. 149—150. 

车-…Aw- 完 全 布尔 代数 可 以 表示 为 一 ,Aw- 集 合 域 的 ,Ax- 同 态 
象 , 则 称 这 个 代数 是 7w- 可 表示 代数 .这 个 方面 的 工作 可 以 参见 
Chang 的 [1957] 和 Scott 的 [1955]. 我 们 在 下 面 只 用 这 个 条 件 的 必 
要 条 件 ， 至 于 充分 条 件 , 它 是 引 理 3. 2. 28 的 -个 直接 推论 . 

3.1.3 定 理 设 风 是 一 ec- 集合 域 的 we- 同 态 象 , 任 给 a0 
和 由 BHR Ce 的 子 集 Ce 的 交 ACe 构成 的 `. 寡 <x 的 聚合 , 则 人 存 
E B 8 B, Hla] SFE a 映射 到 工 且 保持 上 述 交 ACe 

证 明 ; 设 AASSM N UORREN RE U WA TRR, A 
是 从 SY H B=, av BAe aA. A FINERE B 划分 为 
两 个 子 集 B 和 B 使 得 B, 不 包含 互补 对 日 B; 的 每 一 元 素 是 RB 
的 元 素 的 补 : 把 B 中 的 元 素 排列 成 一 个 超 穷 序列 (be;$<-1B|) ,把 
by WA B IREE be A Bi 号 be DE B F GATE R LAM 
逆 使 得 对 5E BE 一 ~ 二 -00), 则 站 是 二 的 所 有 元 上 的 的 道 
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H k EIPRE. 
BATE AIZEN AC IET, IT] <0, ABR iE7， (Clc. + 
C={a,~a,0, YUUCUK AC ET} 
U {rerc€ Uoue AC HET}. 

车 «是 奇异 的 ， 则 每 个 7 集合 域 是 -集合 域 且 每 一 AeA 
#- 同 态 ， 因 此 不 妨 设 “是 正则 的 ,从 而 1CI<x . 

令 H 是 B 的 下 列子 集 的 、 短 <<x 的 聚合 : 

{a}, {0}, 合作 C:}yUC， 对 每 一 iE1T， 

{7baa t s Tbns (by Verb}, HB-B HR {dg 50+ BF SC. 
因为 除了 {-a}, 上 述 每 一 集合 的 交 为 4, 所 以 V (AD. DES} = 
-a II DEX, F= ({k(6) bE D} DEX), A AARAA Rh E 
UN EEE AHAA MAU NE: EE S)AU LEY h 
成 立 的 分 配 律 , 存 在 TES,T 关 他 ,使 得 对 所 有 DE OC 存在 CED 
ETEO). SC =CN ETER) MUSE DEOL ,Ci 
包含 刀 中 一 元 素 ， 因 为 

TE~O) A. TS ~k(-6) =k) > T=O, 
MAC 不 包含 互补 对 .显然 ,C; 的 上 述 性 质 正 是 我 们 所 需 的 . 

F-a DEC ARE ELC 或 包含 -AC; 或 包含 CG 的 
一 元 素 ， AAC, 包含 每 一 形 如 {6,… soba (bo Viv 65)} 的 集合 
的 一 元 素 且 不 包含 1, 所 以 CC 的 元 素 的 每 一 有 穷 并 都 不 是 1. 由 包 
含 Ci 的 一 极 大 理想 给 出 的 、 到 好。 的 同 态 就 是 我 们 要 求 的 间 态 . 口 

3.1.4 定 理 设 吕 是 任意 布尔 代数 , 任 给 co HOM B 中 交 的 
WRRA (AC ico MAE BBB, MASI < RHF 1 AR 
“ 持 上 述 交 AC.. 

证 明 : 令 D= (>a), E D, AAV D,AI.D, 包含 -za, 且 对 每 
一 1 入 nD, 包含 ACG REE C P-R. BVDV -AC wi ls 
还 令 DaS DU ACh -AEH V Dav -ACi M 
存在 cE C, tE VD, vc Æl. 因为 对 所 有 a oo Oe 
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VDDvce 一 之 VDDvACi 一 1. | 

但 因为 Y Dv -人 Ci 二 4 所 以 VDD, 二 1, 与 假设 蔬 秆 .在 这 种 情 
况 下 , 令 Dan = D.U (c) W V Dan ALD Ea, HRE in 
+D nu MAG ACG RAS C 的 一 元 素 . & D=U {Dnw}. 
因为 的 元 素 的 所 有 有 穷 并 都 不 是 1, 所 以 存在 外 的 ,包含 局 的 
极 大 理想 ,对 应 的 、 到 名。 的 同 态 就 有 我 们 要 求 的 性 质 . O 

注意 :下 面 的 定义 与 2. 1.7 的 分 配 公理 模式 D 的 异同 ， 

3.1.5 定义 ” 称 布尔 代数 B 满足 (x,6)- 分 配 律 二 对 加 中 元 
素 的 每 一 双重 指标 集 (6:iEI,jE€J)， 

ACV A= VC Aburo), 
HP R=, |I| <a, J <8 AS Y CEA iE 了 7), 交 
ACY bs) BEA bi sco HA FE HITE B 中 存在 . 

Ay OE Ce) - SPACE RK R 满足 性 分 配 律 . 


练 J 
3.1.6 详细 证 明定 理 3. 1, 2. 


3 2 命题 逻辑 的 完全 性 定理 


人 性 给 演绎 系统 Beye (A; O), PR Baye (6; 人 2) 相 对 语言 Dei tt SE 
全 系统 O 对 se 的 所 有 公式 p ,Bar(AiD) | POR p. 

称 Bor (A DIARI A che ESE SRE S 对 经 we 的 所 有 公式 
PHARE D, Barl AMD; bhp SE ¢. 

PR Bei (AD EE CR) SEL RB O Ber (A; 0) FT A 
人 ow 是 ( 强 ) 完 全 的 ， l 

我 们 知道 BW. BCS A. MARIES IMKE Be 
它 无 穷 语言 表述 的 演绎 系统 来 说 ,没有 强 完 全 性 定理 ,而 及 对 相当 
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一 部 分 无 穷 语言 来 说 ,甚至 不 能 建立 有 完全 性 定理 的 演绎 系统 . 
本 节 只 讨论 命题 还 辑 的 完全 性 . 除非 另 加 说 明 ,本 节 考 虑 的 命 
题 语 言 S. 的 初始 命题 符号 集 是 (zar:6<wxe} 或 1{pop:a,B<c) ,其 中 
EEH p, popat BET Z. 的 初始 命题 符号 ;9 ,Wo 
总 是 指 Z HARO, YF, S o MER 7 的 公式 集 . 
DR, RITS PHS: 
3.2.1 引 理 ”车 函数 是 定义 在 {pe:$<x} 或 {pogp:asB<<x} 上 
W AREARE Raa O= {0,1}, 则 存在 的 唯一 扩张 六: 
Form(52.) 一 {0,1}) 使 得 
d) f*(p)= 二 fl(p)， HER p. 
(2) f* (P=1 6 fF (M=0, 
D Pf CAgQ=1 全 MBA E< @=1 O 
AR. 实际 是 论 域 为 {0,1} 的 ,Aw - 真 值 布尔 代数 B.. 
本 节 固 定 f° Ze fH EE SK. 
3.2.2 EX 称 Y8 是 有 效 公 式 , 记 为 上 p， 
> 对 所 有 真 值 赋值 了 使 得 f° 如 上 规定 ,f"* (PD 二 1- 
AERE f HEARE E S 对 所 有 PES, Sf =l. 
称 三 是 可 满足 公式 集 o FERRE SRE SRE. 
称 9 是 了 的 语义 后 承 , 记 为 FE, | 
”人 仿 对 所 有 赋值 f, 若 对 所 有 gE, =l "=I. 
KDE MR © 的 每 一 窒 之 x 的 子 集 是 可 满足 的 . 
称 8 是 卫 的 严格 语义 后 承 , 记 为 何 ; 王 F p 
& 上 2 或 存在 寡 <x 的 BCZ 使 得 F Abp. 
3.2.3 例 令 7 是 无 穷 基 数 ,经 ,+ 的 初始 命题 符号 集 是 {psp: a 
< 之 7Y+ ,B<7}, BW PS 马 是 六 -语义 一 致 但 不 是 可 满足 的 : 
== {V Ponsa <7} 
Ul Cpa A pap): aay Y ,a Fa, ARC}. 
SULA EE <Y MRAM A YEA YT HRS 
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ARR. MEA SIS) 一 2 , 则 只 需 7 个 初始 命题 符号 . 

3.2.4 例 令 / 是 无 穷 基 数 , 和 :的 初始 命题 符号 集 是 {pe:c 
<¥,P<2}, BW PR) ZS HE 六 语义 -- 致 但 不 是 可 满足 的 : 

3 一 (人 (ov 如))U{ 一 人 记 rosfE 2N, 

上 述 两 例 说 明 通 常 的 紧 致 性 在 上 业已 不 成 立 ， 关 于 紧 致 性 的 问 
题 以 后 有 关 章 前 还 要 详细 讨论 . 

3.2.5 可 满足 引 理 称 三 是 可 满足 的 S 存在 B 二 > 使 得 

(1) & vESub(2).W geS S G4, 

(2) FAWESub(D) AV | <x, M 

AVEDS MHF YEV PES. 

证 明 :“=>”: 设 存在 真 值 赋值 /满足 王 , 则 更 一 (12 sf" p)=1} 
AROA EZTS. 

“=" PDD WEDA, S S Æ FIRR IA p 

1, pee; 
Fip) = to, # pee, 

& T=(e: #4 pe Sub(D), M peGe f=. HAWN 
1.1.5, iE F=Form(Y,). AA GLI MW 满足 &. GB 

3.2.68] Sib Z, 有 - -个 护 语 义 一致 但 不 是 可 满足 的 公 
AE ,因为 满足 三 的 直 值 赋值 集 是 空 的 ,所 以 有 ZF pA 一 p. 若 
对 SY 存在 强 完全 系统 Be M 

BS repe SEoA 9p. 

所 以 我 们 有 Bot pA 一 9- 不 难 证 明 在 Be 中 从 到 yA 一 9 的 形 
式 证 明 序 列 中 出 现 的 .属于 三 的 公式 少 于 * 个 ,所 以 存在 医 <k 的 
CI 使 得 BF gpA 一 9 , 据 B, 的 强 完全 性 ,有 BE goA 一 2 ,这 与 
三 和 的 x- 语 义 一 致 性 矛盾 . 

上 例 说 明 , 对 2x, 其 中 了 是 无 穷 基数 ,车 Spr Aay 个 初始 
命题 符号 , 则 对 应 SLy! 就 不 存在 强 完全 的 演绎 系统 . 因为 ”个 初始 
命题 符号 能 被 加 上 双重 指标 从 而 产生 3. 2.4 那 幸 -语义 一 致 但 
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不 是 可 满足 的 集合 . REZAT 个 初始 命题 符号 且 oY, 
则 存在 对 应 yt -的 强 完全 演绎 系统 By+ (CD, CR 3. 2.16). 

3. 2. . 7 引 理 (1) 令 工 是 有 效 公 式 集 ,B.( 门 是 扩张 系统 , 则 

BAND);EH9=> Ipo. 

(2) 由 2.1.6 和 2.1.7 规定 的 Z. 的 CDD 和 Dr 是 有 效 
式 ,是 2.1.8 规 定 的 &, 的 DR, 和 上 DR 保持 有 效 性 . 

TER.) BRB. 的 公理 是 有 效 式 ,分 离 规则 和 合 取 规则 保 
持 有 效 性 ,这 说 明 B, 的 内 定理 是 有 效 的 . .| 

若 f 是 满足 5 的 任意 真 值 赋值 , 施 归 纳 不 难 证 明 f* 满足 
2AT) 中 从 到 yg 的 形式 证 明 中 所 有 的 公式 ,; 因 上 吐 a=. 

(2) 考虑 CD: 设 了 是 指派 0 或 1 给 CD 中 的 初始 命题 符号 
Ky) BARA. € 六 (CD ) 一 0, 则 对 每 一 = <Y, FEE B。 <T 使 得 
T Gg =O. 令 gO p MERR, ss 一 7} 的 公式 在 f° 的 
指派 下 皆 为 0, 这 说 明 {p :a 二 7} 不 可 能 对 某 个 $<Y 1S p, A 
g IA 六 不 可 能 对 名 ,一 ERE 0 所 以 中, 一 员 必 有 一 个 不 
“属于 {pg :ae <7}, 而 这 与 CD, 的 规定 矛盾 . 

| ESR AEE Dy MD 显然 是 有 效 的 . 

考虑 DR,: 令 了 是 任意 真 值 函 数 使 得 对 任意 gE [le 

F g ADEF D=, 
E Co Age) 即 fA’ (AgG@)= 0, 因 此 综 上 所 述 ， 
对 所 有 5E Le 存在 iEI 使 得 f(g) =0. (3.1) 

BS CAV ALM 广 ( 太 V 更 ) 一 1, 所 以 对 所 有 zE 7, 存 在 
PEGS Q=1. 对 所 有 ii 也, 令 &GD) 一 g， 所 以 存在 &E [16,0 


ACIS @GI=1, KH. DAR. BiE «-DR 如 上 . O 
3.2.8 完全 性 引 理 “ 令 王 是 有 效 公 式 集 ,2 是 上 述 保持 有 效 
性 的 规则 集 ,(9 :ae 之 7,B8<7,) 是 阵列 使 得 Y<<x 且 对 a <I, Ya 
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人 7Y， 设 该 阵列 的 每 一 选择 集 是 并 盾 的 且 在 B.(3; 人 2) 中 ， 
对 所 有 a 使 得 aY, kN Py > 上 =V Pp’ 


则 B,C 32) Fe SoS AY. 

证 明 : 据 3. 2.7.47 HE BAS; PE, BW 2 是 有 效 公 式 ， 

R 8 是 任意 有 效 式 ,我 们 来 证 明 在 满足 上 述 题 设 的 情况 下 ,9 
在 BAL; PALE. AR PRAFAA BUBBA ERA ce 
性 定理 即 可 ， 人 假设” 是 最 小 的 基数 使 得 > 是 8 中 所 有 合 取 肢 长 度 
的 基数 的 上 界 ,所 以 wy<x. 我 们 用 下 列 方法 把 9? 的 子 公式 和 一 
定 的 公式 序列 对 应 起 来 : 

D 一 多 E Sub(y) ITF My.) ; 

也 y be S Subip) ,对 应 下 面 两 种 公式 序列 : 


(Age Le fF <Y)), 
(> Ader be) At A Ye 的 每 一 合 取 股 办 - 
不 难 证 明 ， AF A ge ATIR p o= 共存 在 > 个 这 样 的 序列 而 且 每 一 
序列 的 长 度 至 多 是 Y， 我 们 用 <e <Y 中 的 序数 “来 对 上 述 序列 
加 指标 . 把 上 述 每 个 序列 改写 为 (ps:8<7。), 其 中 Ya 是 该 序列 的 
长 度 ; 对 a 二 0, 令 二 1 且 %, 二 一 9， 即 把 序列 (一 9 ) 作 为 第 -个 
序列 ， 这 样 我 们 得 到 了 关于 9p 的 阵列 (9,:a < BAY FE: 
上 述 阵 列 的 每 一 选择 集 是 矛盾 的 ， 
假设 存在 这 样 的 一 个 选择 集 本 不 是 牙 盾 的 ,如 下 易 证 荆 满 足 
3.2.5 的 (1 和 (2): 忆 满足 (1 是 显然 的 .对 (52) ,假设 9 的 某 个 子 
公式 AGEL M Xt A ve 的 公式 序列 是 
CA hes Copei), 
(> Ader po)» at A de 4 — @ BUR 内 ， 
因为 荆 是 选择 集 且 不 包括 矛盾 命题 ， 所 以 一 人 ye& 古 ,因此 对 所 有 
r<¥,¢,ET. 反之 也 同 理 可 证 . 这 样 我 们 证 明了 本 满足 3.2.5 的 
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(GD 和 (2)、 显 然 ,一 pE 有 (事实 上 每 一 选择 信者 包含 一 内, 因此 据 
3.2.5, 一 9 是 可 满足 的 ,与 9g 的 有 效 性 矛盾 . 
下 证 :对 所 有 a 使 得 0 过 a 过 7Y, 在 BIO, 
py Pa" 


Ppp BLIO H It 0<e <7y, 若 4Pp,:8< 7 对 应 的 是 9 
的 形 如 一 少 的 子 公式 Vea V {Spp Bp, BYTER 
是 9 的 形 如 ,人 内 的 子 公式 , 则 ,V, gu 就 有 下 列 两 种 形式 之 一 : 

(1) V ‘A ges {rer E<Y}} ,或 

(2) Vir Ades ds A Ade Ge e g- 

G) 中 的 公式 就 是 人 we V NV ge RAE 2 显然 它 是 可 证 的 . (2) 中 
的 公式 就 是 公理 3. 所 以 ,上 od Po FUGA p= 一 9 E> Vp’ 


即 上 -一 VY se ,因此 我 们 有 
BAZM +e. O 
3.2.9 完全 性 定理 ”基本 系统 B。 是 完全 的 . 
EAR pina, BY, FE LAS, RT HE nw, 
0<7, <0 且 每 一 选择 集 是 矛盾 的 . 假设 对 每 一 n 使 得 0<n<<w, 在 
B. 中 ， E 9n* 据 完全 性 引 理 , 我 们 只 须 证 ， H 7M, Foe 


BEB FV ga MN mu 相对 B. 语 法 一 致 , 则 据 2.1. 19, 存 
在 某 个 BET. 使 得 py 相对 B., 语 法 一 致 . 据 归纳 假设 ,对 所 有 i< 
n FEE BY, 使 得 名 人 … Ag, 相对 B 语法 一 致 我 们 令 几 = 
gs Av A ps , 据 题 设 对 每 一 ”使 得 O<n<o By, H N, Pa BEV 


Bo HOBA V Pae 


Set 


因此 Pan A s V Pi .相对 B. 语法 一 致 ’ 因此 存在 Busi <4 E 


<i? 
a 


加 人 多 14. AIM Ba HRB da AER B。 语 法 一 致 . 令 王 -~ 


» 128 -+ 


(pp :2<w} ,显然 ,这 是 一 选择 集 如 上 证 ,的 公式 的 所 有 有 穷 合 
取 相 对 B。 语法 一 致 ,因此 2 ART. 与 题 设 条 件 相 反 . O 

注意 :在 上 面 给 出 的 完全 性 定理 的 证 明 中 ,公式 的 可 枚 举 性 是 
本 质 的 ， 下面 我 们 将 看 到 ,对 x 六 ws, 需要 增加 集合 论 背 景 的 公理 
或 规则 才能 保证 完全 性 定理 的 成 立 . 

下 面 首先 考虑 包含 Chang- 分 配 律 的 演绎 系统 的 完全 性 . 从 前 
面 的 2.1.6, 我 们 知道 VC 和信 9p) 是 Chang- 分 配 律 的 充分 必要 条 件 
是 (gp,:a,8<<7) 的 每 一 选择 集 是 芳 盾 的 . 

3.2.10 引 理 # 0<Y<e.CD; 在 B.CD,) 中 可 证 . 

证 明 : 设 阵列 (Ps:asp8<8? 的 每 一 选择 集 巴 盾 ， 首先 对 a <6， 
6 人 p<7, 通 过 重复 pp, 一 p 把 (yp,:a,B8<6) 的 每 一 横 排 (9,:8<<5) 
扩充 到 长 度 为 7 的 公式 序列 . 据 2, 2.7 的 广义 交换 律 ， 

B,(CDy) 上 Nee Apes 对 每 -- a 过 6. (3. 2) 
然后 对 Sa <7, 通 过 令 2。 一 9 来 重复 第 OME, POE 
Pr Ge BOD FE ANATMR EA Y eyes Boy). BP RRB, 


BCD + V (Ag) 一 VC 人 wo) (3.3) 
显然 ,如 此 得 到 的 阵 便 (pj:a,8<7) 仍 有 下 列 性 质 : 
每 一 选择 全 是 矛盾 的 . 
因此 VC 人 gs) 是 Chang- 分 配 律 , 所 以 ， 
B. (CD) 上 V (A Pa) (3. 4) 


从 (3.2),《3.3) 和 (3. 4) 不 难得 到 
BCD) F V (A 2o- O 
3.2.11 引 理 若 7Y<x 且 对 每 一 a <y, Y SY H 2 的 阵列 
Eaa CV < 的 每 -选择 集 是 矛盾 的 , 则 
BCD) E VC A Pa). 
证 明 : 类 似 3. 2. 10 的 证明, 通过 重复 已 有 公式 把 上 述 际 列 扩 
充 为 长 度 为 了 的 公式 序列 CI 
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3. 2.12 完全 性 定理 (Scott-Tarski,[1958]) 4 Y BUA 
数 , 则 By (CDy) 相 对 语言 Sr 是 完全 的 . l 

证 明 ; 给 定 Lr IRER Cpa <8, ALT) EP <t A Ht a 
<0,7。 委 $》 使 得 每 一 选择 集 是 矛盾 的 、 设 对 所 有 a 使 得 0<a <6 
且 在 B (CDO, A V , Pa' 据 完全 性 引 理 ,只 须 证 FV „Pr 


因为 (一 9,: ae. B<y,) 的 每 一 ve edi tb EE, 所 以 据 
3.2.10 和 3.2.11， l 


其 中 0. 一 人 一 py 据 我 们 的 假设 ,对 0<a < RIH H y op Pi 


以 ， + ,因此 据 合 取 规 则 ， 
F A es . (3,6) 


lea 


据 2. 2.709) FY cb), 


bt A 7G ON Ba) » (3.7) 
let 


联 立 (3. 5), (3. OMG. 7), A + Oo» ALE H TN, Poe 口 

3. 2. 13 完全 性 定理 (Scott-Tarski,[1958]) $ r ÆRA 
数 , 则 BfCDy:7y<<)) 是 完全 的 . O 

证 明 留 给 读者 做 练习 . 

下 面 我 们 来 考虑 包括 公理 D, 的 演绎 系统 的 完全 性 . 

3.2.143[ 理 令 « 是 正则 无 穷 基数 ,7 是 基数 使 得 (2 S, 

(1) CD, 在 B,D P THE. 

(2) Dy Æ B.(CD,7) PF iE. 

(3) EER Or SYA OK he ES) CER: FA AW O 
表示 函数 集 , 花 括号 内 的 人 太 表 示 基 数 ), 则 

B.D) + A, CAG iS SAG, a 


VERA: (1) ES, 的 阵列 《pg: 0 B<) HY 8 — 选择 集 是 矛盾 
的 ,要 证 VC 人) 在 B.D) 中 可 证 ， 令 (ge:$<2 ) 是 据 Dr 的 假设 
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”预先 选 定 的 PERBERA NE att 二 7} 是 一 个 矛盾 的 选择 
集 , 所 以 在 B.D;) 中 ， 
FNV Peco? 对 每 “<2 


因 为 2 <xc, 所 以 据 合 取 规 则 ， H A ONG oes)! mie Dy, 
b> V (Ave, 63 >> ACN 一 9o): 


tex wz 

据 2. 2. 7(5) SB, (Dy) + KAILA ; 

(2)-- (DHE AH RA. O 

3.2.15 完全 性 定理 ” 若 < 是 强 不 可 达 基 数 ( 即 “是 正则 基数 
H Ye => <r), W B Dr V< PEREK. 

iBA: AA <e <e. BE 3. 2.13,B.({CD,:7<x}) 
是 完全 的 ,而 据 3.2.14, RARER. O 

3.2.16 强 完全 性 定理 47 是 无 穷 基数 ， (2 *<eh 如 ,至 
多 有 Y 个 初始 命题 符 导 , 旭 B.(D;) 是 强 完全 的 . 

证 明 ; 今 PR=(p,:¢ <8) St 29 的 所 有 初始 命题 符号 的 集合 
使 得 PR 可 用 一 个 序数 OY 指标 . 对 PR 的 每 一 真 值 赋值 /( 咀 
然 ,PR 有 2 个 不 同 的 真 值 赋值 ), 令 9 二 AS d ,其 中 


1， f = pas 
roo=| ae 
0, fF G => pe 


则 f 是 唯一 满足 9/ 的 真 值 赋 值 ， 因 为 系统 内 定理 就 是 有 效 式 ,所 
LAB bare > 满足 8q. SAEZ, TIARE 

ip: TÈR p > B, Hig, f BAe > B, Op. 

据 妇 纳 原 则 , 易 证 和 4A 包含 Z. HRA BAS HES, A 
下 封闭 ,所 以 A=Form (5 )， 因 此 我 们 有 

SRR pB, Hlp- (3. 8) 

假设 E EIE- ARE, PEE -AMNH 上 .下 证 在 BD) 

中 ,Fg. REY, 的 所 有 真 值 赋值 的 集合 FOR) = {e62}. 
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把 多 (PR) 划 分 成 两 个 子 集 : 
FL={fi:f BRS}, F= (ff HBR E). 
WRG. 8), E B, 中 ,对 所 有 SJEF., 


Ope. (3. 9) 
对 所 有 SCH, FEE CES + op WP SEF, 
ZH—0. (3.10) 
F AN 一 如) (3.11) 
S Pay = Par bar = polt 2S BKB, G p= PHVA 3. LD MBA 
l t ACV pap) (3.12) 


acd Aca 


#2 Dy 和 3. 2. 14,Ds 在 B.D) PAE. Ae eR 8& 的 元 素 
的 序列 (ge:s<2?) 使 得 对 每 一 真 值 赋值 SE 2, bago =F a) 
(BA 12°" | 一 2 ) ,所 以 

BD) 上 ACV pap) EVON (p,))- 


因此 BCDy) 上 V CA fe (p>). BE 
fag? "F 


B.(D,) LV {0,262}. (3.13) 
A F =F, MEG, 99.2. 2.702 Cc), 
B.(D,) + V {2r E< p. (3. 14) 


因此 据 (3.13),B.(D;) Hp ,所 以 在 BAD) FS +g. 
E =O. UG C3. 100A 2. 2. 70) Wa) RMA T+ 
一 V (E<? .从 而 据 (3.13), 在 B.D) FA Eg. 
#F AGH 7,40 WRIT 7, 和 多, 写作 
F= {fro Kh}, F= tha EK). 
据 (3.9) 和 (3.10), 我 们 有 下 列 (3.15) 和 (3.16) 
FFVD >p, (3.15) 


fcr, ay 
x+A 70. (3. 16) 
E<T, 


“Fate 
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因此 据 (3. 13),(3. 16) 和 2. 2. 7(9)(b)， 
Zt V Or os (3.17) 
据 (3. 15) 和 (3.17), 王 Fep. O 
3. 2. 17 强 完全 性 定理 ” 若 * 是 强 不 可 达 的 且 S, 只 有 过 x 个 
初始 命题 符号 , 则 B.CitDr:y<xe) 是 强 完全 的 . 
WEAR: AAS. AY 个 初始 命题 符号 , 则 据 3. 2. 16 ,BCD;) 
是 强 完 全 的 ,然后 据 3. 2. 14 ,就 有 本 定理 . O 
3. 2. 18 完全 性 定理 (ARERR yY<<x, 则 系统 B.CDRy) 和 
B.Cx,-DRy) 是 完全 的 . 
证 明 : 只 须 证 B.C(DRy) 是 完全 的 ， 令 ‘py:0 CV PCT E Z. 
的 阵列 使 得 7<x; 对 a <y, Y KY ARAN HARE FT 
的 .假设 在 B.CDR) 中 ,对 所 有 a 使 得 0<a <7, E V po REE 
性 引 理 ,只 须 证 上 7 Vv Pe 
因为 对 每 一 了 ET BY f EET Y EE 
对 每 一 < LY, PO) E pp BCT ,所 以 《f(a) :a 二) 是 选择 集 , 因 
HE {>S Caa CVBA E - eT AK, BLL H Nofo). 根据 
2. 2.765), FA fle). AERA FEL gga), 
+ ,Ps ASC). 


据 DR, 9 上 了 了 和 09) 9 
因此 LAY pV fe 
AY 
j CY. P A LAM PON, Ge C3. 18) 
据 假 设 ,对 所 有 a 使 得 0<a <Y, H M Pas ,所 以 据 合 取 规 则 ， 
| A CV ppe 


Otay C A 
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再 据 (3. 18) ,有 
H a at oY, „Por 


因为 (gy> 一 J) 一 一 y kio res 所 以 b> Vv gy O 


注意 :到 目前 为 止 , 我 们 还 没有 用 到 8 1 的 代数 基础 下面 我 
们 来 证 , 若 yY 是 共 昆 度 为 om 的 奇异 基数 :7 一 UY, HHE ano, 
2Y, N Br CAD ) 是 完全 的 ， 证明 这 个 定理 ,不 仅 需 要 前 面 的 
代数 基础 ,还 需要 下 列 布 尔 代 数 的 概念 和 引 理 . 
令 三 是 名 :的 -语义 一 致 的 公式 和 集 , 因 此 三 的 每 一 符 <« 的 
子 集 是 可 满足 的 ,显然 下 列 关系 =: 
p= SO IF peg 
是 定义 在 公式 代数 (Lindenbaum-Tarski- 代 数 》 上 的 关系 ， 容易 证 
H=, 是 等 价 关系 . Slels= (gigas 如 )( 当 2= 和 0 时 ,我 们 省 略 下 
®) BS DES 的 所 有 这 样 的 等 价 类 的 集合 , 则 我 们 定义 具 
有 下 列 运 算 的 公式 代数 的 同 态 象 : 其 中 Y<, 
“[¢ls=[—elz» + A LAELA Al» y V [8]z 一 [V g] 
令 遇 (cei 习 是 代数 (BCSZ， i 卫 ) ,一 ,人 ，V ). 5 的 x- 语 义 一 致 性 蕴涵 
该 代数 是 至 少 有 两 个 元 素 的 非 退 化 代数 .定义 上 述 代 数 上 的 偏 序 
所 和 常 元 0,1 如 下 : 
Cel Sly]: STF ed, 
0 一 [LPA 一 由:*， 1=[eV els. 
3.2.19 引 理 (BATES. MIRESE, N BHD 
是 非 退化 的 ke- 可 表示 布尔 代数 
(2) 车 对 是 可 满足 公式 集 且 T={e: TE p MBS Dew 
手 一 非 退 化 的 了 x- 集 合 域 - 
证 明 : 先 证 (2) RR SE. eK Hf RMA SH 
RE) IFAR p e AOS SSE Bf BX o} Ml 
hp =F — hlo = ~hlp. 


ACA PD = N Alg) E<), 
AN = U hg) F<). 
因此 Rantpa) 一, 门 ,U) 是 一 个 -fxe- 集 合 域 、 易 证 
SE ge 名 ACM =h). 
因此 映射 gl[pjs) 一 h(9) 是 从 BC;3) 到 Ranth) LAOH. E 
PR, iem PBR ET. 

证 (1): 设 三 和 王 如 (2) 规 定 , 令 glyd =le] Hit g BM 
BLADA BCDE Aei ABH DE 
BCZ SH Axl SR, t H BCS. SF A EB 4e 
AS FR BB 4 DERE a BRA RRR. O 

令 加 ==(B,-,^,v ) 是 一 个 7x- 完 全 的 布尔 代数 ,其 中 B= 
Form(%.)， 任 给 BPR &, 的 初始 命题 符号 的 鼻 值 赋值 六, 则 在 
B 中 存在 Form (2.) 上 唯一 赋值 f°" 使 得 

D (pj) 一 /(p)， 对 所 有 初始 命题 符号 记 ， 

(Df p= ~ QO, 

BS AM=A fs 

D Vg =v F (9). 

我 们 称 S EB PRE IS HA GETS O= RT 
Axtet B 中 成 立 S 48 中 所 有 赋值 SOS 

注意 :上 述 对 -公式 的 解释 与 真 值 代数 器 ,。 中 的 解释 (代数 
SX LAA Bf EB 的 一 赋值 , 则 易 证 (Ran(f" ), 一 ,入 ,v ) 是 
由 Ran( ERA 8 的 、Aw- 完 全 的 ,Aw- 子 代数 . 

3. 2.20 引 理 令 吕 是 非 退 化 的 zx- 可 表示 布尔 代数 ,p 是 
绎 -公式 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 9 是 可 满足 的 . 

(2) pB PETRE K. 

(3) B 中 存在 一 个 赋值 f 使 得 FOAD. 


证 明 :显然 我 们 有 :(1) > (2) > (3)， 因 此 只 须 证 (3). > 
(D. BIB A 9 € Sub(p B MBE Af (AMR. AMR < 
是 正则 的 ,因此 epA<e PEARCE 1. 3. 2)， 所 以 存在 <x 个 
这 样 的 交 , 而 且 每 一 交 有 <wx 个 “ 合 取 肢 ”. 据 3. 1. 2 和 3. 1. 3, 存 在 
从 路 到 四 ,上 的 同 态 有 把 (PD 映射 到 1 且 保 持 8 的 所 有 子 公式 
所 对 应 的 交 . EIE A RE Sub(9)， 则 

AF (Ae =A af ENDE hf) CNG). 
因为 hh 是 同 态 ， WARGO) = Che f) (sp). BR, A= 
(ih (— =D AF p AE 3.2.5 的 (1) 一 (2), 因 此 oA B, 
中 ) 是 可 满足 的 . 口 

3.2.21 推 论 令 中 是 任 一 非 退 化 的 /Aw- 可 表示 布尔 代数 , 则 
下 列 命题 等 价 : 

(1) Fp. 

(2) ote B 中 成 立 . 

(3) HB 中 所 有 赋值 f ,f° Cp) =1. 

证 明 : 令 3. 2. 20 中 的 pg 是 一 9 ,就 有 

Eos 2 在 某 个 非 么 化 的 me- 可 表示 布尔 代数 tr O 

3. 2.223 SAES- AAR, B 是 Aw- 完 全 布尔 代数 使 
得 A 中 所 有 公式 在 路 PRL EBA; pH SHREE 
得 {f* (pes) FA 5EB, 则 f" Ope. 

证 明 :因为 公理 都 在 器 中 成 立 且 分 离 规则 和 合 取 规则 保持 性 
质 *f* ose”. O | 

显然 在 3.2.22 AEE SHED PR > pte DB 中 成 立 . 

我 们 称 公式 集 三 相对 演绎 系统 B.(4) 是 形式 一 致 公式 集 O 
存在 公式 CEB BAD ZTE GO. KPBS 

B.(A);2F pA—p.- 
E B.A) | pA 一 pp, 则 不 存在 公式 集 相 对 BAD BERR. 这 
样 的 系统 称 为 形式 不 一 致 系统 . 否 刚 称 为 形式 一 致 系统 . 据 演绎 定 
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理 , 若 三 F pAsp Nl IAR HTA AER At pAsp. 因此 
三 相对 B.(4) 是 形式 一 致 的 © 2 HB-B <e 的 子 集 相对 BCA) 
是 形式 一 致 的 . 称 pg 相对 B-(4) 是 形式 一 致 公式 > {gq} 相对 B,(A) 
是 形式 一 致 的 . 
令 4 是 有 效 公 式 集 . 因为 B.(4) 的 每 一 内 定理 是 有 效 的 ,所 以 
BeH > 三 是 形式 一 致 . BSAA RRL 
MFE FE p: E<) ,0<S<wx, 使 得 AAPA >p, 
但 上 Ago ple, EE Be(A) 是 不 完全 的 . 所 以 我 们 证 明了 , 若 
B.《A4) 是 完全 的 , 则 
三 是 (语义 一 数 的 总 号 是 形式 一 致 的 . 
这 个 命题 的 道 也 同样 易 证 ， 据 演绎 定理 , 易 得 下 列 引 理 ， 
3.2.23 引 理 相对 B.A), l 
(1) E BERS S IHE 的 子 集 是 形式 一 致 的 . 
(2) #7 2 BERRY AMAA pE., Eo, i 
DUD 是 形式 一 致 的 . 
(3) B.C4) 是 完全 的 > 对 每 一 公式 9， 
PEPA- Ri] 局 9 是 可 满足 的 ， 
(4) B.t 人 4) 是 完全 的 & 对 每 - -公式 集 三， 
SRAKA- SIA EXA. 
(5) BAA REY 会 对 每 一 公式 集 I, 
ERËRA- -KA S SRTR. 
(6) ZU {中 是 形式 一 致 的 S Ee. 
(7) I EEA -Hh > BU leh RM TU {一 9} 是 形式 一 致 的 . 
(8) 三 UV qe} 是 形式 一 致 的 , 则 存在 +<6 使 得 
ZUN ges 多 } 是 形式 一 致 的 ， 口 ] 
令 王 是 相对 Bo(4) 形 式 一 致 的 公式 集 ， 定义 Forno) EK 
关系 ~ 如 下 : | 
P~p ELgpeg 
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显 见 ~; 是 等 价 关系 , 令 | ells=(i9~. 0). 当 呈 一 纪 时 ,省 略 下 
标 . 令 BBA) ;3) 是 所 有 这 样 的 等 价 类 的 集合 , 则 我 们 得 到 具有 
下 列 运算 的 Lindenbaum- Da HH y<, 
-=| ols= ells, 
Alg l= i Ae le Vile@lls= l VR lz- 
& B=B B4); I)=(BB.4) 52) A Vv). S BERBER 
证 上 述 代 数 至 少 有 两 个 等 价 类 ,所 以 它 是 非 退 化 的 . 定 文 代数 L 
上 的 偏 序 过 和 常 元 0,1 如 下 : | 
lels Sigl: S tpy, 
0 一 | pA>glz 1= l py —>elz. 
因为 对 所 有 5<Y, | Aa lz Si g l EA S<, Tt pp => 
Z E o> 人 从 ,所 以 上 述 代 数 是 me- 完全 布尔 代数 使 得 对 所 有 << 
«, | A P #0 l N Pa AWE g Hes $<7}) 的 交 和 并 . 
设 Bo(4) 是 完全 的 , 则 对 任意 公式 pp 
B.A); Tb eed O TE Gey. 
因此 , | gz: 一 [由 :所 以 代数 加 (BA); 3 正好 就 是 3, 2. 19 中 的 
BFE FW 3.2.19 HH Bie, DDH BBA); DHE 
换 ,3. 2. 19 也 可 以 重 述 如 下 ，; 

3.2.24 引 理 设 B.C4) 是 完全 的 , 则 

d) 若 三 是 形式 一 致 的 , 则 对 (B,C(4) ;5) 是 非 退 化 的 ,Aw- 可 表 
示 布 尔 代数 . l 

(2) 若 三 是 可 满足 公式 集 有 是 E= {p:3F p), N BBA); =) 
同 构 于 一 非 退 化 的 Fw- 集 合 域 . 口 ] 

我 们 称 生 成 布尔 代数 于 的 集合 C 是 自由 集 > 每 一 从 C 到 任 
ARRE B, 中 的 映射 能 扩张 为 从 名 a B, 中 的 同 态 .这 时 的 
B 称 为 自由 布尔 代数 . 

从 下 面 两 个 引 理 可 得 ,代数 BBA) =B, A- 
完全 的 自由 布尔 代数 使 得 对 所 有 PE 4,y8 在 见 (B-(4)) 中 成 立 . 这 
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就 意味 着 , 任 给 Fx- 完全 布尔 代数 名 (B.(4)) 使 得 对 所 有 PE Ang 
ED 中 成 立 , 则 存在 语言 Z. AA BB CARD EN Ace. 
特别 是 ,布尔 代数 路 CB,) 是 .Aw- 完 全 的 自由 布尔 代数 ， 事 实 上 , 若 
3C 吕 且 全 形式 一 致 , 则 映射 (i ps) 二 pls 定义 了 -个 从 
B(B,(A) ; =) Bl) BBA) 2) ey Alas. 

3.2.25 引 理 Æ IHX B44) 形式 一 致 ; 则 对 所 有 PE Ap 
T BBAD PRU. 

证 明 : 令 B=B(B,(A) 5), EB 中 对 初始 命题 符号 的 任意 
赋值 我们 须 证 明 对 所 有 PCA. (二 1， 因 为 把 某 个 等 价 类 
| ol] RRA 经 .的 每 一 初始 命题 pe 或 po， 所 以 存在 从 所 有 这 样 
的 初始 命题 符号 集 PR FS WAR OR ge 使 得 六 pe) 一 
lg ls ， 因此 对 所 有 初始 命题 pof o= IS le A 
Af", SE 和 把 公式 gp 映射 到 路 HER Iel :> 的 函数 都 是 we- 同 
态 , 所 以 施 归 纳 易 证 ,对 所 有 公式 9 ,了 f' (9) 一 Se (9) jiz. 特别 是 ， 
E pE A, 则 SP (9) 是 8 的 -个 特例 , 因而 是 B.C(A4) 的 公理 ,因此 

f° (内 一 || S¥@ :=1. O 

3.2.26 引 理 设 加 是 韭 退化 的 ,Aw- 完 全 布尔 代数 使 得 对 所 
HEAL RET, A CERAT ERB, S SH 
(pc EC}. 对 每 一 -EC, 在 四 PRERE Sp =c KARLA I 
一 {P;9 是 和 .的 公式 且 (p71) W 5 HM B.CA) 形 式 一 致 且 
BVrBVB.(A); >), Ak BE LUBADA AB. 

证 明 : 若 在 出 .CA) 中 王 Fyp , 则 据 互 的 构造 和 3.2. 22,6 p= 
1. AND 中 1 天 0, 所 以 三 相对 B.(A) 是 形式 一 致 的 ， 因 为 C 
Vk- 生成 器, 所 以 Ran(f=B. & Sf M=f @). WE 2 
Eppe E, HA || elle= ll oils BUR ACS Cp) = || ¢ lÆ 
KBB BBA; ES) 上 的 函数 Blilells= lls. Met eey, 
3.2.22, f pepsi ERRARE. S O =S a, A 
此 无 是 单 射 ， 因 为 f° AREA pRB oll :的 通 数 都 是 过 <- 同 
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AS. ERR A 也 是 ,Ak- 同 态 . 因此 BSL BaD. AWB | ello 
映射 到 || ol) AMR BE EA, AA BS 是 路 (B.C(4)) 的 Aw- 同 
Ae. O 
3.2.27 完全 性 引 理 ” 令 7Y 是 无 穷 基 数 ,x 是 正则 无 穷 基 数 , 则 
tS, HARARE A, FA GASH: 

DAL. 有 7 个 初始 命题 符号 , 则 B,CA) 是 完全 的 . 

(2) L. AY 个 初始 命题 符号 , 则 人 (B.C(A4)) 同 构 于 一 A- 
集合 域 . | 
(3) 每 一 具有 7Y 个 Au- 生成 子 是 使 所 有 PE4 在 其 中 成 立 的 、 
Ace- 完全 的 布尔 代数 见 是 ,Aw- 可 表示 的 ， 

证 明 : (1) > 2). RRS AY Pe wees. Ba), 
B.t4) 是 完全 的 . 令 =p: bE ORAM ATM, My BBA ;2) 
一 外 (BC4)), 据 3. 2. 24(2) ,加 (B.C4)) 同 构 于 一 Aw- 集 合 域 . 

《2) > (3). 若 题 设 给 出 的 思 是 退化 的 , 则 中 只 有 一 个 元 素 1 
二 0, 显 然 , 它 是 只 (B.C(4)) 的 同 态 象 (只 要 令 hCE gpl) 二 lw, 其 中 允 
KA, 的 任意 公式 ,这 样 的 显然 保持 市 尔 运 算 )}. 车 路 是 非 退 化 
的 , 据 3.2.26, 中 是 加 (B.C4)) 的 ,Fw- 同 态 象 ， 据 很 设 (2), 在 上 述 
两 种 情况 下 , 守 C(B.《4)) 同 构 于 一 Fw- 集合 域 ,所 以 BS 是 这 个 集合 
域 的 同 态 象 ,因此 中 是 Ac- 可 表示 的 . 

(>). 假设 L. 有 7 个 初始 命题 符 导 , 则 嘻 (B.(A)) 由 
(lel ;pp 是 红 的 初始 命题 符号 },Aw- 生 成 , 且 这 些 元 素 都 互 不 相 
同 - 因为 所 有 的 PE4 在 这 个 代数 中 成 立 , 所 以 据 (3) BBA) 
Aw- 可 表示 的 .因为 公理 都 是 有 效 的 , 且 推 理 规则 保持 有 效 性 ,所 
以 9 一 上 ?. 据 3.2.21, 若 FPp, 则 ?在 所 有 uk- 可 表示 的 布尔 代 
数 中 成 立 . 特别 是 ,对 赋值 SCO = | ol AS’ =| ell =LA © 
此 Fg ,所 以 加 (B.CA4A) 是 完全 的 . OF 

EME AE 3. 2. 27 中 关于 7 的 条 件 删 去 , 则 3. 2. 27 Bre: 

rs 每 一 使 得 入 中 所 有 公式 成 立 的 

WA ea 
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本 节 前 面 的 诸 完全 性 定理 都 可 以 看 作 是 相应 的 、 我 们 已 知 的 布尔 
代数 的 表示 性 定理 的 逻辑 表达 . 

下 列 引 理 是 关于 Chang- 分 配 律 的 7Y- 可 表示 性 - 

3.2.28 引 理 ” 令 Y 是 无 穷 基 数 , 则 7- 完 全 布尔 代数 员 蚌 六 
可 表示 的 Bm PHBE. 

若 BB 的 元 素 阵 列 (bog;a,PP 过 7) 的 每 一 选择 集 色 会 至 和 补 对 ， 则 

AGEL (3.19) 

WEAR: AB 满足 (3. 19》, 则 公理 CD, BRE B 中 成 立 , 据 3. 
2. 12,Br+ (CD;) 相 对 语言 经 ;是 完全 的 ,再 据 3.2.27, 风 是 六 -可 
表示 的 ,因而 也 是 7Y- 可 表示 的 . 反之 ;车 中 是 XY- 可 表示 的 且 
AQ DAL 则 根据 3. 1. 3, 存 在 一 个 从 Bas, HEAR A TH 
7M OA ba) RES BY ATTA <A REPT A BY BCA bo TA 
HOFF CA bee). 因为 在 B, 中 , ACY, -2op) 一 1 斯 以 存在 选择 函数 
FEY 使 得 对 所 有 a <7Y，- 丰 (5ro =l, A, (berae 之 7} 是 
(bea 0s PCN 的 选择 集 目 不 包含 互补 对 ,矛盾 癌 ] 

3.2. 29 引 理 令 Y 是 无 穷 基 数 , 则 六 完全 布尔 代数 内 是 
7- 可 表示 的 S BRR RAR: 

任 给 DAD Fo FI (bps BOY) AE At PAL a CYN bop 1s 则 
存在 选择 集 CRA CULE RES E Ab. (3. 20) 

TE BA BE 3.2.28, 只 须 证 (3. 19? 等 价 (3. 20). BZ. 19) 成 
Ve 640 AA EBA e a BOY) ERM TA a ly Nes 1. 
构造 新 阵列 人 desc,8<<y) 如 下 : 

(batr hs) 其 长 度 为 7， 
《 -bah CT), 对 a <7. 

假设 对 (bw:a,8<Y) 的 每 一 选择 集 C,CU LO} AE Baht. Ae 
CU 人 ty 的 两 种 情况 : 若 C 包含 一 王 补 对 , 则 《dwg:&;8 二 7) 的 每 一 选 
择 集 也 包含 互补 对 . BC 中 用; 则 (qdwp:a,8<7) 的 每 一 选择 集 有 
它 的 补 元 2 此 外 (ee:a:p<Y) 的 第 一 排 都 是 -2, 所 以 它 的 选择 集 
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都 包含 区 ,因此 新 阵列 的 每 一 选择 集 仍 包含 互补 对 , 据 (3, 19), 
V AID 


因为 对 所 有 a <M bap = 15 BELA 
VCA dag) =b, 


azy BY 
因此 b=0, 7 E. 
反之 ,假设 (3. 20) REIL, AT PEG baa BLV ETS 
CCU EBE—HI I. BREE EREA , M | 
>b =V CA bea) Æ 1, 
Md bAo: 构造 新 阵列 如 下 :对 每 -- a 二 7, 每 一 横 排 的 长 度 为 7， 
CA bogs Os bd Js (3. 21) 
¢ Op (3,22) 
显然 ,每 一 横 排 都 有 并 1. 据 (3. 20), MIX TEE ETE D 
使 得 DU {6} 不 包含 互补 对 ,但 这 意 昧 ,对 (3.21) 类 型 的 横 排 ,对 每 
= <Y, 只 有 - A beE Ds 对 (3. 22) 类 型 的 横 排 ， 对 每 一 a <Y, 对 
某 个 BY, -ba E Ds AUK C= {bags bap E D) FEV PEA (hag 1, BY) 
KERE. 显然 C 不 包含 互补 对 ,了 矛盾， 口 ] 

“3. 2.303l 理 + 7 二 UX., 其 中 每 一 7, 是 小 于 Y 的 无 穷 基 
数 , 若 昂 是 7 完全 的 布尔 代数 且 对 所 有 n<w 满足 7Y,- 分 配 律 ( 参 
3.1.5) WER RRK. 

TEARS 640.4 SBI baen BLN (EBM A a YY es 
=1. #6 3. 2. 29, 只 须 证 存在 该 阵列 的 选择 集 C 使 得 CU 15}) 不 包 
SEA. MAPA nco, WARE <M 对 nwa <¥ ,递归 
定义 =Y UM den= N, bap: AC 是 关于 5 的 选择 集 局 SCY 


且 对 每 一 &« <6,C 至 少 包含 给 定 阵列 的 横 排 (i544:8 过 7) 的 一 元 素 . 
我 们 来 证 明 : 
E dA inco, FAK f:6,70 RH 
da A dasa #0. (3. 23) 
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因为 对 万 有 a <7, 1= V bey v duns UATE 
d= PA A { v Gands 
BECO, .w)- Ada ví .Ad FO. BERR Eh ,对 某 个 FE 
w, dn A dr 天 和 TLC. 23 ?得 证 ， 
类 似 地 。 我 们 来 证 明 : 
主妇 dEn wma 和 Oin Ë d=. A dons 则 存在 关于 全 
aie Ee CRB da ACHO. (3. 24) 
国 为 ds A den =A CV bap) :所 以 
O4d=da ACV ba) 
od MEB, 
据 代 数 变 换 ， 对 某 个 fro dA oy, by, fia ,天 全 . HEI n :7,)- 分 醒 律 ， 
ZEE C= lbo reia <8)» 显然 C 是 关于 5 的 选 择 集 ,因此 (3. 24) 得 
iE. 
据 (3, 23) E f E a thig bat A def in) FD. 下 令 Gam = 


{aE do: falad=m)}. TAA de, FPL 
bal er ys A dig 


on yg 


3. 24) ,在 在 一 关于 3 的 选择 集 Co 使 得 
bal A daf) A ACU. 

下 面 我们 施 归 纳 来 构造 关于 5. 的 选择 集 Cu， 假设 对 Ar, 

我 们 已 经 找到 函数 fd, ew 各 CC 使 得 
bA AK aoe dafa) A pa AC +0 (3. 25) 

H Ci ÆR FU (òy: 7 一 大 的 选择 集 ， Hip da= {ea <: A 
F(a) =f) FET Am RPN E. 25)。 的 fa Crer 

F bbn ACK daro) A AAC HG. 25) RF BR 

fas ] ,人 一 > 加 使 Da A 《 A daf ur) =d, 0. 
下 而 我 们 来 找 关 于 
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U 653 十 7 一 2 十 1) 一 : 
人 os+l U in U Aas US 1 一 U eek Ud, 1,0 
的 选择 集 Ca. AA 
dn A dah ca SA {dant rs ® <a nails 

其 中 第 二 个 不 等 起 成 立 是 因为 Soup io H f(a)=n 十 1; 所 以 据 
(3, 24) ,存在 一 个 关于 Do 的 选择 集 Cl, Ee en ANCHO. 
FH AA Es ER <n 和 关于 Bint ie HAY HE FER Cin EG 
dain Cat1^ ea ACi A0 BA da+41 的 构造 ， 

An ANCA AAACN AN {do a Or) 

. . SAN {danir E Orai}: 
从 (3. 24) 又 可 以 找到 关于 641. ERR CHEB 
darin A ACA FO. 
ec, n= UGH , 则 drein A Cat 0, BP 
[è “A AMA desi) A 《A A C:)] A A daf ce) A AC, £0 + 

所 以 [6 入 ,A CA dasa ACA ACOTA RIE T Cou AR 
们 需要 的 性 质 (3. 25.41 

这 样 据 归纳 我 们 完成 了 对 C.+1 的 定义 . 令 C= UC,, 则 C 是 
整个 阵列 (bsp:a,B8<7) 的 选择 集 ， 因为 对 所 有 nwb a A ACH 
0, 所 以 CU 不 包含 互补 对 ， 口 

3. 2. 31 完全 性 定理 4 7Y= UY, AI — n<w,2°<7, WY 
Brt CA Dy ) 相 对 Lr EEEN. 
” ”证明 ;因为 每 一 Ye<7, BELA A (Dw) 是 Hy AK HE 3. 2.7 
(2). AD 是 有 效 公式 .假设 器 是 具有 AT FEA 
AD;. 成 立 的 AY!- 完 全 布尔 代数 ， 显 然 对 所 有 nco B ET, St 
配 律 . 据 3. 2. 30,8 是 .AY1- 可 表示 的 . HE 3. 2. 27, Br CAD, ) 相 对 
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Lr BEM. O 
AR: HA7 RARER. LAB. 2.15.5, eT AR 
达 力 相间 . 


练 习 
3.2.32 证 明定 理 3.2. 13 和 引 理 3. 2. 23. 
3.2.33 相对 语言 Lo ,有 无 具有 完全 性 的 演绎 系统 ? 


3 3 ”谓词 有 和 辑 的 完全 性 定理 


3.3.1 定 义 OY PAB ACY BRR, KO AER 
小 的 基数 «使 得 (1) Ye, (2) MIRA P< fee. 
3.3.23| 理 «7 ,4) 有 下 列 基 本 性 质 ; 
A) ISe ,DVD EN. 
(2) AK Ot a). 
(3) 若 4 是 正则 基数 , 则 KO A= UY. 
(4) EIKO ,), 且 对 每 一 1€ET,15, | 过 4, 则 
Usata). 
证 明 :(1) 和 (2) 是 3. 3. 1 的 直接 推论 . 
(3) + w= UY, TAR “满足 3.3.10, Fr RAE < 满足 其 
(2): 5A e= |SS| HP S= {s:s 是 震 委 的 序数 的 序列 且 |5|<a)， 
但 e HEF IT =| (51s ARLY 的 序数 的 序列 且 |s| 过 4} |， 因此 
RAE 4 OLSA, MA AAT? BS POR H.R f= fel < 
DET FBR g N= fer) ,其 中 “表示 序列 之 间 的 下 
MEW (concatenation). AA AREY BARA eC OES, ea 
连 运算 的 性 质 , 可 以 证 明 g 是 单 射 (参见 Karp 的 [1964],Ch. 2). 
“(4) 该 证 明 分 成 两 种 情况 : 
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情况 1 BEA HT] | USII = <e ad. 

情况 2 假设 17| <A. König- RCH A Jech [1978]; 
p45) 6[US)|<|a'| REAR, A Ke, a. O 

S 是 Cap@ABREER. # pE n=, WK 2.) oH 
ENR; PH Pa E<, HE <<a, MRR F< Eo 
EMS. EN: 由 (函数 符号 和 ?其 它 项 梅 成 , 则 这 些 项 及 其 上 AS 
称 为 1 的 子 项 . 

3.3.33| 理 or] HYS SVa BRE o PHA 
的 <, 个 个 体 变 元 的 集合 , 则 存在 项 集 Term 使 得 若 A 是 

{SF (H ;9E Subla), fE Term™™ } U (t= :t,t E€ Term), 

则 下 列 条 件 成 立 : 

(1) 4 中 原子 公式 的 主 项 和 Term 中 项 的 子 项 在 Term 中 . 

(2) 4 的 每 一 公式 和 Term 的 每 一 项 有 < 个 自由 变 元 . 

(3) 1Term | =«(¥t, A). 

(4) SEA WH ESCA E Term 的 所 有 变 元 在 Y 中 . 

(5) |A{=x(7*, ad. l 

证 明 : 令 =r, à), Term, SYU (o 中 的 个 体 常 元 )， 

Ho PHA MAAS. MU HUE Term, 满足 条 件 (1) 一 (5): 因 为 
据 1.3. 2(1) ,我 们 有 (2). 证 (3): 因 为 zy+ 是 正则 基数 ,所 以 施 归纳 
易 证 o 的 个 体 常 元 的 基数 < 六 ,所 以 委 <, 因 此 |1Termo| 一 <，(4) 显 
IR- IEG): HE 1. 3.2(3),|Sub(o) |<". 对 每 一 子 公式 9 ,存在 
|Terms P| T oR, te BP FFE | Terme’? | 个 代 换 特例 .因为 
|Fv(9) |<a, HIRA E< = 6, BREE FAS p ,有 “个 
FPR EES], ATLL | Al = |Sub(s)| + «ete=«K. 

Ho SABRES , 则 我 们 分 以 下 两 种 情况 讨论 之 : 

情况 1 假设 pA BPR A AT RER): G Term E Term, 相 
对 ga 中 的 函数 符号 根据 项 的 形成 规则 封闭 的 闭 包 . 据 p 的 正则 性 ， 
Term= U Term, H p3 O0<f<p, Term, AAEM F Ece) 
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AUB Fo HS om RS Bt — EKL ate E U Term, 
显然 ,Term 满足 (1) 和 (4)， 对 (2): 因 为 项 的 长 度 <<p, 在 情况 1 的 
条 件 下 ,pe 二 4 且 o 的 每 一 子 公式 pg 有 < 个 自由 变 元 ,所 以 车 f€ 
Term? , MJ (FY (SF; (ISLI FvO e LA UEO. EA 
|Term | =x. #¢>0 且 对 7 <t, | Term, | =x, NE Z č =e, ARR 
[Tem | =x. AH "=w, FRY |Term| =x, Bl Term 满足 人 性质 
(3). 由 此 有 性 质 (5). 
情况 2 假设 PLEA TESS 1 章 对 Soy a DE A 是 正则 基数 
Apexi. 4 A= ISFA pE Sub(o) A FE Term,” }. Ht r<, 
任 给 Term, 和 4., 我 们 来 定义 Term, 和 A:S Term, ZUA 中 公 
式 的 项 的 集合 ,= SFA :pESublo) H FE Term”? )}, Term= 
UTerm, . 车 gE Sublo), 则 pg 有 <4 个 自由 变 元 , 因为 4 是 正则 基 
数 ,所 以 对 任意 Fe Term™”, 存 在 [过 4 使 得 fETerm™”, 因此 A 
= UA U tat: tE Term). 由 此 可 得 (1). WEAF g< RN 
来 证 明 (2) 一 (4). BAR, Term, 和 A 有 性 质 (2) 一 (4). 假设 对 所 有 
r<, Term, 和 A 有 (2) 一 -(4)， AEA, AB Term Ma. BR, 
Term, 中 的 项 是 某 个 A PAM FO, BARR. EA <A 
的 自由 变 元 且 这 些 变 元 都 在 Y 中 . 若 YESub(o) 且 f€ Term”, 
则 Fy eSF E U {Fv Cf Cy) ry € Fv(9)), 而 所 4 的 正则 性 ， 
U {FyCFOD);yEFv(9)) 是 Y WEA WTE, BELL Term, M dy 
有 性质 (2),(4). 因为 对 <0, TAIZ. | Term, | 二 x, 所 以 对 工 
<E, |4 |= (Sub(o)|- 1Term | = x, Ak | Ual=t * K= Kk. 
UA 中 的 每 一 公式 对 Term, 至 多 贡献 了 7Y 个 项 ,所 以 | Term, | = 
< ,7 一 “, 所 以 (3) 得 证 . 因为 , |A| 二 UaU (u =ty 1) 5t2€ Term) | 
=cete=—« fF OS BE. O | 

3. 3,4 记 号 为 了 方便 ,以 后 我 们 有 时 把 公式 8 写作 ox), 
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甚至 X00),…, 义 (€),…), 其 中 六 是 个 体 变 元 序列 使 关 无 需 含 
中 所 有 自由 变 元 且 X 可 含 不 在 ?中 的 变 元 . 令 了 是 从 Ran(X) 到 
某 项 集 的 函数 , 则 PC eX =F (X (0) ,ACX(E)),…) 表 示 首 
先 改变 p PHARETR S HERA. REA XERE 9 
中 XX() 的 自由 出 现 . 注意; 这 里 需要 假设 在 代 换 时 存在 足够 多 的 
BPE 中 、 也 不 在 任何 FOX (OE) Py ETE. 

3.3.50 MESH Sob Lmt FER Mr pT 
不 在 o 中 出 现 的 .由 “7 ,) 个 个 体 变 元 组 成 的 集合 Y. 如 3.3.3 
那样 构造 集合 Term, A, MTA PAS: 

(1) 是 可 满足 的 . 

(2) o A- RESO, AR. 

(3) HEARSE pRO 4 o A (t=7:1€ Term) HE: 

DER FUELO, F Cte :<4) 在 Term 中 , 则 
{e=te E<) Zo => F(t: F< F Cte E<) E D. 
@ Ë = =A N | 
tote „Et sth EO > t =t ED. 
© 若 原子 公式 Re f<9) Re <E A, itl 
(=t: F<} U {RO ELDIED > RU: E< NES. 
D H pPEAM pE S EO. 
®@FAYVEAM Areg se vos". 
© 若 YXqEA,( 这 里 为 了 直观 用 Y 作 为 初始 符号 ), 则 
VXPE® © (SF, Cp) :g E Term*) CS, 

证 明 ;(2) => (1) 显然, 所 以 下 证 (1) => (3),(3) 一 (2). 

(> DD: Reo BRE Wo ARAA RERA H 
BE S E D= ip :六 上 多 六) 满足 条 件 由 一 @@， 易 见 对 对 的 任 
BRE P, 赂 满足 四 一 加 ,所 以 非 平凡 的 情况 只 是 对 条 件 @@ 的 
验证 . 首先 把 A ee 

VXoe,>° + WX pg, 50 pa. 
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所 谓 上 述 量 化 式 的 证 据 公式 的 序列 是 指 下 列 公式 序列 ， 
O RB Xor p g Ka) Baa; 
其 中 每 一 gy FEM Xs 到 Y 的 单身 ,对 r 沽 Bp,Ran(@) 站 Ran(g) 一 - 
人 3, 且 对 + 二 B,Ran(gs) 的 变 元 不 在 YX.p, 中 出 现 . 这 样 的 函数 序列 . 
EM WRB: Rist <P RAH ge DARAY 中 只 有 
AEA Ranlg.) AH r <p Y 中 只 有 <4 个 变 元 在 VX 
中 ,所 以 据 3.3.24), r LBY 中 有 x 个 变 元 不 在 Rantg) 中 ;对 
LPY 中 有 x* 个 变 元 不 在 YX,p 中 ,因此 我 们 能 找到 从 Xp 到 这 
FE) EIN FHT wy, 

令 W= P XAY Xpy wee 的 任意 赋值 FE 4” , 施 超 
FAA ,我 们 来 定义 从 Ran(gs) 到 4 的 函数 hs 使 得 若 PE AEE 
这 祥 的 赋值 :对 <A, A Ran(g)h A, AMR Sf, RUE 
Wel fol BRM r <P, CAR h, RATER HB hp > fr € 
A™ 3} r <8, Ran(g) EE A, o EIRE S. EWE VX ee J Ml 
令 hs 在 RanCgp) 上 是 f, 在 这 种 情况 下 我 们 有 大 = Se LL ME - 
VX eC Fo], Ae A FWL] SUE Xo, Lo] MEEA Xp 到 
A WY RAR A AE UE CFs AT ERE hy E hoe 和 在 Xo 上 
相同 ， 据 了 的 性 质 和 A 的 构造 ， 

Ran(g) N Fv lp) = =, Rang) VF v(g,) =Ø. 
LEA Rant) N Ran =. A fs 和 fy 在 Fv(g,) 上 相同 , 因 
H Sa W fa RE Ranged ERF A 
AF plath] SAF elf, x A] 
SAF pla eo Xadl fax h] 
F = UE ggs ° Xa fe), 
CESAR F PA A FWL 归纳 至 此 完毕 . 

Sp, = {pA k AAN EA fe A Sp E FvW) LHE BERL 

对 所 有 LLA EWS] RER NE VX LF], WRIA A E 
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?, (a “站 9)[ 上 fs]， 但 因为 Y 中 没有 变 元 在 4 的 公式 中 约束 ， 所 以 
G, (a Xp) 二 SF p). RERE 再 有 性 质 @@ 就 很 容易 了 , 故 略 . 

(3)> 1). 假设 (3) 成 立 . 我 们 要 构造 a Hc AME 
AU. AEDE RERO OHS o 和 位 二 t:1:E Term}. Æ 
X Term 上 的 关系 过: 

tet © =t, ED, 

据 条 件 令 可 以 证 明之 是 对 称 和 传递 的 ,而 自 返 性 显然 ;所 以 之 是 等 
WHA. 下 面 用 [tJ] 表示 以 z 为 代表 元 的 等 价 类 . 令 匀 的 个 体 域 
入 是 所 有 这 样 的 等 价 类 的 集合 , 据 3. 3.3(3) ,|1Term| 一 <(CY ,1)， 
PELLA Set , A). 

国定 yE Y ,我们 来 解释 7+ acl FES : 


对 个 体 常 元 c， 

oe cls, #c¢c€Term; 

j -| 否则 . 
对 元 函数 符号 F， 
CE ELEn’ BAH E.R 
. te E [ce 使 得 
F* (Cael ELE = F Cte <o) 
€ Term; 
Lyoss 否则 . 

多 的 性 质保 证 这 些 对 应 是 单 射 . 最 后 据 的 性 质 包 一 四 对 等 说 
=H 7) ERRE R 解释 如 下 : 


A F =z [Lad » Ca). 
S ËB bE lade, hE la 1H =E ANS, 
WE RUEL Cae). 67] 
S EX, E [ae] 使 得 R(te;E<DEANG. 
令 了 是 如 的 任意 赋值 使 得 对 yEY,fty) 二 [yjs, 且 对 o 中 出 


现 的 每 一 个 体 常 元 c,f(c) = [cjs 施 归纳 于 项 ,我 们 用 下 列 方法 . 
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把 了 扩张 为 Term ERRE S” 2 Fee F< 0) E Term, WI H— E 
<E, e€Term. PEARY F GOSU ,因此 定义 、 

SF tes € SD Y= (te), ELO = CF te eH.. 
所 以 对 所 有 :ETerm, 我 们 有 f° O= GI. 为 了 简便 ， 下 面 我 们 对 
SA FARMS. f 

最 后 我 们 施 归纳 于 公式 的 构造 步 对 的 区 (到 1. 3. 14) 来 验证 ， 
对 所 有 GE AA Term 上 的 了，- 

LEAS] S ges. 

BA 0 的 公式 是 原子 公式 . 考虑 原子 公式 Re; cpe 因 
为 对 每 一 上 <7,， ee Term, HLA . 

Ur Rete: é<plf] OWE Rte: <p Lf (te): ez] 

S Ue Ree: ELp (Cal. F<] 
S RED ES. 
对 等 词 也 类 似 可 证 . 

假设 秩 小 于 9 的 秩 的 公式 已 有 要 证 的 性 质 . 当 g= sy 的 情 
MDE p= A REA, 则 对 o 的 菜 个 子 公式 清和 某 个 函数 ge 
Term’ re =SF, (gs). 所 以 o EHN A pe- Sik p= ASF, (he), AT 
每 一 6<6,9. 是 SF, (Ye) ,所 以 每 一 EA 因为 每 一 p HRDF p 
的 秩 , 据 归纳 假设 ,对 所 有 ECAA F af go. HOMER 
OF | oe 

N E afl = pe @. 

最 后 假设 p 二 YXY, 则 对 o 的 某 个 子 公式 6 和 某 个 函数 gE 
Term™ ,gp 二 SF,(9)， 显 然 9 形 如 YXY ;因为 Y 中 的 变 元 不 在 9 
中 出 现 , 所 以 gq =YXSF,(y ). Æ hE Term”, Hi 

SFE C) ESFE (SFE O (yg')) =SFROOG@ IEA 
E ARAR 9 的 秩 , 所 以 据 归纳 假设 ， 
AESF] S SF ED. ` 
HO MEO, 
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对 所 有 AE Term®, UE SF, CHILL] © pE d. 
EH Y HERDE p HERO H A BTL | 
— UE GSI HMA hE Tem”, WE SFL) LSI. 
RS RUE SLM ALC AT EAR UE gL h] REMAX 
到 | Term By Pa A HFRS rE X ADEA). 因为 在 Term E 
FOSU ADL Se A 二 ;因此 
WE elf xh] > HE SF, PLA. 
至 此 归纳 完毕 . 综 上 结果 ,我 们 有 处 上 ASI S pE ©. 因为 @ 是 可 
满足 的 且 ceo, Fo BREW. O | 
”注意 ;3. 3.3 和 3. 3.5 要 求 o 是 句子 ,而 不 是 公式 ,但 这 些 限 
制 不 是 本 质 的 ,从 可 满足 性 的 观点 看 ,自由 个 体 变 人 
” 际 上 无 法 区 别 . 
下 面 我 们 证 明 由 3. 3. 5 得 到 的 关于 L6wenheim-Skolem- 定 理 
.的 两 个 推论 ,尽管 集中 研究 该 定理 是 第 11 和 13 章 的 工作 , 
3.3.6 Vy inf F-Léwenheim-Skolem-F FE 今 荆 是 . 
Ly se NAF BEE SII LEAT EA, |E|F= |Z] , 则 
SHRM SARSIS HRE. | 
. TEHR: S o BASU o BS iste AAT A KAE D= 
ISI. 据 3. 3. 5, 就 有 本 推论 ， 口 
3.3.7 L pila) F-Léwenheim-Skolem- 2 (Ri S E L mor 
句子 集 且 有 模型 处 , 若 y 是 基数 使 得 对 所 有 E<, =y, Het 
121 志 7 之 |41, 则 有 舌 为 7 的 模型 . 
WER: S| A Bi TR CB (ce F<} LS 
a= ANZA 人 (lec): E OY 使 得 EAL}. 
WW o Sy AFA OO A=. 据 3.3.5.0 FRY 的 模型 . 
fio 的 构造 ,o HB—-RAN ES PUI. 口 
S Bax (A DEB 2 章 定 义 的 演绎 系统 , 易 证 
pg e Bom AD Hpg 


是 Form (He LA SURR- RNS B(Bm(A32)) 是 所 有 这 样 
的 等 价 类 1 oll = {%:p 一 分 构 成 的 集合 . 由 命题 联结 词 导出 的 ;在 
BBa (4A30)) 上 的 运算 定义 如 下 ;其 中 7<x - 
= gl = >i ， : 
Allal=tAel. Vilel=lVel- 
$1= | evel ,0== 上 pA 一 p 上 |. BR, B= B (Ba (As) = 
(BC Bryn (4; 人)) 7 Aa Ae REAR. EMF: 
il il <I gll Banla D py. 
据 约束 变 元 变换 律 (2. 2. 14) 和 公理 4, HARRER f: x> 
Term Z gion) + 
| yxpf < ll oF 2X) N- 

FRAR | YXP EKE Kf。X) 上 的 最 大 下 界 . 
”注意 ;我 们 也 可 以 如 第 2 节 那 样 定义 人 ww 的 ,相对 公式 集 
的 等 价 关系 一 :， 但 是 由 于 我 们 后 面 要 证 的 定理 没有 强 完全 性 定 
理 ,所 以 这 里 采用 简洁 的 形式 . 

3. 3. 8 完全 性 定理 ”假设 cr 是 无 语言 使 得 对 所 有 E< 
4,7 一 7, 则 B 一 Bytw 《CDy;DCy) 是 完全 的 . 

证 明 : 据 3. 2. 7,B 中 可 证 的 公式 曾 有 效 ， 据 2. 2. 15， 只 须 证 
L rr 的 每 一 有 效 句 TEL rr 表述 的 B 一 Bri (CDr DC H 
ME RP Z += Fyre UCC 是 如 2.2.15 所 规定 的 新 个 体 党 
-元 集 . 为 此 ,我 们 构造 代数 B= BB). AS Y BATE o 中 出 现 的 
KY A=7 个 变 元 的 集合 据 3.3, 3, 构 造 项 集 Term 和 公式 集 
A 显然 Term A AHEEDY 

假设 B 上 Ko, 由 只 的 表示 性 和 3.1,3 可 知 ， SHF D, 的 
BRAE || vo | 喘 射 到 工 且 保持 任意 给 定 的 y 个 交 或 并 的 聚合 ， 
其 中 每 一 交 和 并 至 多 有 7 个 项 ， 我 们 要 根据 这 样 的 同 态 关 构造 集 ， 
合 二 {9 :h( 上 pl) 二 1} 使 得 满足 3. 3. 5(3) 的 四 一 图 . 因为 一 o€ 
”多 ,所 以 一 o 可 满足 ,因此 上 上 ce, 从 而 完成 本 定理 的 证 明 . 


*。153。 


首先 我 们 用 3. 3. 5 的 程序 来 选择 证 据 公 式 ( 当 然 , 若 不 包含 
量化 村 ,这 一 步 可 以 省 略 )， 排列 4 中 所 有 的 量化 句 ， 


YX g" *sVX eps 
不 妨 假设 该 去 序列 长 度 是 Y 选择 相应 的 证 据 公 式 
KACI Xo)” EA bp 9 » BY, 


使 得 每 一 :Xs 一 Y BH, AM r #8 Ran(g) MRan(g)=, 
且 对 = 和 8,Ran(8) 的 变 元 不 在 YX.P. 中 出 现 ， 
令 W= 9, ge XIV X ap, RREA TE BH, 
| oh Ae ll #0- 
BR | oA AWe! 一 0, 则 在 B 中 ,t+ 一 (oA A Wo B 
上 一 5 一 x .一 Yo， 
对 每 一 Wp Z RRR g BARSE 数 的 值 域 两 两 不 相交 ;对 工 过 
8,Ran(gp) 不 在 瑟 . 中 自由 出 现 ,而 且 和 的 每 一 公式 有 < 4 个 自由 
变 元 .因此 据 DC;, 能 在 每 一 W, Bt mE ve! hae 
FvW) N y JRan(&) 的 序列 Ya: 
上 一 5 一 YRan( 高 ) 一 1 V L VA Y p¥Ran(g,)7W, |. 
| | (3.26) 
因为 -上 Wre (gs° Xp) A Y Xap 
H Ran (gK ELTE Xo 和 g 中 出 现 , 据 2. 2. 1203) 105), Xt 
— PZY, 
F YRan(g,)-7W,++[WRan(g)¢, (ge “XDA VX, | » 

即 | | 
+ —7WRan(g,) ~W,+ [Ran (gs) pg Xa) > VX og, |- 

| (3. 27) 
再 据 2. 2, 12(3)， l 
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H Napanee a > 

. (3. 28) 
据 (3. 27),(3. 28) 和 2. 2. 12(7), 显 见 (3. 26) 的 “=>” 右边 的 每 一 析 

取 肢 的 否定 是 可 证 的 ,因此 我 们 有 ho, 而 这 与 我 们 假设 上 了 矛盾， 

所 以 NN AW 

BR ATER EA AS A PRR AY OF (3. 291 (3. 30) 的 并 和 (3. 

31) AY SCRE HEAR A EB) B, ABR AGE Il oA AWe | 映射 


到 1 上 ;对 Terai 中 所 有 形 如 F (te F<) FG ECO, 


Vas lv I PGECOSFGE<D I. (3.29) 
对 4 中 所 有 形 如 Ree F< A Rete :6< 人 的 原子 公式 ， 
一 I ete Il v> I] Rte: < | v il R: <y) p. (3. 30) 
对 A 中 所 有 形 如 A K 的 合 取 式 ， 
Algi = Agi. (3. 31) 


据 等 词 公理 ,显然 ,上 述 并 (3. 29) 和 (3. 3081. HBR, 
Term 和 A 中 至 多 有 y 个 如 上 那样 的 并 和 交 , 其 中 每 一 个 至 多 有 7 
个 项 . &O={9 AC ?21 ?一 1) ,其 中 hh 如 上 规定 . 因此 一 cE o. F 
面 简单 验证 ORE 3. 3. 5(3) 的 个 一 @@， 据 等 词 公理 ,和 显然 满足 
O—©. ORE. 据 合 取 公理 和 合 取 规则 ,我 们 有 @、 非 平凡 情 
况 只 有 @: 据 公理 4, 对 所 有 FE Term’; || VX¢ ll < || SF/(p || 
注意 :这 里 公理 4 的 规定 条 件 能 满足 ,因为 Term 中 项 的 变 元 都 在 
Y}, 而 且 这 样 的 变 元 不 会 在 4 的 量化 式 中 约束 出 现 - 因为 BR 

序 的 ,所 以 “ 
YVXpE D > 所 有 伐 换 特例 SFy(9)ED, 
反之 ,车 YXq 和 四, 则 因为 存在 8 使 得 Wi 二 C8y* XR) 一 YX9， , 且 因 
AC |W, | =1 ALAC YXP = 0, BLL AC Gee X) = 
0A 9g XE DG. (LEER RHA TF p (ae X= SFE Ce) BRL 
#RORY. BHCC RMA UK C 
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”下 面 我 们 用 De RR (D: <r), H DBH RR DBH: Y <e) 
CR 2.1.10 后 面 的 说 明 ). 
3. 3.9 完全 性 定理 ”车 sm 是 无 穷 语言 使 得 x 是 强 不 可 达 基 
数 , 则 Be.-(D--;DBH-<.) 是 完全 的 . | 
证 明 : 令 p 是 Sem ABER Ye (作为 一 符号 事 ) 的 长 度 
和 {p,m) 一 {x} 的 长 度 的 最 小 基数 上 界 ， 易 见 7<<x, 且 若 p< M p 
KVE <n, MM ry. oY, = La n ERE ?的 诸 代 换 特 
” 例 的 语言 ,其 中 
P, Boci n, aLr; 
m “he, 若 p=n. nny, 若 x 一 “ 
w pit Z 的 公式 且 Z 的 每 一 公式 是 Pept BK. FE 3.3.8.9 
HED, 表述 的 Ber+ 2+ 9, x, (CD? ;DCz) 中 可 证 . 因为 * 是 强 不 可 达 
的 ,所 以 2 <e. 据 3.2.14 和 其 它 明显 事实 ,可 以 从 基本 系统 和 
Dz 中 推出 CD, ,从 基本 系统 和 DBH? Hih DC 所 以 
Bas (Dice DBH) Hg. O 
3. 3. 10 完全 性 定理 He 是 弱 不 可 达 基数 且 对 所 有 Y<, 
OHOL M] Bee (CDe DC ce) EBA. HF 还 是 正则 基数 ， 
则 只 须 假 设 对 所 有 <a 和 所 有 ESA <x<， 若 < 是 强 不 可 达 基 
数 , 则 对 所 有 AS Bape (CDer DC BHAA. 
证 明 : 若 A=« MUZE “的 假设 就 简化 为 只 假设 < 是 强 不 可 
达 的 .在 这 种 情况 下 , 据 3. 3. 9 ,就 有 要 证 的 结果 ， 对 <<x HAR 
正则 基数 的 情况 ， 对 所 有 Ye, 
CYT A= Ur < > 对 所 有 EAN <e. 
因此 这 种 情况 可 以 归 约 到 本 定理 的 第 一 -种 情况 . 若 此 外 “还 是 强 
不 可 达 基 数 且 4<<x, 则 据 3. 3. 2 ,对 所 有 YE AO AY < A 
又 归 约 到 第 一 种 情况 ,因此 剩 下 只 须 证 ,车 对 所 有 Ye dA) 
<x, Wil Brie (CCDs DC ) 是 完全 的 ， 
假设 9 是 经 aidie i 7 是 g 的 长 度 和 {p,x) 一 (a 的 长 
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(3. 32) 


度 的 最 小 基数 上 界 ， 易 见 <a, BE p<*, 则 P<y; 若 rc<e, 则 zx 
KY. FELEL p ,是 表述 p 的 诸 代 换 特例 的 语言 ,其 中 = 
”6(7+ , 力 , 且 假设 (3. 32) 成 立 .显然 ,p 是 LARIN -AR 
是 Sr- 公式 因为 对 所 有 8< hi# 一 9 所 以 根据 3. 3. 8,8 在 Z, 

表述 的 Bi+xe (CD<-; DC) H af HE. 而 这 个 形式 证 明 也 就 是 
Bam (CDe DCO FRG AEA. 口 . 

由 上 述 定理 易 得 下 列 推 论 , 请 读者 自 证 . 

3. 3, 11 完全 性 定理 ” 若 * 是 弱 不 可 达 基 数 , 则 B, (CDe) E 
全 的 ， 对 无 穷 基 数 YB (CD,) 是 完全 的 ， 尤 其 B。, 是 完全 的 . O 

说 明 : 因 为 CD, 在 基本 系统 Be 中 是 可 证 的 ,所 以 根据 3. 3. 8， 
Bu .< 人 ;DC.) 是 完全 的 .但 我 们 还 能 进一步 证 明 Bw 本身 也 是 
完全 的 . 这 个 证 明 只 依赖 下 列 同 态 六 的 存在 : 

及 是 从 一 给 定 的 布尔 代数 到 BH 同 态 使 得 产 把 一 给 定 的 非 
零 元 素 映 射 到 工 且 保持 并 和 交 的 一 可 数 聚 合 ( 和 参见 3. 1. 4). 
我 们 还 能 选择 这 样 的 聚合 使 得 每 一 并 和 交 也 有 可 数 个 项 因为 
Lindenbaum-Tarski- 代 数 对 7y 个 并 和 交 的 聚 合 有 类 似 的 性 质 , 所 以 
这 就 向 我 们 提示 对 yw，*Br+r。e(CDy) 也 是 完全 的 . 但 是 焉 面 我 们 
给 出 的 证 明 不 能 概括 到 上 述 情况 ,因为 同 态 不 是 在 Lindenbaum- ` 
Tarski- 代 数 B (Ba, wm ) 上 做 的 ,而 是 在 其 子 代数 上 做 的 . 

3.3. 12 完全 性 定理 ，B. HSN. 

WE: BRS o EL. wm 的 任意 有 效 句 子 , 令 了 是 不 在 o 中 出 
. 现 的 x(w,w) 一 w 个 变 元 的 集合 ,如 3. 3. 3 构成 项 集 Term 和 公式 
集 4A， 因为 “是 正则 的 ,所 以 p 所 wm 此外, <a. BELL 经 ,we 的 
函数 和 关系 符号 至 多 是 “元 的 . ] 还 知道 = 的 子 会 式 集 也 
是 可 数 的 ,所 以 |Term| 一 14| = 

构造 Lindenbaum- BATE B=B Bud SB, 是 BH 
MERY B, = (|| pll Fv 2 Y AST RI WFR. AXo 
是 句子 , 据 1.3.2.0 的 子 公式 有 <w 个 自由 变 元 ,因此 它 的 子 公式 
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的 代 欣 特 全 也 有 <w 个 自由 变 元 ;所 局 4 的 公式 只 含有 穷 多 个 自 
出 变 元 ,而 且 这 些 公式 所 含 的 自由 变 元 都 在 y 中 . 所 以 若 gE 4, 则 
lei 三 RRB, 不 是 ww 完全 的 ,也 不 是 员 的 or 正则 子 代数 ， 
THEE B, HV XE A. MARE B. 
| VXpil = Ali gC feX) i: fEY*). (3. 33) 
EREL tH SEY NW X—ll< gfe XS. 为 
了 看 到 (13. 33) 在 B, 中 成 立 , 须 注意 ; 荐 上 yy! EB 且 对 所 有 fe 
Yel SHAX || , 则 我 们 能 选择 单 射 FH Ron HAIER 
不 在 多 中 出 现 . 因为 + poo fe X) PLA pRa Ne). 
HE 2. 2.1207), Fg>YX9 ,所 以 (3.33) 在 作 ; 中 成 立 ， 
假设 上 e, 即 || cl AL, PUK || so || 40,98 3.1.4. SAE 
D FYB. Hy Fe ASHE A A IE || So || RATE 1 ARTE B, 中 下 列 交 利 
FH RRS : 
(1) st AP HELA, H wR. 33) 的 交 ， 
(2) 对 4 中 的 合 取 LAE Atl gil <8} = |l Awll- 
(注意 :这 些 交 在 人 多, 中 和 在 时 中 相同 . ) 
(3) An (3. 299r (3. 30), Term 的 项 的 并 和 A 的 原子 公式 的 并 ， 
CEB kA AB 中 总 是 1). | 
令 B={p: | el EB AACN el ) 一 1)， 不 准 证 明 测 满足 3. 
3.50 HD -@. Ase, Uo 可 满足 ,因此 上 c， 门 
下 面 我 们 考虑 当 4=w 时 ,能 归 约 到 独立 选择 规则 的 情况， 为 
了 简化 ,我 们 使 用 下 列 记号 ; (参见 2.1.9 一 2.1.10) 
IC.y= {IC 6<7}, DC, = (DC F<}, 
3. 3; 13 完全 性 定理 $ 绎 ww 是 无 穷 语言 使 得 是 蝇 不 可 达 
基数 , 则 Besse (CD cee ore) EE FE AY 
证 明 :不 妨 令 o E L pom VAT RN] DY ce FESR AN BGA IER, BF 
以 对 2 <0 也 是 52r+om 的 句子 .我 们 要 从 六 过 小 到 < 以 使 可 以 
使 用 YDE. S YERE 中 出 现 的 90! ,w) 一 7 个 变 雹 的 集 
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合 ， 如 3. 3. 3 那样 构造 项 集 Term WAAR A HY DR oTt A 
不 相交 的 集合 YY 其 中 对 每 一 za<<oyi7.| 一 7 构造 Lin- 
denbaum-Tarski-ff 3% B =B (Bee (CDen; Ca) 4B, EB 的 个 
BY B= {| ells FROCUYIMFRE + B.= UB. 因为 
APA GPREAFETE HET. MY lel eB. +. 

ERD, AB 都 是 Aw -完全 的 且 满 足 YR. F< H 
Fy(Ag@ocUy., Ate BB. As PRA Ag I= A lel. A 
HB, EB. MBM Ac FRE RB. BE 完全 的 ， 也 不 是 
B 的 wr 正则 子 代数 ， 易 见 , 对 | VXel EB, 

IVXell =A go Xo: FEY YEB.. 《3. 34) 
ose A RETE UY. int PREM AR o HE |g || AO MB, 
ICRA REAM || VXog, 上: <7} , 据 ICy 和 类 似 3. 3. 8 的 证 明 中 
相应 的 论证 , 令 gett Xe 到 Yn AY EB RT Aa Xe X= 
作 , 则 在 男 , 中 ,从 而 在 列 。 和 胸中 ,有 

Te AA le gee XOX] #0. 

假设 “在 Bupe (CD ces ICd PAS ATE WU || 9 || AO. 我 们 要 
证 存在 从 由。 到 B, 上 的 同 态 产 使 得 六 把 | 一 站 映射 到 工 且 保持 
BLP FRY 个 并 和 交 的 聚合 ; 

D 对 4 中 量化 式 产生 的 、 形 如 (3. 34) 的 交 ， 

D 对 APRA Ae, 产生 的 并 Aw Ivy ll >p | =1. 

(3) 如 (3. 29)F0 C3. 30) 所 产生 的 Term 的 项 的 并 和 4 的 原子 
公式 所 产生 的 并 (它们 在 中 ,中 总 是 1). 
注意 :上 述 每 一 交 和 并 至 多 有 7 个 项 . 令 B=={p:h(| el y=1)}. 
然 ,更 包含 一 c A {St -2€ Term} EWES. 3. 5 (DM O, FY 
一 5 是 可 满足 的 ,因此 上 

现在 剩 下 的 只 是 找 一 个 满足 上 述 条 件 的 同 态 h。， 首 先 排列 由 
自由 变 元 在 Y。 中 的 公式 所 产生 的 ,所 有 形 如 上 述 (2) 和 (3) 的 并 .， 
据 代 数 的 六 分 配 律 , 存 在 自由 变 元 在 Fa PHAR g EH oA 
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NS so |) Ext ER SH —FEV I gl 一 1, 存 在 使 
<del. RMA RHE Y. 中 的 量化 式 VXop, 所 
产生 的 、 形 如 (1) 的 所 有 交 , 然 后 对 每 一 8<<7y RMR g Xp) 
使 得 对 Aa, XN X= D. SG =e, Alaa XV Xp] 00 
lg | 0. RE HERI a HETE YUY, 中 的 公式 产生 的 、 形 如 
(2 和 (3) 的 并 ， 用 六 分 配 律 找 一 个 自由 变 元 在 YO UY, 中 的 公式 
p Elle || 关 0, 且 对 上 述 聚 合 中 每 一 并 | el 一 1, 存 在 8 使 
Ble i<idella lle 上 .然后 排列 自由 变 元 在 Y。UY, 中 的 量 
化 式 YXap, 所 产生 的 、 形 如 (1) 的 所 有 交 . 对 每 一 8<7, 选择 单身 
g: Xa >Y, 使 得 对 Aa X XO. > 

=P, A ALP Ce Xe) WX ag, | > 
RU lg 上 关 0， 施 归纳 继续 这 个 过 程 ,我 们 有 Be 的 非 零 元 的 序列 
lg = Wg |) D> Ug | 之 … 使 得 对 形 如 (2) 或 (3) 的 每 一 并 
N lgl =L EE np ER Ig 1 二 是 gg 且 对 形 如 (1) 的 每 一 
交 , 存 在 x* 和 gEY* 使 得 1g I <-I Kee XD Iv 上 ¥Xel. 易 见 
”由 一 个 包含 {中 | :nm<w} 的 极 大 理想 确定 的 同 态 保持 (1) 一 
《3) 的 所 有 并 和 交 ， 口 ] 


练 习 

3.3.14 把 3.3.3 和 3.3.5 的 了 换 成 等 究 的 新 个 体 常 元 集 ， 
证 明 这 些 结果 仍 成 立 . 

3.3.15 Xf Y>w, GEA By ome (CD) EREK. 

3.3.16 对 “>m，* 证 明 Bue (CD-.) 是 完全 的 . 

3. 3. 17(J. Gregory (1971]) 给 定语 言 L: Taut 是 Z oou 
的 所 有 重 言 式 及 其 代 换 特例 的 聚合 ,0; FE ee EAD YR 
EWE Bon (Taut;Q) 24H. 
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第 4 章 ， 一 致 性 质 与 完全 性 定理 


本章 引入 一 类 特别 重要 的 句子 集 的 集合 ， 这 类 集合 可 以 说 是 
用 语法 性 质 来 刻画 语义 性 质 . 我 们 之 所 以 称 它们 为 一 致 性 质 (con- 
sistency property) ,是 因为 我 们 能 证 明 它 们 的 每 一 元 素 有 模型 ,而 
据 1.1.13, 这 也 说 明了 它们 的 每 一 元 素 是 一 致 的 . 据 2. 1.19, — 
致 性 质 S 是 相对 演绎 系统 B 构造 起 来 的 , 则 

公式 集 重 相对 B( 语 法 ) 一 致 OGASTHA. 

用 一 致 性 质 来 构造 模型 是 无 穷 塑 辑 中 运用 得 非常 广泛 的 一 种 
方法 , 它 也 是 Henkin- 方 法 的 一 种 概括 由 一 致 性 质 构造 的 模型 存 
在 定理 ,除了 能 得 到 完全 性 定理 (如 本 章 所 述 ) 之 外 ,还 能 得 到 其 它 
”许多 模型 论 结果 ,例如 ,内 播 定 理 ,Barwise- 紧 致 性 定理 等 

| 一 致 性 质 这 个 概念 最 旱 由 R. M. Smullyan 在 其 [1963] 和 
[1965] 中 提出 ,他 用 此 来 解决 纤 -的 一 些 还 辑 问题 ，Keister 在 其 
[1971] 讨 论 了 一 致 性 质 与 S.A. 1972 Æ J. Green 写 了 专门 
论述 一 致 性 质 的 博士 论文 ( 见 其 L1972]) ,把 一 致 性 质 概括 到 人。 
《其 中 ec>el) 的 各 种 情况 ， Barwise 在 其 [19753 把 一 致 性 质 概 括 到 
Cow 他 们 都 证 明了 一 大 批 与 之 相关 的 重要 成 果 . 

在 本 章 我 们 除了 论述 他 们 的 结果 之 外 ,还 把 一 致 性 质 概括 到 
Sm, 并 试图 用 此 来 证 明 有 关 绎 we 的 一 些 完 全 性 定理 ， 

为 了 节省 篇 幅 ,本 章 不 再 象 上 章 一 样 分 开 讨 论 命题 逻辑 和 谓 
词 逻 辑 的 完全 性 ， 但 是 为 了 使 读者 逐渐 熟悉 用 一 致 性 质 构造 模型 
的 方法 ,我 们 还 是 分 别 讨 论 由 Seas evr Low 绎 we 表述 的 一 至 
性 质 和 与 它们 相关 的 演绎 系统 的 完全 性 . 
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; 1 和 .完全 性 定理 


本 节 P,%… 和 外 ,到 ,分 别 表示 LS. HARALD. 
4. 1. 1 定义 ” 任 给 语言 .= 绽 。。UC, 其 中 C 是 可 数 个 新 
个 体 常 元 的 集合 , 称 : 是 经 。。 的 基本 项 Ot EMA TAS RH 
MFC) RP EECH FELZ Hn TRARRE. 
4.1.2 定 义 令 S 是 红 .。- 和 句子 集 的 集合 , 称 8 是 (经 .。 相 对 C 
RD Cw, ,w)- 一 致 性 质 全 对 每 一 ;ES,1s| 过 wi A PURER: 
(Cl) gEs © —9& s. 
(C2) —pEs > sU{g—} ES. 
(C3) ADEs > (sU ig} :~E@)SS. 
(C4) V Es > 对 某 个 PES, sU igh ES. 
(C5) Vega Es => {sU (pa/e)} cE CHES. 
(C6) Irr) Es > WHET cEC SU (A x/c) SES. 
(C7) St BRAM, A cd EC, 
(1) c=d Es => sUld=cl ES. 
(2) c= ,HD Es > sUiee/oj ES. 
(3) 对 某 个 eEC,sU fet} ES. 
注意 :车 上 述 (C3) 和 和 (C4) 中 的 可 数 合 取 和 析 取 政 成 有 穷 合 取 
和 析 取 , 则 4. 1.2 的 (wy,ww)- 一 致 性 质 就 成 为 Smullyan 在 其 
[1965j 提 出 的 (外,w)- 一 致 性质， 用 (w,w)- 一 致 性 质 可 以 方便 地 得 
出 如 ww- 完 全 性 定理 和 普通 模型 论 的 许多 结果 ， 
为 了 方便 ,我 们 引入 如 下 记号 :对 任意 语言 Z EENE C 
和 任意 ;三 Form( 作 UC), 我 们 用 C(s) 表 示 在 s 中 出 现 的 所 有 cE 
C 的 集合 . 
4.1.3 引 理 令 $S 是 Cw,w)- 一 致 性 质 , 则 
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(1) SS 一 { :nCEsES) ) 是 (a,w)- 一 致 性 质 . 

(2) S= {sn SsES H |s,|<w) E (Co, @)-— YEE. 

(3) S;={sES8:.|C(s) | <w iE (ew, .@)-— REA. 

证 明 :(1) 一 (2) 留 读者 做 练习 . 证 (3) ,显然 SCS. EASES, 
则 :ES 且 iCcG)1<ow, 所 以 据 $ 的 性 质 只 须 证 明 , 对 任意 acEs 和 任 
E pE Subla), [CGU {9))|<w, 而 这 是 显然 的 . O 

4.1.4 引 理 令 S 是 (ai,w)-- 一 致 性 质 ,s5CmES > ES, 

(1) HsES H(p g—-g}Cs, M sU ig} ES. 

(2) 4 sES, csdseEC We c=Hd.d=e€Es, M) sU {c=e} CS. 

(3) AsESHcEC W sUtcHcSES. . 

证 明 ,; 证 (1): 设 sES 且 9 ,pyEs. Hey 就 是 一 g Vy, 
所 以 据 (w,w)- 一 致 性 质 的 (C4),sU (gh ES RU (YES. 而 据 
(C1), 第 一 种 可 能 性 被 排除 ,所 以 sU gp) ES. 

证 (2): 设 s€S, {csd e} OC Aic=d, 4=e}Ss, 捐 (e100) 一 
致 性 质 的 (C7)(2),sU (c=e} ES. 

证 (3): 设 sES 且 cEC, 据 (C7) (3), 对 菜 个 cE swsU leche 
S. ECD), sU (e=c,cŒe) ES， 据 上 述 (2),sU (e=crcHe, 
c=c}) ES. HA ss ES > sES, 所 以 sU {c 三 c} ES. 0 

4.1.5 2... MME EBM. Makkai.(1969a |) 

E S $2 (ew, .)-— BER A ES, so 有 模型 . 

证 明 : 据 4.1.30) ,不 妨 假 设 $ 的 元 素 的 每 一 子 集 属于 S.A 
DDE 红 。。 的 最 小 公式 集 使 得 下 列 条 件 同 时 满足 : 

(1) sE, 

(2) FB 在 子 公 式 下 封闭 ， 

(3) cEC H ANEP > pt/ ED, 

(4) PEB => GEO, 

(5) od EC = c=dE®. | 

AA s 是 可 数 的 ,所 以 外 也 是 可 数 的 . 令 王 是 更 中 所 有 句子 
的 集合 :了 = loa}, Term= {tot SL AEA 
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项 的 集合 .我们 来 构造 $ 的 元 素 的 下 列 握 - 链 : 
$s, Ge Ss, a 
scs 已 给 定 . (归纳 ) 假 设 我 们 已 有 sES, 由 此 我 们 用 (Co,w)- 一 
致 性 质 的 定义 来 构造 s+, 使 得 ; 
(1) ss CsAES, 
(2) 5, U {a,} ES > mE 5435 
(3)5,0(j3€SHa=V¥ > 对 某 个 PEW PE Saris f 
(4) sa ion) ES H o,=Jrplxe) > HRA CEC Ar/O E syi 
(5) REA eE Cret € san 
下 面 我 们 来 构造 s 的 模型 小 : 令 s= Us. 对 所 有 c,dEC, 令 
e~d © c=dEs,. 
我 们 来 证 明 一 是 C LA SKA: 
O 自 返 性 : 设 <EC, 据 更 和 三 的 构造 ， c=c€ S, AREFE no, 
cack o.. HE 4.1.4(2).5,U {6,3} ES, ATLA 6, E sei 15 A Ec E sy. 
对 称 性 : 设 c,d€C H cc 所 ds。 AW d=cE Ss, PUA a 
<w,d=c È o. WARY mien HEE cHd€ say HCD) U 
{d=} ES, AAs, Uld=c} FH s, U id= thé S 的 元 素 , 因 
此 4 二 cEs,41, 从 而 d=c E sa- 
传递 性 : 设 csd e€ C, H c=d,d=eEs. 因为 c 二 eE23, 所 以 
对 其 个 nm<<aovc==e 是 o WARM men 使 和 和 c=d, d=e€s,, 4% 
4.1.4(2)55,U {ce) ES, FFA s, Ule=e} ES, Mi c 三 e E54+1; 因 
Wc=eE su. 
l 令 ce={d:id~c} A={e:cEC}. CNO), AWER ands 
cd 且 o(Ei)E ss 则 old,)€s, 因 此 等 价 类 与 其 代表 元 无 
关 . RERE TIERRA Zu .的 个 体 常 元 、 函数 和 关系 符号 ， 
从 而 构造 模型 A 
若 dETem 是 个 体 常 元 符号 且 c<EC, 则 
d*=eld He RBM) 后 Ed E su (4.1) 
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车 下 是 闫 元 函数 符号 且 立 EC, 则 


F* (En) =e © FC, )=c€ sa (4. 2) 
E R ken CRBS CLEC, Ml 
A F REILE] S RE E so- o 4.3) 


显 见 等 词 规则 (C7) 保 证 义 是 良 定 义 的 ,而 且 
PK Ese He Gt/Es. © 
因此 (4. 1) 一 (4. DAERA N. 下 施 归纳 于 的 复杂 度 来 证 : 
CCS, => pii E G. 

施 归 纳 于 项 的 复杂 度 ， 用 (CD 和 (C7) 首 先 可 以 证 明 s- 中 的 任 
意 原子 句 或 原子 句 的 否定 在 A 中 成 立 : 

MS. MH. Stee EU PRR os APE, 
ETerm， 若 o 是 原子 句 , 则 据 (4.2) 和 (C7) 且 施 归 纳 于 项 HR 
RABE, UER il on Z u= t Wc sta) E 
se WCA. 1)— 4.3), A F olt] 若 c 形 如 一 ME) ,其 中 p 是 原子 
何 ;, 则 一 ptjc staen) E sus PE CCL) Qty /ey /cn) 入 ,所 以 
PARA E gi] AE A p olt]. 

最 后 用 (C2) 一 (C6) 且 施 归 纳 于 句子 的 复杂 度 ， 易 证 s 的 每 一 
QF UPR AEA Es O 

WOR: (1) 在 上 述 证明 中 的 MESO, Ace 4 是 某 
个 EC 的 解释 , 即 每 一 < 是 对 < 的 解释 ,这 样 的 模型 也 称 为 典范 
Ccanonical) 模 型 .( I ) FLARES FAK BRP ORT A 
的 和 否定 的 情况 下 才 需 要 规则 (C1) 和 (C7), 所 以 对 稍 弱 一 些 的 (w， 
wow)- 一 致 性 质 , 上 述 横 型 存在 定理 仍 成 立 , 〈 了 下) 上述 定 理 最 早 是 
”Makkai 在 其 [1969a] 中 给 出 的 ,更 早 非常 接近 的 工作 是 L. Henkin 
在 其 [1963],Smullyan 在 其 [1963] 和 [1965] 所 做 的 工作 

下 列 推论 是 上 述 模 型 存在 定理 的 一 个 有 用 概括 . 

4.1.6 红 . 扩张 的 模型 存在 定理 车 S$ 是 (wy,w)- 一 致 性 质 ， 
是 人 .的 可 数 句 子 集 ， 设 对 所 有 sCS 和 所 有 CE 3,sU to)jES， 
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Rot RR AR sE Ss UE GRMA. C] 

证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

4. 1.7 推论 GAA 6 如 前 定义 ,Bo 是 民 。 表 述 的 演 
绎 系统 , 则 B.o Fa & B. ko. O 

证 明和 参见 2.2.15. 

4. 1.8 5 完全 性 引 理 SSE .的 有 穷 铝 子 集 且 只 有 
有 穷 多 个 cEC {E Sry A 

S WA Bo。 .一 致 Aho, ,mw)- 一 致 性 质 $ 使 得 TES. 

证 明 ,“<=”; 没 S 是 (Cw,w)- 一致 性 质 且 3ES, 则 据 到 -模型 
存在 定理 , 人 三 有 模型 ,所 以 我 们 有 上 一 人 三 , 据 后 面 的 4. 4.1， 
Bo ASB GRAS BL) ,因此 三 相对 BL. BR 

“>>”. 首先 证 明 苦 S= {s=Sent(#.,.): ls Za, (CO) |< H. 
s 相对 B — BL} M S 是 (om ,o)-… ER: A *ES, 我 们 来 验证 $ 
满 是 4.1.2 的 (C1) 一 (C7)， 为 此 只 须 证 :对 x 二 1,…,7， 

# s TAA Cn), se AARAA Cs 使 得 上- AS 一 -Ai 

| (4. 4}, 

国 为 车 我 们 对 每 - 17, BA 4. 4), WBE PAs 
CAAA Asm Aso) 则 < 相对 BL RAR FES HIE, 
BLA s PEAR (Cad. - 

(CDRip oop Es, PRB. + As 一 一 人 (9 一 外 

(C2) ig- gE s fd sU ipm @S,0 + 人 一 一 4 一) Baek 
>, 有 上 Ås -g 

CI RA DES MTT EDU ESM SUlg ILE AF 
gi cE. 所 以 据 后 者 ，F A 入 s -> 一 -9 ER A A DE s, HIE i i i 
公理 ， r Ns --7A®. 

(CHEV Es (AHH GED, Uio AS. UX geo. 
- As» p {E ARAR L As > ÅA {pg ge @). Ep 


t 太一 一 V 下. 

(C5): RR Vap(2) Es 但 存在 cEC,sU (el a/c} & S, H% 
Yzgp(z)Es 目 's 中 只 含有 穷 多 个 cEC, 所 以 只 有 有 穷 多 个 cEC 在 
sU (g2/o)} PHA, Bib + As 一 一 (zjcy, 据 公理 4, 我 们 有 

t 一 BCxzjc) 一 一 Yazepfz) ,因此 + A smy agla). 

(C6) (ARI rer) Es (AX AA CEC, SULA a/c) } ES. R— 
不 在 s 中 出 现 的 个 体 常 元 符号 cEC, 则 上 Asgar) > yE 
| 不 在 s 中 出 现 的 变 元 ,用 y 去 置换 上 述 形 式 证 明 序 列 中 的 c, 根 据 
2. 2.15, 易 证 F As 一 一 %(z/c)/y?， 再 据 概 括 规则 和 2. 2. 14, 有 
E As 一 Yz 一 MKz)- 因此 据 公 理 2, 上 Aadat 

(C7): 令 1 是 基本 项 ,c,4EC， 

(1) 假设 c=d €s {8 sU{d 三 c}&@5S. M A slde), 
据 公 理 5 的 (1)，F 人 ss 一 一 (csd. 

(2) 假设 c=e,9@ Es PsUlG/OI ES. WRNA 
b 人 xs 一 一 te) , 据 公 理 6(2), + As>ale=tA pa) ]. 

(3) 假设 e 是 不 在 s,t 中 出 现 的 常 元 且 设 sU e=) FS. WY 
F As 一 一 (e==t). 用 不 在 s 中 出 现 的 变 元 y 去 置换 上 述 形式 证 明 
Hie AL As 一 一 (y 三 4) , 据 概括 规则 ,上 A s 一 Yy 一 (yssb)，, 据 
公理 4, k As >a), i =: 是 公理 5. 

综 上 所 述 , 若 三 相对 B。.-~- 致 , 则 存在 cm »w)-— RPE It S 使 
44 TES. O 

4.1.9 2, BEEE (Karp,[1964) Fo RAT, Wl 

Boe Ho Eo. 
证 明 :;“>”: 据 4.4.1.“<”: 设 Ba, 据 4.1.7,B.。 上 co E 
为 { 一 5} 是 L .的 有 穷 句子 集 且 其 中 出 现 的 常 元 cEC 只 有 有 穷 
多 个 ,所 以 据 4.1.8,{ 一 o} 是 某 个 (wm,w)- 一 致 性 质 的 元 素 , 据 模 
型 存在 定理 ,{ 一 小 是 可 满足 的 ,所 以 上 ae， O 


` 167° 


练 . 习 
4. 1. 10 ”证 明 下 列 每 一 集合 是 tim,w)- 一 致 性 质 ,其 中 
P, (SEL yD ËR 红 .。 的 所 有 可 数 句 子 集 的 集合 : 
D BEP, Gent (L.1.)) s 有 模型 % [E A= {as:cEC)). 
(2) E Pu Sent(H.1.)) ARAH ICO) |<). 
(3) 任 给 非 空 模型 类 A, 
(sE P. (Sent(2.)):s 有 A FHRA CO) | <w). 
(4) (sE Pu (Set Lwa) ):s AERA HR ICO | <w). 
4.1.11((wiyw)- 一 致 性 质 的 另 一 种 定义 )” 令 L 是 拓扑 空 
间 . 称 S 是 纪 。. 的 拓扑 解释 全 了 是 从 Sent(S。-) 到 A 的 所 有 开 
集 的 集合 中 的 映射 使 得 ， 
(TD FDAL =, 
(T2) f~) Fle), 
(T3) FCA DEN { Fo) .cE E}, 
(TO fCV DEU { Flo):o€E 5}, 
(TS) FWP IS FAN 2c EC}, 
(T6) f(zpr YEU{ FKaz/e))cEC}, 
(17) $ ¢ PERM . dEC, Ml 
(1) f= FdE), 
(2) FESO NAPNE FGA), 
(3) U{ FOEN :e EC} =X, 
(1) FE SIME. S SCO ETRE : 
(E Sent (Lae): isl <a HN (f(a) cE ss AD}. 
证 明 S( 记 是 (www)- 一 致 性 质 . i 
(2) $ S EÈ lao- AER A BMS AE SE 
的 所 有 点 的 集合 . 假设 Ss EER 六 (一 ffES:aEs). EH fs E 
SF 的 拓扑 解释 . 
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(3) 若 S$ 是 (wo)- 一 致 性 质 , 则 SCAfs) 是 (oo)- 一 致 性 质 ， 
SC) = (51: THEFT s€S,5,Ss}. 

4.1.12 证 明 4.1.6. . 

4.113%... KFWHRRREER) 设 么 -,- 没 有 函数 和 
MAM TRS SES. RD FBS BE 4. 1. 2 所 定 
义 的 (om,w)- 一 致 性 质 的 (C1) 一 (C6). 证 明 若 $ 的 每 一 元 素 都 不 
出 现 等 词 符 号 , 则 S 的 每 一 元 素 有 模型 . 

4.1.14 定义 命题 语言 SA 内 -一 致 性 质 且 用 此 证 明 B。- 
”完全 性 定理 ， 
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KG ppor MOV TSMR 到 -的 公式 和 公式 集 . 
由 于 $1 的 结果 ,我 们 在 本 节 假 设 x 之 w, 除 非 男 加 说 明 . 本 节 
”考虑 的 语言 SWAPO AAAS BRB SMR AG AG. 
若是 后 继 基数 , 则 假设 SAKA PAG He RMR, WK 
们 假设 人 2 至 多 有 x 个 符号， 本 节 固定 S uL C E 
基数 为 «的 新 个 体 常 元 集 . 当 * 是 共 尾 度 为 的 奇异 基数 时 , 邑 在 
cf(C) =o 的 情况 下 ,我们 能 把 C 写作 更 小 的 集合 的 并 C= UC. 

称 上 是 经 -相对 个 体 常 元 集 C HBA Ot SMA 
元 符号 或 + 形 如 FCE,) ,其 中 下 是 nn 元 函数 符号 且 EEC 

4.2.1 定义 1. 令 « 是 正则 基数 ,S 是 经 的 句子 集 的 集合 ， 
称 S 是 (在 L PHX C 的 )(x,w)- 一 致 性 质 © 对 每 一 :ES,1s| 
<« 且 下 列 条 件 告 成 立 :， 

(C1) pEs & HK s. 

(C2) {>p :9E P) Ts > sU (G7: pE BES. 

(C3) {AGED Cs > sU U GETS ES. 
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(CA) {V Bi NSs > HE SE lD UO iaETES 
(C5) HVap (a) HED Ss ACSC, |C] <x, WY 
sU{plai/e)icE Cy, EIES. 
(C6) Blaze a HED Ss, WIHT (ct E DSC, 
sUle(a/e) EIES. 
(C7) REII <x, S lai E Fi mM C 的 基本 项 集 ， 
lendi E DEC, 
CD) Ë {amdi ECs W sU {dc:i€E1T}ES. 
(2) Hie), GE E SEs W sU le G/e) iE ES. 
(3) IRA le CIEC, sU leti EI) ES. 
2. eR RA o A ER O e= Ue, Be Ka< 
K) C= UC, A n<o,(C,|=e OSB SY 的 句子 集 的 集 
合 , 称 $ 是 (在 经 < 中 相对 C 的 )(x,w)- 一 致 性 质 全 AE SES, 
sj<“, 在 s 中 出 现 的 所 有 cEC 属于 某 个 C 且 下 列 条 件 缘 成立 ; 
(C1) 一 (C2) 的 表述 同上 述 (C1) 一 (C2). : 
(C3) (AG ELT} Ss RTE nco HAM MA ICL, |G |<e, 
> sU U {GET} ES. 
(CA) (VO ET} Cs 且 存 在 wn<w 使 得 对 所 有 iE1, |O.|<e, 
=> 对 某 个 FE LU®,sU (f(D ETIES, 
(C5) BiVag Gy) :EDCGs HE n<w, A 
sU {e(a/c) t€T,c€C,} ES. 
(C6) HA area) ET) SEs WEE no Al (cH ETC, 使 
sU(glai/e) ET) ES. 
(C7) Rna, S(t: EDR Lu 相对 C, WEEN 
fend: 1E€ ISSCC,» 
(1) BleHd. i EI), MM) sU (def ET} ES. 
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(2) Fe) a=k iE), WM sU (eG /e) HED ES. 
(3) E <e WGRA mo MEF (ef ET} SC, 
sU (e,=2,:1E 7} €S. 
4. 2. 2 L n 模型 存在 定理 (Green,fi972]) 车 S 是 (x,w)- 一 
AEM A s,E5S, 则 ss AM. 
证 明 : 从 so 出 发 ,我们 来 构造 S TERA FRI MC-H, 
seas; Se Ss, Se 
这 个 构造 与 4.1,5 证 明 中 的 那个 构造 相 比 在 本 质 上 相同 但 在 形式 
上 有 所 不 同 , 这 是 因为 对 (oow)- 一 致 性 质 ,我 们 可 以 可 数 地 排列 
所 有 在 这 个 构造 中 所 需 的 公式 ,而 对 (xc,w)- 一 致 性 质 的 情况 却 不 
同 ， 但 是 ,一 旦 我 们 对 后 者 构造 了 这 样 的 序列 , 剩 下 构造 模型 的 过 
程 就 类 似 前 者 . 
情况 1 “是 正则 基数 :wmES 已 给 定 . 假设 我 们 已 有 wmES, 且 
令 C, 是 C 在 s, 中 出 现 的 常 元 集 ,Term, 是 在 Z 。 中 相对 C 的 、 在 
s 中 出 现 的 基本 项 集 - 因为 上 是 正则 基数 ,所 以 对 每 一 za<w， 
Term, MI C, 的 基数 都 小 于 e 构造 = 58. FE sl—s® HR Ce, w)--—— 
致 性 质 的 (C2) 一 (C7) 分 别 构造 如 下 : 
Sa =n U {p 1-7 GE sn)» 
=s UUB: ADEs), 
SSES: VBEs,) tt EnD: VBEs,}, 
sisl oz Ae tp ptp Es,2c€C,}, 
smsi (play CRL PE Ess), 
Rt — He BAD (co: £o ry) E S EC， 
s= i idc: c=Hdl 5,3 crd€E C0,), l 
s= siU oure): U) e)s cE Cn; LE Term,}, 
s= s U (e=: E Term} at —' 4 4 {e,:t€ Term, } GC. 
FRM RA AES 4.1.5 证 明 中 相应 部 分 大 同 小 异 : 今 
| su= Us. Co= UC. 对 c,dE Cyc~d © cHdEs.. 我 们 来 证 骨 ~ 
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EC. 上 的 等 价 关 系 . 自 返 性 : 设 cE C., WERT nco (hE cE 
Co AA C,STerm,. BUA st 的 斧 造 ,存在 eEC 使 得 ce cE sh = 
Sai AU (c=. ec} shea AT =c E ți AT PRE: H c,d EC 
且 c=dEw, 则 存在 某 个 na<o WE cd Esn Ait dscEsk. 
传递 性 ; 设 c,d,eEC, 且 c=d.d=e€ s。, 则 存在 某 个 n<w 使 得 
c=d ,d=e€ sus PVA ce€E sh. 

MM cE€C., F e= {didec}, $ A= {eE 我 们 用 下 列 方式 
EAL “的 关系 .个体 常 元 和 函数 符号 ,从 而 构造 模型 闵 . 固定 C。 
中 一 元 壹 ce( 这 是 为 了 使 个 体 常 元 总 有 解释 , 汪 数 符号 能 得 到 圭 
H). od 是 任意 个 体 常 元 ,车 dE U Term, WAER c 使 得 cd 
Es 来 解释 4; 若 dk UTerm,, 则 用 e 来 解释 地 S F BER mt 
RS A Fn) E U Term, WEL FY (Es) 一 ec e FEE 
E sa E Fn) & UTerm, MEX F" En) =e. S R EEN 2 oh 
AREH EEC, S A FROL] S RE) E su 
Be tes. 中 的 原子 句 且 上 一 局 ,ca WAE s 的 构 
造 ,c(d.)Es, 因 此 等 词 ( 据 D .个 体 常 元 .函数 和 关系 符号 都 是 良 
定义 的 .下面 我 们 来 证 明 : c€s. > N Fo. 

令 aE su YPE nw E sn 对 PMH. Ste HEU PY 
解释 , 设 c(t,) 是 原子 名 ,其 中 .ETerm.. 施 归纳 于 项 说 ， 中 出 现 
BY BRAK AF-S A PK 易 证 对 2=1,2,"" ERE BF tc,» 则 Ptit ^tt 
bahn) Eso RIEA F oftsJ. 车 o 形 如 一 gz,) ,其 中 9 是 原子 句 , 则 
一 Bcljc E Sus FECC1) PEt n/d) As MARA 
WRA F tn] EE A E oft, J. 

若 o=o AA oE s, SUT sa PIE pres 下 面 我 
们 施 妇 纳 于 9 的 复杂 度 来 证 明江 上 op. 

CD) p= 7p, AW GFE suas RPL GE s+1, 据 归纳 假设 ,六 
F 多 ,因此 A F 一 一 内 l 
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(2) B g= AD, AA pE s LV {pi pE 8) Ess, 
HERET GED, pE sn HAR TET EDA F 一 多 
因此 WEA. 

(3) 设 pg= V DAY G7 Es PL A {bE 9) Essie 
因此 对 所 有 PCD. oC s 据 归纳 假设 ,对 所 有 JE AE g, 
因此 人 一 VS 

(4) 设 2 一 Yzy(z) ,因为 7 © sens BRL En E 
此 对 某 个 cEC, 一 ylx/e) Es4s。 HIRAI RP ECA p 
一 gzAc), 因 此 WE Var). 

(5) Be =J ad (ao) AW 9 E sai RV aed (I E sao 
此 对 所 有 CEC. 一 glx/c) Esa 据 归 纳 假 设 , 对 所 有 CEC UE 
一 pCx/c). {A UE gry WUE CECLUE fl 2/0), FA. 

HP AS 4 种 子 情况 CA ,VY ,YY ,3) 的 证 明 如 同上 述 (2) 一 (5). 

情况 2 EREE J o URREN: S F" 是 在 so 中 出 现 的 
m 元 范 数 符 号 的 集合 , 召 是 在 % 中 出 现 的 SME ICR. 因为 
F" 和 B 的 基数 可 以 是 x, 所 以 我 们 可 以 把 它们 写作 可 数 并 Fe = 
UF*,B=\ U 5., 使 得 Fre 且 1B,| 志 ,其 中 = Us. 

对 每 一 nw, > F 

Term, =C, U B U (F(¢,): FEF? ,¢.€C,:m<w}. 
显然 , Term. Le MES s, +1 Se s HPs 一 5 如 情况 1, 除 了 我 们 
只 考虑 ， TNT AS AV SBI SE <x, 如 同情 况 1 那样 构 
iF so HRA. Teg ask RA BA. C 

说 明 :(! ) 上 述 证 明 所 使 用 的 方法 本 质 上 还 是 Henkin 的 个 
体 常 元 构造 方 活 ,Fenkin 在 1949 年 首先 用 此 证 明 Gedel- 完 全 性 
定理 . (1) 上 述 情 况 1 构造 的 模型 的 基数 一 <“, 且 个 体 域 中 每 一 元 
素 是 对 某 个 cE( 的 解释 :;: 捕 况 2 构造 的 模型 的 基数 至 多 为 < 

现在 我 们 暂时 离开 本 节 主 题 ,来 考虑 由 (x,w)- 一 致 性 质 和 
久 模型 存在 定理 得 到 的 一 些 直接 推论 ,它们 对 后 面 有 关 章 节 很 
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有 有用， 首先 考虑 4. 2. 2 的 一 个 很 重要 的 推论 ,为 此 先 证 一- 引 理 : 

4.2.3 引 理 下 列 集 合 是 (co)- 一 致 性 质 : 

S= {sGSent(S".,): |se Hs ARB}. 

证 明 : 应 该 逐一 验证 S 满 是 4.2.1(1) 和 (2) 所 规定 的 (C1) 一 
(C7) ,但 这 是 例行公事 ,所 以 我 们 在 此 只 验证 «是正 则 基数 时 的 
(C5) 和 (C7)(3) 作 为 举例 ,其 它 情况 留 给 读者 做 练习 . 

(C5) ER s€S, Bi (Vee ed ENS CLC IC [< 
x, |s| <r Hes HRH N. WRT (Vang Car): i € 1} 的 每 一 公式 
Vag) A A F Vag (2) UMA a€ A,A F gla]. 因为 
A 是 Z %- 结构 ,所 以 对 每 一 cEC, 存 在 a.&€4 使 得 必 二 a., 因 此 
对 所 有 CEC), UE ea) [fa], 而 这 就 意味 着 六 上 p(xs/c), 所 以 
px) ss Mi sU (g Crile) 1c EC, ET ES. 

(C7963) BELT <e Bie DE SLAM. WER i 
Ee tl) EPA RIC BR. Bae FCC.) ,因为 函数 对 
AS BFE aC AUF F.C.) =e, AIK Fi) Se€ 55 Ai 

sU lemn: E ES. L] 

4.2.4 Z F-Löwenheim-Skolem- E it Za AF aR 
RAA, a 有 下 列 基 数 的 模型 B 

(1) 车 «是 正则 基数 是 >w, M |B| E. 

(2) # doso, MI | B| <x. 

(3) Ë recA A cf A=w, Mi | Bia. 

{EAA A Fo, UPR 4. 2.3,{o} 是 茶 个 (x,w)- 一 致 性 质 的 元 
素 , 相 对 (1) 一 (2) 的 条 件 , 据 4. 2. 2 得 到 的 模型 B 就 有 我 们 希望 
的 基数 .相对 (3) 的 条 件 , 据 1.2. 15, 存 在 SL WT o 使 得 5 B 
Beto Ao 有 基数 和 人 的 模型 BS. C 

说 明 : 关 于 向 下 -L6wenheim-Skolem- “定理 的 更 一 般 全 面 的 讨 
论 请 见 后 面 的 第 11 § 1. 

4. 2.5 Ya- 无 等 词 的 模 列 存在 定理 ”假设 红 % 没 有 涵 数 和 个 
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体 常 元 符号 ,S 是 SLOTS s 的 集合 使 得 |s | 二 x, 等 词 符号 不 
He 中 出 现 且 S 满足 4.2.1 的 (C1) 一 (C6)， 若 ES 中 不 出 现 等 
词 符 号 , 则 so 有 模型 . 

(EAA: > «—w,, A. 1. 5 的 证 明 那 样 构造 序列 ES, 但 只 1 HE 
AS PRH R= AT BBE MM c=, 的 句子 放 入 sa A K> 
w, W 4. 2.2 的 证 明 那 样 构造 序列 ES, {ARS $nt1 = Sue 

为 了 构造 乡 % 的 模型 ,我 们 只 需 定义 对 C 的 常 元 和 经 的 关 
系 符号 的 解释 ， 选择 eEC 一 C., 令 我 们 要 定义 的 模型 的 个 体 域 4 
二 CuU {e}. 对 每 一 cEC 一 C,, 我 们 用 。 来 解释 ;对 cEC。, 就 用 c 自 
SRR. HER ZC AM 乡 。 的 任意 元 关系 符号 尺 , 令 

A F REA] S RE) Esu 
显然 ,要 证 明 RR 是 良 定义 的 ,只 需 验 证 当 某 个 ali= l en) Fe e 
的 情况 . 但 这 时 a: 不 在 sa 中 出 现 , 所 以 RG) Es. BARE 
A d€C—-C, WAH d AE se 中 出 现 ,所 以 Ray yaiyd ran) 
Ese 因此 这 样 构造 的 模型 是 臭 定义 的 . 象 4.1.5 机 4, 2. aii 
易 证 : s Es > Ato O : 

注意 :如 上 构造 的 模型 Re BREE C 的 元 素 
的 等 价 类 的 集合 ， . 

车 对 4. 2. 1 的 (x,w)- 一 致 福 质 稍 加 修改 ,我 们 就 有 如 下 定义 
的 (x,w)。- 一 致 性 质 和 (x,w)。- 模 型 存在 定理 ， 为 此 我 们 还 要 增加 
一 可 数 常 元 集 给 语言 ,并 且 改 善 封闭 条 件 ， 

允许 一 次 处 理 有 穷 多 个 这 样 的 常 元 ， 

4.2.6 EX S DEBATE S.WUC 中 出 现 的 可 数 带 元 集 , 令 
L a= n CUD. 

1. 假设 “是 无 穷 正 则 基数 ,*>m ASB 绎 -的 句子 集 的 集 . 
合 . 称 $ 是 (相对 C Al DH) Ce, w).-— BRE © 对 每 一 ;ES,|s| 
<r A FARE RY: 

(Cl) Es & ~p s. 
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(C2) Hie :~ED)Ss 且 有 穷 个 4ED 出 现在 台中 , 则 
sU{p— :9E 8} ES. 
(C3) (A®iE DN Ss BAB AED HRMFU (VET) 
> sUU{GHEDES. 
(C4) (VOCED Ss ABP AED HBF UG 7ET) 
=> 存在 SE I1¢,,sU (FOEI ES. 
(C5) 着 {Yzp Gn) fC I}Ss, HAVER AMEDHRE 
(g(a) WETS HA CSC, IC, |<, TY 
sU (ela/e) EC FED ES. 
(C6) (Ang ia) fe I} SCs HABER AGEDHRE 
igCe) EDP MUMS ig ET} SCosU {p (a/c) JEES. 
CI) FT| <a {tsiENT) 是 POM C 的 基本 项 集 使 得 只 有 
Fo 4ED 在 其 中 出 现 , {crdi EIEC, 
(1) ledui E hs, M sU (dei 1) ES. 
(2) E ,cb:iET)Cs BIE ELp PRAN 
多 个 4€ED 在 其 中 出 现 , 则 sU {pg(/e) iE DES. 
《3) SPE Me fE DSC os Ue =4:1E DT ES. 
2. 令 x 是 共 属 度 为 w 的 奇异 基数 ,S 是 经 的 句子 集 的 集合 ， 
RS ECE Y%。 中 相对 C 和 DD 的 ) (xr,w)。s- 一 致 性 质 O 对 每 一 GE 
S,isi<e. ts 中 出 现 的 所 有 cEC 属于 其 个 C, 且 4,2.1 的 2， 的 
(Cl) 一 (C7) 缘 成 立 ,除了 作 如 下 修正 : 
(C2) 只 有 有 穷 多 个 dED HOS PHA. 
(C3)-~(C4) 只 有 有 穷 多 个 dEDEUGHED PHM. 
《C5) 一 (C6) 只 有 有 穷 多 个 dED Elpa) :iET} 中 出 现 . 
(C7) 只 有 有 穷 多 个 d€D HE (t:i E DA eG =t; E 中 
通过 稍 加 修改 4. 2. 2 的 证 明 , 我 们 有 下 列 定理 . 
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4. 2. 7 适 于 (x,o)。.- 一 致 性 质 的 模型 存在 定理 (Green ,[19724) 
假设 $ fi (0,0) .-— BEA so ES 使 得 so 中 的 每 一 句子 中 只 售 
有 穷 多 个 4ED, 则 s。 有 模型 . 

证 明 : 情 况 } “是 无 穿 正 则 基数 :如 4. 2. 2 的 证 明 那 样 构 这 
EAN SES 把 DD 写作 {d,:n 过 w}。 对 每 一 4 之 wy 令 避 一 {gEs5: 至 
SA diood, Ao PER) 令 C, 是 C 的 ,在 s, 中 出 现 的 常 元 集 ， 
Term, 是 在 sn 中 出 现 的 % 的 基本 项 集 再 加 上 {d,,*…;d,}。 现 令 
si =i EH sist 如 4. 2.2 的 证 明 那 样 规定 ,除了 用 置换 sn 
如 4.2.2 那样 构造 模 现 六, 易 证 : oE sa > A Fo. 

情况 2 “是 共 尾 床 为 上 的 奇异 基数 :本 情况 的 证 明 本 质 上 与 
‘OE 1 相同 ,除了 s 和 Term, 的 定义 作 如 下 修正 : 

s = CCG: ESR dd, oP ERASE ot ADAK, 

. VØ RID) <x,}. 
4 BB 和 Fr 如 42.2 证 明 的 情况 2 所 规定 , 令 

Term, =C, UB, U (F én) FE Fr CEC mw) U (A). 
RREA SE O 

WR : awa AMS a Rw it ARERR ST 
的 不 可 定义 性 . 

现在 我 们 加 过 头 来 考虑 绎 -完全 性 定理 . 

4.2.8. CSE +L MMe LEN se 
表述 的 .如 2. 1. 12 规定 的 系统 WEBS Le <e 的 句子 集 且 

(1) kx 是 正则 基数 ,或 

(2) k 是 共 尾 度 为 四 的 柯 异 基数 ， 且 在 互 中 出 现 的 C 的 所 有 

个 体 常 元 出 现在 某 个 C, 中 ， ae 
则 相对 BH © 存在 (x;w)- 一 致 性 质 $S 使 ES. 

证 明 :“<=” 如 前 所 证 . “一 ”: 首 先 证 明 若 S 是 LT 
Bs 的 集合 使 得 jsj < 过 x 且 ;相对 B 一 致 , 且 (1) < 是 正则 基数 或 
(2) kx 是 共 尾 度 为 中 的 坷 异 基数 上 且 在 5s 中 出 现 的 C 的 所 有 个 体 党 
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元 出 现在 某 个 C, 中 , 则 S 是 (wyaw)- 一 致 性 质 

情况 1 “是 正则 基数 : 令 * 是 8 的 任意 元 素 ' 我 们 来 验证 * W 
足 4.2.1(1) 的 (CC1) 一 (C7) ,为 此 只 须 证 (4.4)，. 

CDRP, p) Es JU BE As- 一 人 (tp ,一 9)( 下 省 咯 B). 

(C2) ii :~E DCs WE sUlp—:7E GSES, 因为 x 是 正 
则 基数 且 |s| 过 x; 所 以 | 多 | 过 x, 因 此 |sU {fp 一 ;gE 对} a AW 
sU{p-7:9E 9) ES, FEL >A GU lp 7:96 DH ARIA 
上 As 一 一 人 {9 一 :PE B}. 据 公理 2 和 合 取 规则 (后 者 是 分 配 律 
规则 DR, 的 一 个 特例 ), 易 得 上 As A {ae spe 9}. 

(CD A DEI) Ss E sU U {8B:iET}&$, 因 为 对 iE7， 
A®, 是 Z. KAPD < LAKHMI] s< H EEN 
基数 ,所 以 |U (DiE i< 因此 |sU U BE ni<e FR, 
E 人 s 一 一 人 U {8:i€7T) ,两 次 使 用 合 取 公理 和 导出 的 合 取 规则 
(2.2.1), 我 人 有 上 AL AGED >A U (BEI) A 

RAs A ABE | 

(C4): 设 {VBiEI}Gs 但 对 所 有 fE [I®.,sU {f(D :iE 了 ) 
ES WUBI |sSUUS@OHED <u, 所 以 , 对 所 有 SEBRA 
F Asm ALOE DR, Ft As > AVDE. 

(C5): BW Vre (2):11EI}Gs, CSC, (Cl <r, W 
sU (plai/e):cE€y ET} &S. AAC i<e, s| <x A « 是 正则 基 
数 , 所 以 jsU (pO) cE C ED) |<, BHA, 

H Ns ACA o(ai/e) iE. 
据 公理 4 等 ,有 
tr A {Yrplz) :iET)}— A (ARGOED 
因此 F 人 As 一 一 人 (Vag (ai) :iET)}. 
(C6) RR (Izp) iE IGS AMMA aE EC, 
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sU glasa) cE C EI ES. id HED SC 是 不 在 * 中 出 现 的 
171 个 互 不 相同 的 个 体 常 元 的 集合 ,由 
F As 一 一 大 19 zi/ di) ET). 
显然 我 们 能 找到 | | 个 不 同 的 个 体 变 元 组 成 的 集合 {y::i€ 了 ) 使 得 
if y EAs > A pld :iET) 的 形式 证 明 中 不 出 现 , 据 2. 2. 
15(2) ,在 这 个 形式 证 明 中 用 诸 y RB dio DA 
F As 一 一 人 {pzi/di)/y) tED) 
据 公理 2,4 AsV { (>p. Ca /d; yE I}, 据 析 取 概括 规则 ， 
F As V Vy 8), 据 约 束 变 元 变换 律 (2.2.14) 和 公理 2， 
H As == Narg lar). 
CD: ce EE L ERAR, lidi ENSC, 
(1) BileH=d EI Ss E sU {d; 三 ce:iET)&S， 则 我 们 有 
LA :一 一 人 (dc) , 据 公理 6 的 (1D)，F 人 >A =a). 
(2) Bic=t.90) i ES M sU tgau) ET} ES. 则 
上 As 一 一 人 (9(CGt/cDsaiET1}, 据 公理 6 的 (2?， 
t As> A {c=tAg :iED. 
(3) HHle fe NCC 是 不 在 * 中 出 现 的 个 体 常 元 集 且 设 
sU lemn: D&S. WRITE + Asma A eSti E) 据 公 理 
2,+ AsV (et) 1E TD). Wy ft DARE 
AsV (St) ETL) 
的 形式 证 明 中 出 现 的 变 元 集 , 用 诸 y 去 置换 该 形式 证 明 中 的 诸 er 
-Ak As 一 V (HGH iC] BT RRA, 
上 As— V {Yy Cy 4) 7 ET), 
据 公 理 4 和 2. 2.703) Ca), 
b AsV (7G; St) E 
即 上 | (=t: EI}, 而 他 一 HED BAB 5 的 集合 . 
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情况 2 “是 共 四 度 为 省 的 奇异 基数 :本 捕 况 的 验证 类 似 情况 
1 ,请 读者 自 证 。 作 为 举例 我 们 只 验证 (C4): 

(C4): BRI VGC I SCs BFE n<o HAM AA FE J, 
ld: [se 但 对 所 有 FELS. sU SOLED ES. AARIA 
LULO ED | 过 x; 斯 以 对 所 有 FELIS, 

FAs—— AFGE}, 

扎 规 刚 <,-DR，， E Asų AVBE. 

fe EAR 2S A B 一 致 , 则 存在 (*,w)?- 一 致 性 质 S 使 得 
zes 0O ` 

4.2.9 Z o EEEE Karp: [1964]) 

(1) Hot S18) FS Batoe Fo. 

D S r ERER H oNGRER o 是 Let E L eult 
句子 a 1.2.15 的 证 明 所 规定 ; 则 Ba toS B>, tHo. 

证 明 ; (1) 据 后 面 的 4.4.1， 有 “一 ” UE" i BL fo 
疝 的 4.4.2,B fo, WM so 相对 B 一 致 . 车 * 还 是 共 尾 度 为 “的 
奇 借 基数 , 则 显然 ! 一 c} 中 的 个 体 常 元 cEC 在 某 个 C, 中 , 据 4. 2. 
3. 在 这 是 种 情况 下 , (0) 部 是 某 个 Ceyw)- 一 致 性 质 的 元 素 , 据 模 
型 存在 定理 光一 路 有 模型 的 ,所 以 上 

(2) 因为 x*+ 是 正则 基数 ,所 以 据 (1), 有 Bi%Fto & Fo, fil 
B- kas Fo. 1.2.15. Foe Fo AR O 

练习 

4.2.10 详细 证 明 4.2.8 的 情况 2. 

4.2.11 定义 命题 语言 .的 x- 一致 性 质 并 用 此 证 明 Be = 
BO. Form( OURE 3 章 8$ 2 的 其 它 系统 的 完全 性 定理 . 


$3 和 红 -可 数 片段 的 完全 性 定理 


本 节 的 完全 性 定理 和 由 此 得 到 的 紧 致 性 定理 由 于 Barwise 的 
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[1967] ,也 出 现在 他 的 [1969b].， 在 始 元 存在 的 情况 下 ,最 初 注意 
到 这 些 定理 仍然 成 立 是 在 Barwise 的 [1973]. nea 3. 14 
也 在 他 的 [1973] 中 被 证 明 . 

AWE KPU 十 无 穷 公 理 ( 参 见 第 OP) PIAS: po, 
"H D, F, "分 别 表示 和 .的 公式 和 公式 集 . 

4.3.1 定 义 令 C 是 可 数 个 新 个 体 常 元 的 集合 ,2w 是 经 =- 
片段 (参见 2. 1. 13). Kok Sy 的 公式 y 相 对 CC 的 自由 代 换 特例 
& 9 是 用 个 体 常 元 符号 EEC 处 处 代 换 多 中 有 穷 个 自由 变 元 得 到 
的 公式 , 故 Hn (C= {9 pk PE Lu 相对 C 的 自由 代 换 特例 } 称 
为 相对 Su 和 C 的 自然 片段 . 

ti Sy Ot C) 的 基本 项 全 上 EC 或 上 形 如 FE HPF 
是 Hy 的 = 元 函数 符号 且 TEC. 

4.3.2 定义 令 S 是 纪 w(C) 的 句子 集 的 集合 ,我 们 称 S 是 
(co ,m)x- 一 致 性 质 全 对 每 一 s€E5, 下 列 条 件 丝 成 立 : 

(C0) (平凡 规则 ) GES; B sSs, ES, WR B-- pes, 

| sU ig} ES. 

(C1) 一 (C7) 同 于 4.1.2 的 (C1) 一 (C7) ,只 是 涉及 的 公式 和 句 
FRE Sx(C) 的 公式 和 句子 . 

4.3.3 引 理 令 $S 满 足 4.3.2 的 (C1) 一 (C7), 则 存在 最 小 的 
(co,w)w- 一 致 性 质 S, DS. 

ER Be SOP: 


f(0) =SU ID}, 
fat D=f@MUsU eG sEFUVLEA Ef ODEI sSs, 
E PES}. 
=Ufn. 


Ba S, 是 Coo,w)w- 一 致 性 质 . 施 归 纳 于 n, WULF SCS, HS, 
FE (00 yw)w- 一 致 性 质 , 则 JMSS. L 
下 面 引 理 的 证 明 类 似 4. 1. 4 的 证 明 . 
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4.3.4 引 理 假设 S 是 (oo0,w)w- 一 致 性 质 ,sES, 则 
C1) Alp ,p> 站 Es; 则 sU tp} ES. 
(2) # csd e€C H c=d. d=e€s,M sU {cHe} ES. 
(3) 车 cEC, 则 Ui{csc) es. O 
4.3.5 引 理 $ D Sy KARE R 2.1.14), 528 5, 
中 公式 的 所 有 自由 代 换 特例 的 集合 ， 定义 8= iss 是 Sew(C) 的 有 
穷 铅 子 集 使 得 Eu《C) 是 相对 Sy HGRA BSW ASES) , 则 
(1) 了 是 x(tC) 的 有 效 性 质 . 
(2) S E sw(0) 的 (oo0,w)w- 一 致 性 质 . 
(3) pE EH sES => sU {p ES. l 
证 明 : 证 (1): 只 须 证 王 包 含 Bon = Boye Form (L ou) HAE 
1--6 且 在 推理 规则 1 一 3 下 封闭 作为 举例 ,在 此 我 们 来 验证 公理 
6(2) 和 合 取 规 则 ， 
验证 公理 6(2) :考虑 2x(C)? 的 下 列 公 式 ， 
VELA GE oI, v/s é (4. 5) 
其 中 1 也 可 以 包含 霹 . 但 (4. 5) 是 Sy 的 某 个 下 列 形式 的 公式 的 自 
击 代 换 特例 : 
vEt A Gi, vd > Pa vt) (4, 6) 
HP t= Cenci u/c.) AWA ODED 中 ,所 以 (4. OE 
马 , 因 此 (4. Dex. 
BEARRA: i y> ADE SulC) 且 对 每 一 VE D, ppe 
I RIE g> AGES. BR p> ADE Sy 的 某 个 公式 的 自由 代 
HER. Tii ge Ad RA FIER.: 
po /cA tpo : Hv) ED,). 
因为 Plae) E E, M EEE fug/o >Ku KIA Ht 
BRNE plogo) E o WD RAM 61) ,推理 规则 1 
和 规则 3, ME Kod ED H PCy Plw,) E Zo 对 5 运用 推理 
规则 2,gCo D> A (pv) :Hv ES) En Alt $+ AGES. 
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证 (2) :验证 S 是 Gv(C)? 的 (co,wyw- 一 致 性 质 繁 而 不 难 , 只 是 
验证 (C6) 需 要 在 此 提 及 ， ， i 
设 3ugp(zwJEsES 但 对 所 有 cEC,sU(RKu/c) ES. 因此 对 每 一 
CEC As Qe/ ES. 特别 对 某 个 不 在 $ 中 出 现 的 ZEC, 有 
人 ss 一 一 IKv/d)E€ .因为 4 HES 中 出 现 , 所 以 六 一 一 区 oo) 也 是 
Z 中 某 个 公式 的 自由 代 换 特例 ,所 以 它 也 在 三 中 . 因此 据 规则 3， 
我 们 有 As 一 Yu 一 PoEE, 即 据 公 理 2, 人 5 一 一 3vp(v)E ZZ。 易 
RL Assez MKS ses FE. 
证 (3): 假 设 gE 3,sES 但 sU lp ES. MoOCAsSAMDES. RU 
根 据 公 理 1 和 规则 1,9?8 一 一 人 AsE 3, 所 以 据 规 则 l= AEZ, 因 
WAsSeS, I. O 
下 面 我 们 要 在 KPU 十 无 穷 公理 中 证 明 红 -可 数 片段 的 模型 
存在 定理 . 为 了 在 上 述 较 弱 的 元 理论 中 做 到 这 点 ,我 们 必须 在 与 
ZF 系统 中 的 概念 等 价 的 概念 中 ,选择 那些 能 避免 使 用 窒 集 公理 和 
选择 公理 的 概念 
4. 3. 6 -模型 存在 定理 O sw 是 wo- 可 数 片段 ,S 是 
L u 的 (ee ,w)M- 一 致 性 质 , 对 SES, TTE Lone RAI A HE UE so. 
证 明 :因为 Sy TR REREAD SURE Sy, 中 的 句子 和 项 : 
O Oyst Opty NTLO. (4.7) 
tos tatas tty o ALO (4.8) 
如 下 构造 S HERES- $F osn Esr ES 已 给 定 . 假 
设 我 们 已 有 5s.ES， ep Swit 
第 一 步 , 找 到 C 在 (4. 8) 中 排列 的 第 一 个 个 体 常 元 符号 c 使 得 
aU c= ES BS si=s. U {c=2,}. 
第 二 步 , 若 sU {o,} &S, NU Set =H sU {a,} ES, WS 
=U {a}. 
下 面 我 们 分 三 种 不 同 的 子 情况 来 讨论 : 
情况 1: 若 6, PERMIER V EWS s= si 
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情况 2: 若 5 ve , 则 据 (C6) ,在 (4. 8) 中 找到 排列 在 第 一 位 
By CEC WR iU (poue) ES. ES spi= U (9v/0)). 

情况 3: 若 o E V SMUG CO ,在 (4.7) 中 找到 排列 在 第 -一 位 
的 YE 三 使 得 STU p ES HG s= U {9}. 

& = Us. 下 面 的 证 明 如 同 4.1.5 证 明 的 相应 部 分 ， 癌 ] 

HO ARI Zu 的 模型 存在 定理 请 参见 后 面 的 有 关 章 
节 , 因 为 它 需 要 Skolem- 语 言 . | 

4. 3.7 ww- 扩 张 的 模型 存在 定理 $ Su MSW 4.3.6 BR 
TE SE Sy 的 句子 集 使 得 

sES E aE I => sU ES, 

则 对 所 有 sES,sUZ ARN. O 

证 明 如 同 4. 1. 6 的 证 明 . 

4.3.8 汉 w- 圾 完全 性 定理 Flu 是 S.A WERT BE, 则 

Cu 的 句子 ga 是 有 效 的 Ook Sy 的 内 定理 . 

TERA “<=”: o Hy 的 内 定理 (这 里 内 定理 的 概念 据 2. 1. 
15),% 是 AEE RAY Da = (918, E Hy N F VEG) HE 2. 1. 
221) Dy 是 Ly 的 有 效 性 质 ,所 以 vE Dy BIA E o, USE F o. 

“D” Ro Bik Su 的 内 定理 , 则 存在 Sy 的 有 效 性 质 昌 使 
得 oO. STROH Si 4.3.5 HRMS MH 4. 3.5(2),8 是 
(co0,w)w- 一 致 性 质 ， 据 4. 3.503), {oe} ES, ILIE 4. 3. 6, (-re} 
有 模型 ,所 以 上 a. oO 

HA 2 BRA EE i re dT BA A 
2.1.16 定义 的 证 明 概念 ,因此 就 没有 与 fv 相 容 的 证 明 概 念 使 得 

Foe IPEP È ota). 

到 目前 为 止 我 们 所 证 明 的 只 能 是 用 一 个 AEE o 在 Sy 的 每 
一 有 效 性 质 中 ) 去 置换 另 一 个 MMR Eo). ARE A — 
个 证 明 的 Ai- 概念 ,就 需要 2.1.16. 2.1.17 以 及 下 列 定理 (注意 ; 
虽然 上 面 我 们 在 政 PU 十 无 穷 公 理 中 工作 ,但 下 面 的 完全 性 定理 和 
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紧 致 性 定理 不 能 在 政 BU 十 无 穷 公 理 中 得 到 证 明 ). 

4. 3.9 定理 9 Zn 是 多- 的 可 容 片 段 ( 兄 2.1.17) 且 是 
Za 的 句子 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 3PfP $ o 的 Sa- (P PEM Rot Hy ik). 
(2) IPEP 是 o 的 Si 证明] (HR 2.1.16). 
(3) o 是 Hn 的 内 定理 , 即 o 在 Se 的 每 一 有 效 性 质 中 . 

证 明 :(1) => (D BRR. 

(2) > (3) : 令 王 是 Se 的 任意 有 效 性 质 , 施 归纳 于 证 明 P 的 
传递 闭 包 TCCP) ,因为 了 包含 公理 1 一 6 且 在 推理 规则 1 一 3 FH 
bij. BRA ASHE GE BH : oy 

P 着 的 SG- 证 明之 c€ SZ. 
(3) 之 (1) :首先 要 证 明 集合 
I= {PE Ha IPEM(P 是 9 的 Ww- 证 明 )} 
是 sm 的 有 效 性 质 ， 为 此 只 须 证 三 包含 公理 1---6 且 在 推理 规则 
1 一 3 FHA. 包含 公理 1 一 6 是 显然 的 ,所 以 我 们 来 验证 3 在 上 
述 规则 下 封闭 。 

规则 1: 设 9,p 一 JE 3, 则 存在 P PEM 使 2¢P,) = psa, 
2" (P =p. 令 f(00)=P. f1) =P, W P=<f,p EM HPEY 
的 Zw 证明 ,所 以 gEZ. 

规则 2: 这 里 要 用 到 第 0 XF KPU 的 定理 . He A VE 
Se 且 对 所 有 Ye Fpp Ae ge We PCD 使 得 
P, po A Lu TERA. HRM PALI AY SAR CO. 2.9), 
我 们 有 函数 SEM Dom =F KBE EV. WADE 

P ESCH > Py È py H Lui N. 
BR fee AWEM HE p> AY Su- A 
p> AVES. 
规则 3 的 验证 类 似 规则 1 的 验证 ， 
因为 据 (3),c 在 Sm 的 所 有 有 效 性 质 中 :所 以 oE E. k 
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注意 :一 般 地 ,我 们 不 能 在 上 述 定 理 中 增加 下 列 (4) : 
= 在 Sm 的 每 一 有 效 性 质 三 中 使 得 TEM. 

因为 这 个 命题 通常 要 比 上 述 (3? 弱 得 多 . | 

4. 3. 10 推论 Fa 是 可 容 片段 , 则 Me 的 内 定理 集 是 M 
的 ,- 子 集 , 而 县 这个;- 定 义 没 有 哎 中 的 参数 且 独 立 于 器 . 
证 明 ,; 这 个 -ARRE l 

”3P(P 是 0 的 证 明 ). 口 . 

下 面 我 们 用 Ho 来 表示 V-AR “IPP 是 6 的 证 明 )”, 把 4.3. 
8 和 4. 3. 9 结合 起 来 ,就 有 我 们 所 需 的 结果 : 
4.3.11 Sa-Barwise- 完 全 性 定理 (Barwise,[1967]) 4 Sm 
.是 SAAS RAY A BE MUSA PE Sm ,下 列 命题 等 价 : 

(1) Fe. 

(2) Fe. 

. (3) M wR“ tp”. Li 

注意 :(I) 据 上 述 定理 ,Sew 的 有 效 句子 集 是 咀 上 的 Zo 
CI) ERR Barwise- 完 全 性 定理 并 没有 说 句子 “上 pOte "在 可 数 
WAR MN 中 真 . Rank pe bp’ “加 上 上 述 Barwise 完全 性 
fe 

PE Ym 且 兄 有 模型 > PARHUWEN, 
WX MAAS BM 是 不 成 立 的 . 所 以 读者 务必 不 要 误解 上 述 
Barwise- 完 全 性 定理 的 含义 . 〈 下 ) 关于 不 可 数 可 容 片 段 的 完全 性 
定理 我 们 将 在 后 面 章 节 讨 论 , 因 为 证 明 它 还 需要 其 它 知识 和 技巧 . 
Barwise- 完 全 性 定理 有 极其 广泛 地 运用 ,下 例 定理 就 是 一 例 . 

4.3.12 Zn -Barwise- 紧 至 性 定理 (Barwise,[1967]) 令 Sm 
SHY OTT EH BRT E Ln FS OEM 上 的 了 
车 每 一 OP as MEM ARY, Mr ARR. . 

证 明 ; 令 SL =L o UC 使 得 C 是 可 数 新 个 体 常 元 集 量 Ao 
HEM 上 的 Al Sy (OR Sm 相对 人 C 的 扩张 , 则 
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Lul = {sis 是 LoWAFR SEM 且 只 有 有 穷 多 个 
个体 需 元 符号 cEC 在 s 中 出 现 }. 
” 令 S 是 uw(C) 的 所 有 有 穷 句子 集 : 的 集合 使 得 对 所 有 DE 
有 PoE 对 有 了 Us 有 模型 首先 我 们 验证 S 是 (co ,o) 和 -一 致 性 
KK. 但 此 验证 如 通常 ,只 有 (C4? 的 验证 需要 在 此 提 及 . 

(C4): 设 VEsES 且 对 每 一 EW,sU (g} ES. 则 对 每 一 y 

EF, ,存在 TSD 使 得 

PEM TUsU {gg} 没有 模型 . 
令 8(z) 是 荆 在 强 上 的 如 -定义 , 则 所 相对 2w(C) 的 完全 性 定理 ， 
FA 文句 子 在 中 中 真 ， . l 

VPE PIP LV GET OPDIA FE A MUs) >g] (4.9) 
据 SHERU R 0), FETE cE Dt 使 得 (4.9) 相 对 a 成立 ， 
所 以 据 0.2.4, 可 以 假设 a 是 传递 的 . 据 和 -分离 公理 , 令 T={yE 
a:0() 中 }) , 则 据 O24, 7,EMN ACP. AKA DOT, 使 得 
E A CRUs) 一 一 上 所 以 对 每 一 ET, 上 人 Usg, A 
F A (CPU 一 一 V 更 ,因为 V 更 Es, 所 以 上 A (TsUs) 一 VW, 因 
IKE >A CEUs), BD TUs 没有 模型 ,而 这 与 ;ES 矛盾, 

易 证 车 sES 且 oET, 则 sU {o}E8, 因 为 8 是 (oo0,w)m- 一 至 
性 质 , 所 以 据 扩 张 的 模型 存在 定理 4. 3.7 ARE. 

把 Barwise- 完 全 性 定理 与 Barwise- 毗 致 性 定理 结合 起 来 就 得 
到 下 面 扩张 的 完全 性 定理 ， 

4: 3.13 Sn- 扩张 的 完全 性 定理 S Sm ELAKA 
FER So -和 句子 集 使 于 是 吸 上 的 ži. MAR Sm rt 9g} 
EM EA >. 

WBR: 27 o E Sm 的 句子 ， 则 我 们 施 Barwise- 人 个 各 二 
卫 U{ 一 z) ,有 

THe IT,IEMET ETA"“T, Fo ™”]. 
所 以 Fo 性 FASREM PREPADE, 
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IP IV PET ADA“ A Peo ”]. (4,10) 
显然 ,(4. 10) 给 出 了 “PHFo DE. 

注意 :这 个 定义 只 依赖 一 的 定义 公式 OR RRM ,而 且 在 
这 个 定义 中 出 现 的 参数 和 在 9 中 出 现 的 参数 相同 . CO 

上 述 Barwise- 紧 致 性 定理 的 一 个 特例 特别 值得 一 担 , 因 为 它 
经 常 得 到 使 用 . 例如 , 当 改 是 递归 饱和 模型 (此 概念 见 下 册 有 关 章 
SM. ERA M= HYP: 的 情况 . 

4.3142 SMM, ATRIA oMy=o. > 
TTi 是 sm HARA ENB Ma 上 的 且 每 一 gET 是 纯 
RELOD. 《因此 工 是 有 穷人 身子 集 . ) 若 对 所 有 有 穷 TET, 
LUT, 有 模型 , 则 TUT 有 模型 . 

TERR TUT, 没有 模型 , 则 据 Barwise- 紧 致 性 定理 ,对 某 个 
WEM,VCTUT, EE AY. BO MO DHRRT WT, 的 
D-H MWY rE VLG, (2) V 9,(z)j. 所 三 - 自 返 原 则 ,存在 a€ 器 使 
PYLE PACO VO] AER Ao- 分 离 公理 .构造 

P= {rE PAC), P= {rE V0, (2°), 
ER.V=V.UW,, WOT, PET, B PUY: RARE. MY, 
是 渚 纯 集 的 集合 ,所 以 它 自身 也 是 纯 集 . WO om Y, 
也 是 有 穷 的 ,矛盾 :局 ] Ae S 
.现在 出 现 一 个 问题 :如 果 Me HE, IBZ ,在 什么 样 的 范围 
内 ,上 述 Barwise- 紧 致 性 定理 能 给 我 们 一 个 关 王 Sy = Fel Ei 
紧 致 性 定理 ? 换 名 话说 ,T EM LAD 这 个 要 求 倒 底 起 什么 作 
用 ?我 们 的 回答 是 ,假设 HFs TRAA RTR), T RS. 
WEWN TEA, WE, ET EH 3, mi 0.7.9, 这 个 模 
型 是 可 容 集 . .因此 我 们 可 以 运用 上 述 Barwise- 紧 致 性 定理 于 这 个 
可 容 集 ,从 而 得 到 SHEE RE SH. 

关于 Barwise- 紧 致 性 问题 ,我 们 在 后 面 专门 用 一 * 章 的 篇 幅 全 
面 系统 地 讨论 之 . 
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在 红 --。 的 范围 内 ,我 们 还 能 定义 其 它 类 型 的 一 致 性 质 并 证 明 
适 于 它们 的 完全 性 定理 , 由 于 篇 幅 限 制 ,我们 在 下 面 不 加 证 明 地 举 
两 个 Karp 在 其 [1972] 提 到 的 结果 (对 它们 杂 统 地 研究 请 见 
Green 的 [1972]). 

令 M= Um, 是 传递 且 初 始 递归 封闭 的 集合 ， 我们 也 假设 每 
一 4, 是 传递 且 初 始 递归 封闭 的 集合 ,Me SAM. A Mnt IM, A 
TETE M, 中 出 现 . XCM 是 非 逻辑 符号 的 初始 递归 集 ,C 是 
不 在 关中 出 现 的 个 体 常 元 的 集合 ,假设 C= UC CSM. Ca H 
IM, PERRE C, 中 出 现 ， 令 Lu KOE How XM EAR 
现在 M 中 的 子 语 言 . | 

4.3.15 定义 1. SSBU Hu (XUC,) 的 公式 集 的 集合 , 称 5 
EHX C HK) M-— BER 后 对 每 一 ;E58, 下 列 条 件 皆 成 立 ， 

(Cl) gEs © es. 

(C2) 对 no, (~e :pED/CsM, > sU (e+: GE DB) ES. 

(C3) 对 n<w, (A Swe DSM, > sUU DEI ES. 

(C4) 对 n<w.{VOiET}SsM, > 存在 FE I1¢,. 

sSULf@M HE DES. 

(C5) 对 ne, {Vrp (x) iE DSM, EPA mw, 

sU {e(ai/e) cE Cf ET} ES. 

(C6) 对 n<io, E Grp (a) :iET)Cs 们 MM,, 则 对 某 个 mw, 
某 个 FE (C。) sU {eG /f@) #ED ES. 

(C7) 对 所 有 n<o MEL. pu) dE Sa (XUC I WRTARX 
RITAEARTE t EX 中 的 个 体 常 元 或 形 如 Fe) 的 公式 ,其 - 
HP e,EC,,FEX lM, Æ k TRK., 

(1) iadi ENNCSOM, > sU ld =e Es. 
(2) (eG) satii E DENM, > sU {9 lt/c) i CI) ES. 
(3) 对 某 个 mco SECY s ULOS EES. 
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2、 假 设 4p (oo):ae 对 } 是 含有 一 个 身 由 变 元 的 公式 集 使 得 
(P a EM) EL u (X). HS HEM C HY) CM, ip (oo):aE 
M))- 一 数 性 质 > S 是 (相对 CC 的 )M- 一 致 性 质 且 ES 满足 ， 
(C8) 对 x 过 zw, 存在 了 ff: C, >w, 
sut ey. (ole EC, hes. 
4.3.16 L ADFER (1) 对 CS (X)， 
三 有 模型 STAT M-—-KEROAE. 
(2) 对 ECZ CX), 
EU {Wor V gCvo)) 有 模型 
OS ZERM ga EM)-- KEM HAE. [|] 
4.3.17 他 -完全 性 定理 
O SCH (XX) ,PE Sy CX) B= BODE Llu ORR 
演绎 系统 ,Dw 是 在 UPCM,) 中 成 立 的 分 配 公理 的 集合 , 则 
, ZEGS B; te. 
《2) 令 SSH u X) GE Su CX) B=BDu OE Lu (X) BIE 
的 演绎 系统 ,Dy 如 前 规定 ,@B 是 下 列 集合 : 
| A | pD ino), 


LH o Tee HUM.) 26 My, 
其 中 五 (M,) 是 M, 中 的 Henkin_ 个 体 常 元 集 ， 则 
ZU {Vee V go) Fee Bi3H9. 口 
说 明 : 据 上 述 定理 (1), 若 MM ERZA THAE ME 
MM, 则 限制 于 M 的 有 效 公式 集 Val 可 以 用 包含 多 TARR 
达 , 所 以 Val 在 M LÆ pE M ERS B. 


“练习 
4.3.18 用 4.3.6 证 明 : 
Bu 是 可 数 片 秘 且 GES, 有 模型 > 2 有 可 数 模 型 


。 了 9f0 。 


4. 3, 19( 纪 -省 略 型 定理 ) 令 Sy SWUM RAR E 
Ly 的 句子 集 , 对 每 一 n<0. OG) Sy 的 公式 集 使 得 其 自由 变 
元 至 多 是 亏 ， 假 设 三 有 模型 , 且 对 所 有 nco 和 Mu 的 所 有 公式 
P) E TU (At) AM UATE 9G.) ED, E ZU (by Ag} 
有 模型 证明 SUAVE V SARE 

4.3.20 SMN BYRRHG MEN AM 是 可 数 的 "在 
M 中 真 . 令 Zn EAN 给 定 的 HHT. TEA: 

RNE“pRA KI” S MEAPCP 是 9 的 ZuE). 

因此 车 gE sm ARN WEAN 中 的 模型 . 


4 pin 完全 性 定理 


本 节 psp RM DW, Sy ++ Sh Hl FAB Se 的 公式 和 公式 
RA, B, RR Lent HH. 

4- 4. 13| 理 相对 任何 语言 经 xip > 

O) 基本 系统 Ba 的 所 有 定理 是 有 效 式 . 

(2) 公理 模式 CD, D.D? ,BH;, DBH, 在 它们 的 定义 各 自 规 
定 的 条 件 下 是 有 效 式 . 

(3) 推理 规则 DR,,«,-DR,.IC, DC 在 它们 的 定义 各 自 规定 
的 条 件 下 保持 有 效 性 . 

证 明 ;(1) 的 验证 显然 . 

(2) CDy ,Dy 和 D? 的 验证 如 3. 2. 7(2) A HERA. 

考虑 BH;y: 令 7Y<cf(1), 扩 是 任意 结构 ,任意 fE AO. HAO 
= AA Xe 假设 WF 人 IXepe[/], 因 此 对 每 一 4<Y, 存 在 gE€ A* 
HE AE OLS * gs] 令 g= U ges Xt e, E< RAE EAL, XN Xr: 
=O Xt <E, H— EX 不 在 只 中 自由 出 现 ， 所 以 g ARKH 
WE ARL” gl 因为 yY<efCD ,所 以 1U Xel<a, Bist 
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ue AUX Aal] 
考虑 DBH, G ¥<el (a) ,里 BMA SE APO ,其 中 
0=3Xop, A A VU AX). 

BUF OLLI MAE 人,Y Xs3Xem[ 门 ,因此 对 所 有 使 得 1 
SEKTA F Y UX3XepL 用 ,所 以 对 所 有 6 使 得 1<<6<7, 对 所 有 
g:€ A, 其 中 X= UX, F333XepLf* gej, 从 而 对 所 有 使 得 1 
KEY UR g€ A” FETE ge CA UE DLO x ge) x gl È hs 
=g Uro BW XN UXO, A Bi he BE RBH UX, 的 函 
W. MRSA EB I<e<7 Ube fer] BAW A F 
3Xop[fj, 所 以 存在 hoE€ A’ AS HE pL * h] 因此 ,对 所 有 < 
VAF pS” he}. $ h= U hes Silk a EE SORA UX: 的 函数 . 因 
Ay RT ESELY 使 得 EAE XNA = DERT EE, G rE AX TTE p 
中 自由 出 现 ,所 以 中 F ARS ALE UEAUX AGLI. 

(3) DR, 和 «,-DRy 的 验证 如 3. 2. 7(2) 的 证 明 ,ICr # DC, 的 
验证 留 给 读者 作为 练习 、 世 ] 

下 面 引 理 的 证 明 如 2.2.15(2) 的 证 明 . 

4. 4.2 引 理 令 Bm 是 基本 系统 ,5am = Lame UCC 是 基数 

适当 大 (后 面 责 作 具体 规定 ) 的 新 个 体 常 元 集 ,o 是 L aT W 

| Bom ED) Ho Bom EMD Ho DD 

令 L am vim SC IC 是 新 个 体 常 元 集 . 称 : 是 an 的 基本 项 
St 是 个 体 常 元 符号 或 形 如 Fic F<) EP lenfa H F 
是 乞 wer 的 元 函数 符号 使 得 OEO. 

4. 4.3 定义 ”1, 令 x 是 无 穷 正 则 基数 使 得 对 所 有 <A CDS 
=e CEP eR HERES, (Cl HS ES am Le UC 的 
句子 集 的 集合 , PS RCE Soe C 的 )(x,4,p,7)- 一 致 性 质 
= 对 每 一 sES, |s| <e H FAR EMV: 
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《C1) 一 (C4) 的 表述 如 4. 2. 1 的 1. 的 相应 部 分 ， 

(C5) 若 (VXip (zi) iE 1} Ss AER CSC, |C |<, 

sU (SF, (p) AE CDE ES. 

(C6) 车 {zi98:iET)Ss, 则 对 {fi: LEC ED PEPER 
(fie, ssU {SF,(p):i€ET}ES. 

(C7) 的 (1) 和 (C3) 的 表述 如 4. 2.1 的 1. 的 相应 部 分 . 
O CDD 车 (Lt <p) iE NE Som 的 基本 项 的 序列 的 集 
BAG, F< ELE Lit BF BEART ERY G EB 
合 ， 对 每 一 iET,(c ;< 是 与 44:$<<7) 一 一 对 应 的 的 个 体 常 
元 的 序列 . 4 (EL, : F< ET) U {c= Fy iE 1) Ss. Ml 

sU KAIA EEES. 
令 “ 是 共 尾 度 为 w 的 奇异 基数 且 对 所 有 ECA = pÀ, 

C EMTEA TREICC =s H C= UC., 其 中 每 一 C, 的 基数 
ty SH 红 wn 的 句子 集 的 集合 。 称 S 是 (在 Lae PHM CHD 
(xpz)- 一 致 性 质 > 对 每 一 sES, jsi <e Æ s PHRA e 
”EC 属于 某 个 C, BFAR ERI: 

(C1) 一 (C4) 的 表述 如 4. 2.1 的 2. 的 相应 部 分 . 

(C5) HVX Cr HED Ss B no i 

sU {SF; (g): fE (CiELTI ES. 

(C6) Haze iN Ss MRE nco RHE LE (CED) 
PRT FRET)» sU ISE) EIES. 

(C7) 的 (1) 和 (3) 的 表述 如 4.2.1 的 2. 的 相应 部 分 ， 

(C7) (2) OR ECP FED FE Li A REAR ETI HY R 
BAGG E<9) HET) Lael RE SRR ORY EK 
BAPE FET AE ne, de, ECP ES, E< 一 一 对 应 的 
C, 的 个 体 常 元 的 序列 . Fp, EKP EU (et, ESIC D) 
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Cs, Bll SU {Ptc F<) HED ES. 

4.4.4 Lop 模型 存在 定理 

车 S 是 (x,4,p,x)- 一 数 性 质 且 s,ES; 则 so 有 模型 . 

证 明 : 情 况 1 e EENEN, HIA EA, (x f=: ES 
已 给 定 ， 假 设 我 们 已 有 seS, 且 C, 是 C 在 % 中 出 现 的 常 元 集 ， 
Term, 是 在 s, 出 现 的 ow 的 基本 项 集 . 因为 «是 正则 基数 ,是 s， 
中 每 一 句子 所 包含 的 C 中 的 常 元 和 5am 的 基本 项 的 个 数组 < 之 x， 
所 以 Term, AC, 的 基数 都 小 于 « Wits. 二 ss, 其 中 sist 据 
(xs4,Ps7)- 一 致 福 质 的 (C2) 一 (C7) 分 别 构造 如 下 : 

si-s 的 构造 同 4. 2. 2 的 sisi, 

s =s U (SF, (PD WX, PE sns SpE C), 

其 中 XA Var 的 一 恰当 的 变 元 集 ， 
$=sU SF, 《人 AX, Kr) Esn} 
对 一 恰当 的 机 数 集 { 户 : FEC) 9}, 
s= (dec: cHdCs,3 cd EC, by | 

s= U {plte /ce: ESN): (Plte: ELP ,ct 三 te( 对 每 一 <p 

Sat E — ceECys te€ Term,; GR L pont RED DAA 
原子 公式 的 否定 }， 
=U let: ¢€Term,}, IH Ah le tE Term, OC. 

下 面 的 证 明 类 似 4.2.2 证 明 的 相应 部 分 ,所 以 我 们 只 说 明 不 
同 之 处 ,请 读者 对 照 之 : 

(4) Ep =V XP, AW p E sai FLIX PE st; 因此 对 
HT SEC, 7 »~7SF (Cf) E Sate 据 归 纳 假 设 WE 一 SF7(%) ,因此 
A F FNA: 

(5) 设 2 一 3X9%, AA 97 Esa EIWX ES ; 则 对 所 
A SECY SFM Ese HAAR. MAA SECA H 
SF (Cp). UE AXP, WIE FE C A F SFO, 矛盾， 

情况 2 ERRES opi O e= Ue RPA | 
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Kee SH) ALS PA ESA OSA. C 是 新 个 体 常 元 集 使 得 1C1 = 
r 且 C 一 山 c,, 其 中 每 一 C, 的 基数 为 x: 
S FREE s 中 出 现 的 ww 的 元 函数 符号 的 集合 ,8 是 在 s。 
中 出 现 的 ss 的 个 体 常 元 符号 的 集合 ， 因为 FE 和 B 的 基数 可 以 
是 “, 所 以 我 们 可 以 把 它们 写作 可 数 并 F'= UPS B= 日 下, 使 得 
IF|}<«,, |B, Sn 
对 每 一 n<iw, & Term, 是 
C,UB,U {Flep FOF EFS, {ce F SE} EEC, OE <p}. 
Fy | FE| <a BCC. | = Ce, Se SLA | Term, | <x. 现在 令 
s=, BP sl 一 5 如 情况 1, 除 了 我 们 只 考虑 mw 中 的 合 取 信和 
V 卫 使 得 | 下 < 委 w， 如 同情 况 1 那样 构造 % 的 模型 站 ,显然 在 这 种 
PAFA 的 基数 至 多 为 口 ] 
4.4. 5 Cog SETS 
CL) & Se 如 前 规定 ,是 无 穷 正 则 基数 ,对 所 有 ECA, e) 
=e A Y< H SBR <e MEK 
I 494+ Ban (DR; IC) R 
S Aid p-k SR TES. 
(2) & « ERBEN o HERERO Ue HPS «, 
<n) PAT EA KK, pA Y< AOE ER< 的 句子 集 , 则 
三 相对 Buw CK-DRys1CY) 一 臻 
S 存在 (cvpr)- 一 致 性 质 S 使 得 SES. 
(3)  « 是 强 极限 基数 ,7<x, 且 EEE 的 句子 集 , 则 
三 相对 Bae (DF ;ICy) 一 致 
S A Alp) it Set TES. 
证 明 :(1)“<=” 如 前 所 证 . “=>”: 首 先 证 明 若 S 是 Z at A 
句子 集 * 的 集合 使 得 |s| <x E s 相对 Bo (DR, IC — S, NI S 是 
CA eon) Bet 
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令 s 是 5 的 任意 元 察 ,对 n=1,… ,7, 我 们 来 验证 (4, 4),. 

(Cl1) 一 (Cd) 的 验证 如 4.2.8 的 根 应 部 分 . 

(C5): BV X.p EDs HIER CSC. [C< fH 

sU LSF; AE (CO iET) S. 

因为 |CG <e BIXA EA COS =e ,因此 
[{SF, (P) AiE (CV ET <w. 

BER EAs eA A SEAE CD). 

据 公 理 4， FAs ~ AVX e. 

CCE): {IXe iE N Es BRNS AE C ET) PAK 
PEW EBA ET) sSUISF (9) :iE7) 入 5S， 我 们 能 找到 某 个 集合 
(gi:iE TER U (RanCg,):iET}GCC 是 不 在 s 中 出 现 的 | 了 1 个 不 同 
的 个 体 常 元 集 的 并 (其 中 的 常 元 者 互 不 相同 ), 则 - 

As + ASF). 
显然 ,我 们 也 能 找到 17| 个 个 体 变 元 的 集合 {Y;:iE 7}( 其 中 的 变 元 
都 互 不 相同 ) 使 得 在 八 s 一 一 人 SF。 nie i€) 
中 的 元 素 都 不 出 现 ， 据 2. 2. 15(2)， 
t As =- Ne), 
EAH 2, 上 As 一 Vp(Y2, 据 ICy, + As 一 VYY 一 8, 所 2.2. 
14 和 公理 2， F As +> AIXE 

(C7);(1) 和 (3) 的 验证 如 同 4. 2. 8 证 明 的 相应 部 分 . 

(C7) (2) SAC F< FED) 5am 的 基本 项 的 序列 的 集 
合 ,{p(use<JD:xiE 有 是 红 sr 的 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 的 集 
合 ， 对 每 一 ?ET 《ci :€<7) 是 与 (< 四 一 一 对 应 的 C 的 个 体 常 
FUER. Bet, F<) EI) Ue, 4, :DiET}Cs 人 但. 
sU ip, aii EIAS. 则 我 们 有 
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k As = A gi /cst<D, 
TEAR 6H. Mae Be. 
t Asaf Agi, <9) A A (A =n). 
(2) 的 证 明 类 似 (1) ,只 是 在 验证 (C4) 时 用 e-DR, (048 DR. 
《3) 的 情况 的 证 明 也 类 似 (1). 这 里 唯一 不 在 凡 的 情况 是 如 下 
对 (C4) 的 验证 : | 
BIV Bnc) Cs AMA FE LlB: U (f@D7iED ES. 所 


以 对 所 有 SETI, | Ase Af). 因为 | 站 <e 且 < 是 强 极限 
EBA IA |<, 
As =A SASO: FE 118}. 
所 以 据 D; ,我 们 有 ， 
ANVON (ASOD: FELO), 


所 以 易 得 F As 一 一 人 VO, 
综 上 所 述 , 若 三 相对 上 述 系统 一 致 , 则 存在 (ce,),p,m)- 一 致 性 
Rs 使 得 Es. O 


4.4.6 Coe EER (1) « 是 无 穷 正则 基数 使 得 对 所 有 
EA, (K) =K, Vr, R Ba ORr; IC) EAH. 
(2) 令 “ 是 共 尾 度 为 wm 的 奇异 基数 且 对 所 有 EKA = k 
PAs YKK, M Barle DR ICEREN. 
(3) 令 x 是 强 极限 基数 ,7<x, 则 Be(D#+ IC) EAH. 
证 明 : 证 明 据 4.4.1, 4.4.2. 4.4.4 和 14.4.5. 站 


练 习 

4.4.7 验证 4.4.1(3) 的 IC, 和 DC, 的 有 效 性 . 

.4.48 用 一致 性 质 的 方法 证 明 第 三 章 用 代数 方法 证 明 的 演 
绊 系 统 的 完全 性 . 
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第 5 章 独立 性 定理 


KEN BRN REY. 一 种 是 演绎 系统 
Bom(4;0) 的 公理 和 推理 规则 的 独立 性 ,我 们 称 之 为 系统 独立 性 . 
第 二 种 是 红 sm 的 理论 的 公理 集 的 语义 独立 性 ,我 们 称 之 为 理论 
(的 语义 ) 独 立 性 . 

本 章 8.1 讨论 系统 独立 性 ,集中 讨论 分 配 公理 .选择 公理 相对 
各 种 演绎 系统 Buw(452) 的 独立 性 问题 . 本 节 的 主要 成 果 由 Karp 
在 其 [1962] 做 员 ,后 来 又 在 其 [1964] 得 到 进一步 的 阐述 和 概括 . 在 
本 节 命 题 逻辑 部 分 ,Karp 用 布尔 代数 的 有 关 结 果 直 接 得 到 分 配 公 
理 ( 普 通 分 配 公理 ,Chang- 分 配 公理 ) 相 对 命题 逻辑 系统 的 独立 性 . 
在 谓词 逻辑 部 分 则 引入 一 类 特殊 的 泛 结 构 , 利 用 它 的 有 关 性 质 来 
得 到 选择 公理 相对 谓词 逻辑 系统 的 独立 性 . 

在 8 2 我们 主要 讨论 理论 的 语义 独立 性 . 这 一 节 的 主要 成 果 
在 SR F H J.-P. Caicedo 在 其 [1981] 做 出 , 我 们 在 此 平凡 
地 引入 7 独立 概念 并 把 和 .的 结果 概括 到 So. 最 后 我 们 
引入 理论 相对 演绎 系统 的 语法 独立 性 概念 并 指出 在 某 些 条 件 下 ， 
理论 的 语义 独立 性 概念 和 语法 独立 性 概念 重合 . 


$1 演绎 系统 Bee (As) AO RR HE 


| 5. i. 1 EM : A B= Ban (A;2) A B,= Baw (Ay ,D ) 是 两 个 演 
绎 系统 . 
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(1) Ri B, =B, & B, 和 B, AY) A EH I] - 

(2) 称 B&B, © B, 的 每 一 内 定理 是 B: 的 内 定理 . 
(3) 称 B,CB, © B&B, 但 B, 天 B:. 

下 面 我 们 首先 考察 命题 逻辑 诸 系 统 的 独立 性 . 


一 ,命题 逻辑 的 系统 独立 性 


为 了 节省 篇 幅 ,我们 不 考虑 基本 系统 B. 的 公理 模式 和 推理 规 
则 的 独立 性 ,而 只 是 考虑 分 配 公 理 的 独立 性 问题 . 

我 们 知道 分 配 公理 可 以 看 作 是 布尔 代数 的 分 配 律 对 无 穷 逻 辑 
的 移植 .它们 的 独立 性 直接 来 自 布尔 代数 的 下 列 相关 结果 : 

5. 1.2 引 理 (Karp,[1964]) (1) 每 一 六 -可 表示 的 布尔 代数 
是 7Y- 可 表示 的 . 车 7 是 无 穷 正则 基数 , 则 存在 一 7Y- 可 表示 的 完全 
布尔 代数 使 之 不 是 7Y+- 可 表示 的 . (车 7 是 奇异 基数 , 则 是 否 存 在 
这 样 的 代数 ,让 至 是 否 存 在 只 是 71- 完 全 的 代数 , 尚 不 可 知 .) 

(2) 每 一 必 完 全 布尔 代数 是 可 表示 的 . B= U7,, 其 中 对 
每 一 n<w,2"<7, 则 7Y- 完 全 布尔 代数 吕 是 -可 表示 的 会 对 所 有 
nw, B 是 7- 可 表示 的 . (对 所 有 其 它 无 穷 极限 基数 了, 是 否 存在 
一 个 ,FY- 可 表示 但 不 是 7Y- 可 表示 的 7Y- 完 全 布尔 代数 尚 不 可 知 .) 

D 若 y 是 无 穷 正 则 基数 , 则 存在 一 完全 布尔 代数 对 所 有 e< 
7 满足 -分配 律 但 不 满足 7- 分 配 律 . ; 

(4) 若 7 是 奇异 基数 且 对 所 有 O<7,2°<2’, MAERA è 
满足 6- 分配 律 但 不 满足 7- 分配 律 的 2”- 完 全 布尔 代数 . (但 在 上 述 
前 提 中 ，, 删 去 条 件 “ 对 所 有 OY, LLL”, WE EH AHH R 
代数 尚 不 可 知 . ) 

(5) 每 一 满足 7- 分 配 律 的 7- 完 全 布尔 代数 是 7Y- 可 表示 的 . 对 
每 一 无 穷 正 则 基数 7, 存在 一 个 不 满足 Y- 分 配 律 但 是 7- 可 表示 的 
完全 布尔 代数 . (车 7 是 奇异 基数 , 则 是 否 育 在 这 样 的 代数 尚 不 可 
知 ,即使 只 要 求 该 代数 仅仅 是 27- 完 全 的 也 是 如 此 . ) 


(6) 每 -2 -可 表示 的 布尔 代数 满足 因 分 配 律 . CUE FB 
足 六 分 配 律 但 不 是 2- 可 表示 的 27- 人 人 ) 

证 明 : 证 (1) 我 们 只 证 下 列 命题 : 

EY 是 无 穷 正 则 基数 , 则 存在 一 思 可 表示 的 完全 布尔 代数 使 
之 不 是 yY -可 表示 的 ， 

令 了 是 元 穷 正则 基数 .我 们 要 用 拓扑 空 和 的 正则 开 集 来 构 洁 
一 站 可 表示 的 完全 布尔 代数 中, 使 得 从 不 满足 下 列 不 等 式 : 


A $ v EZS V L y V Tap A Lap): aa Ya} (5.1) 


acyt $ 


因为 (5. DE 六 -集合 域 中 成 立 , 所 以 B, REN -IRRA 
WME F=f: f: y+ 一 y 是 单身 ;看 作 拓扑 空间 的 点 集 . 我 
们 把 空 集 忆 和 下 列 集合 作为 K 的 开 子 集 的 拓扑 基 ，; 
S(g)={f: FEZ Hf} Dom(g)=g}, 
其 中 g 是 从 7 AE <7 的 子 集 到 六 中 的 单 射 , 车 {8(g,) EE 
EY 个 非 空 基本 集 的 聚合 , 则 易 证 
仆 {S(Cg0 :ET 六 > Uige NEAN. 
因为 y 是 正则 的 ,所 以 我 们 易 得 | U (Dom Cs):iE7T}|<<7, 因 此 
站 (SCeoD:zE 了 或 是 空 的 ,或 等 于 SCg) Hb eo Ulei. 易 
见 这 个 基本 开 集 的 聚合 在 < 人 7 个 元 素 的 交 下 封闭 、 因 为 
Uinie DREH CO 对 每 一 i,jET,LiUg; 是 单 射 ， 


所 以 我 们 有 下 列 紧 致 性 质 ， 
若 忆 是 之 7 个 非 空 基本 开 集 的 聚合 使 得 没有 一 对 元 素 有 空 交 
性 质 , 则 门 C 是 非 空 基本 开 集 . l (5. 2) 
因为 


K ~$6g)= # — NSC B.a)}): (Be) Eg} 
= U{#-SU(f.0)}): (Beg). 
ii MER EYY, 
RSC (Ba) = USCC B,a))}) 12,4, <7" A axa}, 
所 以 基本 集 是 开 闭 集 . | 
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SB, 是 上 述 拓 扑 空间 的 正则 开 集 组 成 的 代数 , 则 By 是 由 在 
PY AC Sis E FEHR bin cl15 构 成， 
~b=in (2° —b), 
VS:=in cl Uses AS-=in cl N Se 
其 零 元 是 赂 ,单位 元 是 Z. 这 样 的 代数 总 是 完全 的 ,证 明 这 个 结论 
的 细节 请 见 R. Sikorski 的 [1960]， 下 证 ， 
OLY BA ELE, SE By > A) (Se: <8} = ASe:e<3 E Bn 


(5.3) 
OY, RES 4 ALR AE RK (nowhere dense set) #9 A A AAEM 
ee). (5. 4) 


因为 6 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 ,所 以 它 仍 在 B 中 ,因此 (5. 3) 成 
立 ， 而 据 (5. 2) 的 紧 致 性 质 ,把 经 典 Baire- 范 畴 (category) 论 证 扩张 
到 6 就 易 得 (5.4)， 下 证 : 
CARA ?+ 可 表示 的 ,也 下 满足 冰 分 配 律 ， (5.5) 
证 明 : 关 S(tg) 是 任意 非 空 基本 开 集 使 得 车 aE€ Ran(g), WY 
SCOTS), EF =g (a). 设 S(g) 基 非 空 基本 开 集 使 得 
aĝ Ran(g) ,因为 |Domtg)1<7, 所 以 能 选择 BE7 一 Dom(g). 对 这 
样 一 个 Bgl { 《8B,0)} 是 单 射 ,因而 SDAS aD DEAD. 因为 
每 一 非 空 开 集 与 USGCL8,oy)):8<Y)} 相 交 , 所 以 
A CVS (Bsa) NSR CB, 
wert AST 


另 一 方面 ,对 任意 6<<7Y, 和 ayw<<z+ 使 得 ws 天 mm A 
SLBA NSC (Brad D amA. 

由 手 (5.1) 不 成 立 , 所 以 B, 不 是 XY+- 可 表示 的 . 

要 证 明 B, 不 满足 六 分 配 律 ,只 须 证 明 它 不 满足 (7,7+ )- 分 配 
律 ,因为 众所周知 ,一 个 满足 六 分 配 律 的 2”- 完 全 布尔 代数 满足 
(7 27)- 分 配 律 ( 见 Smith-Tarski[1957]& R. Pierce[1958}). 对 8< 
Yea <y+, 令 Su 一 SC8a)), 则 对 所 有 PLY, U (Sora KY} = 
5, 因此 所 有 这 些 并 在 B, PERZ AFM A hyer ER 
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射 , 则 门 Wi aad BAY) E, 或 是 一 单 点 。 在 这 两 种 情况 下 ， 
A {Spc PLI) =D. 
所 以 (7Y,Y+)- 分 配 律 在 B, 中 不 满足 ，， 
最 后 我 们 来 证 明 : 
.对 所 有 OY 和 基数 rB, 是 7- 可 表示 且 满 足 (6,x)- 分 配 律 . 
对 六 可 表示 性 ,我 们 要 验证 3. 2. 29 的 条 件 (3. 20)， 
任 给 DEO 和 阵列 (bop:a,B<<Y) 使 得 对 所 有 a <Y ,vb 一 芋 , 则 
存在 选择 集 C 使 得 CU {5} 不 包含 互补 对 . 
假设 SE By H Sp: p< B, 的 元 素 的 阵列 使 得 SAOH 
对 所 有 p<7Y,v{Sp:a 过 7} 二 多 我们 要 证 这 个 阵列 有 选择 焦作 
使 得 CU {S} 不 包含 互补 对 . 
选择 非 空 基本 集 SCS. 假设 对 BY, 我 们 已 对 所 有 I<, 
选择 了 m<y 和 基本 集 SCey) 使 得 
BESON N Sg :EN SES... 
下 证 ;对 8 能 选择 我 们 所 需 的 as M Sa). HES. 2) 的 紧 致 性 质 ， 
SC(g) 门 {SCge):&<B} 是 非 空 基本 开 集 因为 clCU (Sesa <7)) 
=A ,所 以 存在 aY 使 得 
SON N Sg E<B) N Sey AD 
显 见 这 个 集合 是 开 集 ,因此 包含 非 空 基 本 开 集 SC ee), BLA 
— BASIN (SCee) ESP} Spy: 
= (Saag: BY}. BR» FRR Corps BY) Ee HAR A CU (S) RE 
Nee 
最 后 我 们 来 证 明 见 ， WEE, «)- 分 配 律 . 我 们 用 D. S. Scott 在 
其 [1957 ] 中 的 论证 . 这 里 只 须 证 明 ， 
车 lbp:B8<<6,a <r) A By 的 元 素 的 阵列 司 得 对 所 有 pe, HA 
Vibert <a} 二 5b 隆 各， 则 该 阵列 有 选择 集 CC AACA. 
假设 相反 ,对 所 有 选择 集 C, 交 人 CB. 因为 在 由, PACcC=NC, 
所 以 介 C= 人 @， 据 关于 集合 的 (8,x)- 分 配 律 ，- 
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U(NC:C 是 选择 集 } = N U be) =O) 
但 对 每 一 8<6,5 一 5p 是 无 处 稠密 的 ,因为 每 一 横 排 (6,:a <7) 
的 并 都 是 6， 所 以 据 (5. 4)， 
U 《6 一 bs.) =b— A Uba) 
E piei 但 这 个 集合 就 是 AD be B, ,这 就 3 b=in clé 
- 注意 :我 们 在 此 没有 用 连续 统 假说 . 

例 3. 2. 3 构造 了 一 个 六 -语义 一 致 但 不 可 满足 的 er 
的 公式 集 . 这 个 例子 提示 了 相应 的 代数 . 若 修改 这 个 构造 能 证 明 ， 

存在 一 个 六 -语义 一 致 但 不 可 满足 的 SS, 公式 集 
| > 存在 ,7F7- 可 表示 但 不 是 7- 可 表示 的 完全 布尔 代数 ， 

则 (2? 中 未 解决 的 问题 至 少 对 使 上 述 集 合 存在 的 正则 基数 > 是 能 
解决 的 ， 

O JEE. C. Smith 在 其 [1956],Scott 在 其 [1957] 给 出 下 例 ， 

今 了 是 无 穷 正则 基数 , 则 左 在 一 完全 布尔 代数 使 得 它 是 YT 
表示 的 , 且 对 所 有 RY 和 所 有 基数 x, 满足 (8B,x)- 分 配 律 但 不 满 
足 7- 分 配 律 . 
车 我 们 假设 广义 连续 统 假说 7+ 一 2, 则 这 些 代数 也 不 是 ”+- 分 配 
的 ,因为 7- 分 配 律 是 一 71- 公 式 . 

《4) 一 (6) 的 证 明 请 读者 补充 . 口 

注意 :上 述 引 理 (1) 一 (6) 中 关于 布尔 代数 的 完全 性 的 假设 是 
”本 质 的 ,不 能 删 去 . 

HE 5.1.2, 我 们 可 以 把 分 配 公 理 的 独立 性 总 结 如 下 ; 

5.1. 3 定理 (Karp,[1964])》 

CL) 若 7Y+<w 是 无 穷 基数 , 且 7 是 正则 基数 , 则 

B,(CD,)C B.CCDy+ ); 
这 就 说 明了 CDy+ 独 立 于 B.CCD,)， 若 7 是 奇异 基数 , 则 
B.(CD,) CEB. (CD); 

但 是 否 有 关系 全 还 不 清楚 ， 
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(2) 若 ”<x 是 无 穷 极限 基数 , 则 
7=w => BCD) =B,- 
这 说 明 这 时 的 CD, 不 独立 于 Be- 
B Y= Un REPRE nwe N 
B.C {CD::0<7})) =B, (CD). 
对 所 有 其 它 这 样 的 7， 
B,C{CDs:8<7} SEB,CD,); 
但 是 否 有 关系 所 还 不 清楚 . 
(3) 车 7<w 是 无 穷 正则 基数 使 得 2 <x, M 
B.C (D< DC B,(D,). 
(4) 车 7Y<<x 是 奇异 基数 使 得 2 <x, Ml 
B.D: <y EIB, (D, ); 
但 是 否 有 关系 忆 还 不 清楚 . 
车 对 所 有 8<7, 还 有 <2", MM 
B.D SLY DE B.D). 
(5) <u 是 无 穷 基数 使 得 2 c, Ml 
B.CD, CB, (Dy). 
E 7 <a HEE IE WISE RY My 
B, (CDC B,(Dy); 
47 是 奇异 基数 时 ,是 否 有 关系 各 还 不 清楚 . 
(6) Ë Vcr 是 无 穷 基 数 使 得 <e, M 
B,(D,)<B,(CD,7) 5 
但 是 否 有 关系 伺 还 不 清楚 、 口 ] 
说 明 : 上 上 述 (4)? 的 第 2 个 结论 是 Gregory 在 其 [1971] 提 到 的 . 
据 上 述 定 理 的 各 种 独立 性 ,我 们 可 以 相应 地 证 明 某 些 系统 的 
不 完全 性 ,下 面 就 是 其 中 的 一 个 : 
5. 1. 4 推论 (GCH) $ r>a 是 弱 不 可 达 基 数 ,p 是 天 .的 有 
Best. WY B.(9) 是 不 完全 的 . 
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证 明 :因为 eo, 是 弱 不 可 达 基 数 ,所 以 存在 无 穷 正 则 基数 7 
<r 使 得 9 是 Sr WAR. S PRO = {pfc E oi SA Bt 
题 符 号 的 集合 使 得 PR( 了 可 以 用 序数 O<Y 来 指标 , 对 PR(9) 的 每 
一 真 值 赋值 f, 令 = NS Cp) ;其 中 若 fC) = 1. f Cho = pes 
车 fCp)=0,9 F GO =>pe F LAPRE Eh PRE BH 
始 命题 符号 集 构 成 的 语言 ,4 是 下 列 公式 集 

{Pig = SCPRID HAAR f MA g> Bi Od: 

满足 一 > BEA}. 
据 3. 2.16 的 证 明 的 前 半 部 分 ,我 们 有 4=Form(s.(PR@))). A 
此 对 所 有 PRC9) 的 真 值 赋 值 {1:7<2”) ,有 BLT 9 一 y， 因 为 < 
«TUES ILM FA 2. 2.7(3)(c)， 
B, + V a 一 9， 
Pz 


BREAL DELS HY ETE BEE EA, 
包含 p 和 一 pe. 因为 GCH 存在 ;所 以 6<7Y > <r. 据 3.2.11， 
V 0; 是 CD; 的 演绎 后 承 , 因 此 我 们 有 BCD) Fy? ,从 而 Bee) 
2 


B,(CD,). 据 5. 1.3(]) ‘B.D OB, CD,+). 据 3.2.7(2),CD, BA 
效 式 ， 所 以 存在 CD,+ 的 特例 使 得 BCP 上 Vy 但 Beg) 上 yy， Fat 
B.() 是 不 完全 的 . O 

AR: >ot, RAY e= Hy UY, 且 对 每 一 < 
w, LY 时 ,我 们 才能 通过 增加 单个 公理 (而 不 是 公理 模式 ) 找 到 
一 个 完全 的 命题 演算 系统 .所 以 上 述 推 论 告 诉 我 们 , 当 BOC 
”B.CCDy+ H r>a, 是 弱 不 可 达 时 ,不 可 能 找到 一 个 完全 的 命题 逻 
辑 系 统 B.(9). 


二 ,谓词 逻辑 的 系统 独立 性 


本 节 我 们 要 引入 一 :类 特殊 的 结构 一 一 泛 结构 (general struc- 
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ture》, 并 用 它们 所 具有 的 特殊 性 质 来 考查 选择 公理 模式 BH, 
DBH, 和 析 了 到 概括 规则 IC, DC, 的 独立 性 问题 . 

5.1.5 定 义 令 允 wm 是 带 有 个 体 变 元 Var 的 语言 , 称 O= 
(A H, GE So BW Oo W=(A, AE 1.1.6 定义 的 普通 
”结构 ,赋值 映射 集 G 是 A HARA SLI 

(1) 车 ghEG,XCVar, |X|<A A f€ A*, Mi 

e*fEG = hxf EG. 
(2) 车 gE€EG,XCEVar; |[X[<4 且 fE (Rante) *, W 
g*feG. . 

Pity GU 对 原子 公式 和 一 ,人 的 可 满足 关系 与 人 的 相同 ， 
对 量词 3 的 可 满足 关系 定义 如 下 ， 

GA EAXd eg] 多 AA SEA RH ge fEG RON F dex fl. 
5.1.65|#2 

ZEBRA AS EE BS PLAS AAR EAP Sz. | 

证 明 : 令 2 是 在 所 有 的 泛 结 构 中 成 立 的 公式 , 且 令 人 六 是 任 给 
”的 普通 结构 , 则 容易 验证 @% = A A ) 是 泛 结 构 ， 施 归纳 易 证 ， 
对 所 有 公式 和 所 有 赋值 函数 EA, 

Akie GEG. O 

5s.17 引 理 S OA ETAN, H c ACC EFLA., 
则 SA F dg] = BA F gh]. 

wA: S I= (9 :对 所 有 CACC RHE og | FD =h T Evo, 
GA F ge] GAFA 因为 原子 公式 中 出 现 的 所 有 变 元 都 是 
自由 变 元 ,所 以 所 有 的 原子 公式 在 2 中. 假设 对 所 有 E< <u, 
“Dy en? EZ, BEG, EZ, AGE 上 (对 于 后 者 是 因为 Fv(A 9) 
=U Fv). | 

RER YE 三 且 对 所 有 g hEG.g Fv(dXp)=h NFv(dX9), 
其 中 XESSVar 且 |XX1<<4. 据 泛 结构 的 可 满足 关系 ， 

OA F IXe] 各 存在 fEA* 使 得 gxfEG,UtF gLg* 有 
(5. 6) 
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因为 Fv(g) CFv(aX@ UX, Bred g | Fv Xp) =A | Fv(3X9)， 
Hg DEVO = (h f/f} Fv Cp) ,因此 据 5.1.5(1) 和 归纳 假设 ， 
BA F glg * f] GUE dax f]. (5.7) 
据 (5. 6),《5.7) 和 泛 结 构 的 可 满足 关系 ,有 
GA H AX eg] S SAFIXgLh], 

所 以 了 XepEE. 口 

令 B=Bax(4;02) 是 任 一 演绎 系统 , 称 B 的 推理 规则 有 在 某 个 
模型 Ac GD PREMIER > 队 该 系统 的 内 定理 根据 R 得 
NAY AE FEE A ak GA) ep AE vz. 

5.1.8 定理 任 给 Soe 双 we 的 泛 结构 GA IM Bae (CD 2.) 
ZS HB CE OU 中 成 立 ,其 推理 规则 在 GU 中 保持 成 立 性 质 ， 

WR: 8 是 S-AK, GU 是 江 结 构 ,gEG, 则 对 gp 在 San 
中 的 代 换 特例 Sr( 了 网, 其 中 子 是 从 8 的 所 有 初始 命题 符号 的 集合 的 
一 子 集 到 Porm(H sw 的 映射 ,存在 一 对 8 的 所 有 初始 命题 符号 ps 
赋值 的 真 值 赋 值 产 使 得 站 (ze) 一 1 S GUE flippe] WEAF e 
的 复杂 度 , 易 证 上 对 所 有 LARA ARP 六 (内 一 1 @ GA E 
Sele]. Aube pÆ B-CCD-.) 的 命题 公理 , 则 8 是 有 效 式 ,因此 
SpE OU 中 成 立 ， 作 为 举例 下 证 量词 公理 4 GA 中 成 立 . 

设 对 任意 乡 ww 的 公式 YX9 RIA GUE YX9Lg]. 令 f:X—> 
Term( Yun) ,其 中 8 中 没有 zzEX 的 自由 出 现在 约束 f(x) 中 的 某 
个 变 元 的 量词 的 辖 域 中 ， 因 为 gEG, 所 以 ge fE Rang)” iE GU 
Aya 5.1.5(2).g* Cee NEG. AA g fECA FUR OU KF 
Y 的 可 满足 关系 ,上 gLgx (ge f) 1, Ab GA kF SFO]. 

此 外 易 证 其 它 公 理 ( 包 插 等 词 公理 ) 在 GA PRY, A Bart] 
推理 规则 在 GU HRR- O 

5.1.9 定理 令 区 有 可 数 个 互 不 相同 的 一 元 谓词 符号 
(Qno M FAAR bh: 

AIQ, (xd {z,: n<o} AQ, (zy) 
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在 所 有 的 普通 结构 中 成 立 , 但 不 在 所 有 的 泛 结 构 中 成 立 . 

证 明 ; 因 为 公式 bh. 是 公理 模式 BH, 的 特例 ,所 以 据 4. 4.1 
(2) bh, 在 所 有 的 普通 结构 中 成 立 . 考虑 OU=w,H,G). EPG 
=({g:geo™" L Ran DRA B i) HQ) in MER: 

GA E QNL] n=i. 

先 验 证 GA 是 泛 结构 . 设 g,hEG,XEVar, |X| <4, feo H 
g*fEG. 显然 ,hxfEwr H Ranh DEARA. 因此 满足 5.1. 
5(1)， 设 sgEG,X 的 规定 如 上 且 FE (Ran(g))*， 因 为 Ran(g) 有 
穷 ,所 以 g* f BERA Y H gx 了 Ew ,所 以 满足 5.1, 5(2). 

任 给 gEG, 对 所 有 x 过 w, 显 然 有 GA EIJ, (2) Le). AAA 
在 G 中 的 所 有 赋值 g 的 值 域 绽 有 穷 , 所 以 总 存在 十 1 使 得 g 不 
能 把 它 赋 于 zi, 所 以 

GW FF {ennu} A Qlza) Lg 


因此 GU 中 所 有 赋值 g 都 不 满足 bh。 CO 

下 面 是 我 们 要 得 到 的 第 一 个 结果 : 

5. 1. 10 定理 $ 乡 “ 有 可 数 多 个 互 不 相同 的 一 元 谓词 符号 
(Qua <w}, M bh. 相对 所 有 的 普通 结构 是 有 效 式 但 在 Bul(CD-.) 
中 不 可 证 ,因而 BH. 独立 于 Ba(CD-,). 

证 明 : 据 5.1.8, BuCCD<- 中 任 一 内 和 定理 在 所 有 的 泛 结构 中 
成 立 . 假设 bh, 在 B.(CCD-.) 中 可 证 , 则 bh. 也 在 所 有 泛 结 构 中 成 
45 5.1.9 FB. bh. 相对 普通 结构 的 有 效 性 据 4.4.1(2). O 

注意 :5. 1. 10 也 说 明了 当 Ae 时 BeGCD-.) 是 不 完全 的 . 

5.1.113| 理 令 OA 是 sw 的 泛 结 构 且 满足 ; 

$ gEG, 且 对 所 有 <7,gxfeEG, 其 中 fec AN, BX 两 两 
TIRARA, N g SEG AP X=UXe f-Ufe 8) 


则 BDH, 46 A PRR az. 
证 明 : 今 
g= Xo % A AY Uxa Xp >d UX Ag, , 
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其 中 诸 X RAXX <E X 中 没有 变 元 在 % 中 自由 出 
M. EA LEG RE g 满足 8 的 前 件 ， 我 们 要 施 超 穷 归纳 来 定义 
feE AIEI gx fiEG, 有 日 A 上 gfge], 其 中 据 (5, Dr geEG 且 
At OSE, gi TEX, LÆ 天, 在 别处 是 g( 即 ge 二 gx UF). 假设 对 所 
有 #<<8, 我 们 已 定义 了 这 样 的 feo Q hi WOE HE Xe LÆ Ke TERI 
处 是 gC BP he= ee Usp). WHE GS. Br, EG. H OA Eph] My 
S fe E X kg BR, 
g =ar Yia (UAU IX? 
=g* YSS he 

因此 GA F gled 若 ON F place], WAA SGA 满足 8 的 前 件 ,所 以 
SGA F vUXAXgLg]- 据 可 满足 关系 ,对 所 有 CER MA NE 
A*t, GA F 3X Lex USJ BI OM F AXep Lhe]. 我 们 可 以 选择 ft 
CAME GUE glee] Rh ge 二 hexfe， 因为 gEG, 所 以 据 5.1. 
5(2) ,我 们 仍 有 gxfe€EG. 

最 后 考虑 赋值 沙 数 gr 据 (5. 8)y: grEG H gy MUHA EYE 
Xe 上 是 所 ,在 别处 是 g( 即 gy 一 gx U fe). 因为 据 前 面 的 假设 条 件 ， 
当 $<7Y 时 ,gy 和 ge 在 Fv(q.》 上 相同 ,所 以 据 5. 1.7, 人 中 上 per], 
因此 对 所 有 4<7,B E ele UF] MM OXF Aple U fel. 3 
可 满足 关系 ,有 

GUFIUXAgle] O 

$1.12 定理 设 7 是 正则 基数 ,w<<7<X 且 5 包含 一 元 调 

ie] FF (Qe E<}, M bhy: 
AA Q(x) J { EY) A Qelre) 

在 Baie (CDer DBH.-) 中 不 可 证 ,因而 BHy 独立 于 该 系统 . 

(EH: HRP GA = yH, G HPS FC, GAE 
QOEM GA E QDE], HG={g:g Er, |Ran(g) |< 
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y) 因为 7 是 正则 的 ,所 以 对 所 有 3<7y, 人 是 满足 (5. 8)* 的 泛 结 
45. 据 5.1,11 和 5,1.8,B.(CD--.,DBH-7) 的 所 有 内 定理 在 GU 
中 成 立 . 但 类 似 5.1.9 的 证 明 能 验证 bh, 在 GU 中 假 , 因 此 bh, 在 
Bae (CDer DBH A PRAWLE. | 
令 we 有 一 个 二 元 谓词 符号 Q.4 dbh, Æ FIAR: 
Vzed Q(x, y) >] (a, aKu} A Qlan Ent) 


下 面 我 们 来 证 明 dbh. 相对 BCD-.,IC<-)? 是 独立 的 ,其 中 IC<。 
二 {1Cy:Y<xk}。 为 此 我 们 引入 下 列 记号 . 

对 子 集 WEx, 令 ZW)= UW”, Hi PAW EW 的 元 素 的 
所 有 有 穷 序 列 的 集合 . 

我 们 称 符号 序列 E 是 符号 序列 书 的 一 个 毗连 部 分 全 存在 
两 个 符号 序列 E, WE, E ESE E E. HEHE, E,W E 
是 五 的 初始 部 分 , 记 作 EKE. BIR < FHKE. Mt ECP Ce), 
SIO = {E EE WOE R RS RF. 对 DIB (ne), > 
1(D)= U (CE): FEED}. IU De = De). 

对 1>w, 令 妈 . 是 只 有 一 个 二 元 谓词 符号 OQ HAIER AS 
的 语言 . 考虑 She ew OW = (Pte), <,G), 其 中 序 二 是 对 名 
WREE @ ESE H EZE), 

G 二 {g: gE LZ, e) E Rang FUA ES <-i 

(Bp ICRan(g)) 的 元 素 不 可 能 用 到 组 成 一 个 无 穷 链 )}. 
Ri g-hEG,YCVar, |¥ (<A, [ELPO] 且 gxfEG， 因 为 
I(Ran(f YNA (Ranh) MARES AA <- FE BTL 
Il(Ran lhs fC iRantf SY) URan(h)) 
= T(Ran(f tY) UKRanCh)) 

也 不 包含 无 穷 <- 链 ,因此 hx FEG, 这 样 5.1.5(1) 对 G 成 立 . He 
EG H fERanCg)’, Ml [CRan(gx f) \Cl(Ran(g DRESS <- 
” 链 , 所 以 gxJEG, 因 此 5.1.5(2) 对 G 也 成 立 , 证 得 OW 是 泛 结构 . 
5.1.13 引 理 dbh, 在 上 述 GA = (P, <, ORRE 
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WHA: {ES EG, [E Pie)", 4 h= ily Fle) * 0) ) GE 
Bf) (0 表示 在 符号 序列 7(z) 后 面 增加 符号 0), 则 FEG. A 
为 GU 是 泛 结 构 , 所 以 据 5.1.5(2) ,gx*FEG 且 (gx 户 *AEG。 B 
为 之 = 一 83* ,所 以 我 们 有 名 和 上 Q(zr,y)[Cgx 放 xhj],; 因 此 

GA Vx QCz,y). 
{Hr Pt g EG, Range AR <-#. HUG PRA 
—+ ME 数 满足 A pics Zari) 因此 GH 上 dbh.. O 

据 5.1. 8,B (CD ) 中 的 公理 都 在 任意 泛 结 构 中 成 立 旦 扒 
理 规则 在 GU 中 保持 成 立 性 质 ,因此 我 们 下 证 , 当 yY<“ 时 ,IC 在 
GU = (Po) <,G) 中 保持 成 立 性 质 , 从 而 使 Be (CD ces Ice) 
的 所 有 内 定理 在 GA 中 成 立 ,这样 易 得 DBH. 独立 于 该 系统 . 

为 此 先 要 证 明 几 个 引 理 . 

我 们 称 从 (多 (x), <) 的 一 子 结构 到 (多 lx), 二 ) 的 同 构思 是 
REEK (distance-preserving) & 对 所 有 EE Dom(h) ,Dom(E) = 
Dom AED CERE, ADAHAN, TA). 我 们 需要 Ce) 
上 的 保 上 距 同 构 闫 是 希望 公式 9g 在 赋值 g 下 的 值 在 下 保持 不 变 . 
tH. g€G, HOA f ~ ,YXe%[8] 使 得 在 EAEN A XN X= 
X.N Fv lg) =, 则 Xe 上 上 的 函数 六 ,使 得 ex f-E G A GU fk 
RET REA A AR BE FA HI JS SUD RAE IE Dy RA fz :Ran(g) 的 必 
By sc RS Be HU {Ran(fi ) :8<y)) 不 包含 无 穷 <- 链 . 

因此 ex f EG A OVE V plf ], 其 中 

Dom (f )= ^X), f =Uf, 
从 而 使 IC 在 GH 中 保持 成 立 性 质 . 

5.1.143| 理 若是 从 (名 (lw), 二 ) 的 一 子 结 构 到 (人 2B,(x)， 
<) AY GR BB RL 44 fE 3 ICE) Dom (4), 则 对 所 有 m<Dom (E)， 
h(E} m)=hCE)} m. ARE Domh) = 2.0). 

EERan(h) > I(E)CRan(h), H 


” 2il- 


I(D)SDom Cth) => I(Ranth i DD) =Ranth fICD)). 

证 明 : 估 为 玉 愉 含 -- 个 长 度 为 m BY RAAB CHE 89 a di HS 
分 的 长 度 不 是 小 于 mRAKF MAA ERI ATL ACER 
含 一 个 长 度 为 m 的 初始 部 分 且 

h(E m) KACE), m=Dom(h(E } m)). 

因此 ACE | mm) 就 是 hC《E) 的 、 长 度 为 m ARABS IT AGED m 也 
EREK m WRB ORT ACE} mm) =k ED} mx， 因为 
Dom (A) =P, H. EE Ran(h), 所 以 EE 是 有 穷 序列 ;显然 ,I(E) 
Hoc AA FF A 1(Z)CRan (ah). 

EI 1CD)<Dom(é) A Ranh t DICH Ce) ,所 以 

I(Ran(h | DY) = U {CE EE D}. 
若 任意 xe 1(Ranth | D)) WAFER ECD r 是 h(E) 的 某 个 初 
始 部 分 ,显然 ,XE Ran Ch11CD)). Z.E xE Ranh PUCD)) = 
(ACE );E' EICD)}, 则 工 是 某 个 EED 的 h(E) 的 初始 部 分 ,所 以 
对 这 个 五 , x EI1ChCE)), 因 此 
rE U (ICE): EED}=ICRanth t D). O 

5.1.1538 Æ h EZ,G), <) EEEH K A, H G 
前 定义 , 则 gEG > hgEG. 

证 明 : 显 然 ,h。 gE Z. ,所 以 只 须 证 I(Ran(h。g)) 不 包含 无 
穷 <- 链 . 假设 8EC, 据 G HM. eC (A.C) "A CRan(g) T 
包含 无 穷 到- 链 , 所 以 据 5. 1. 14， 

I(Ran(h° g))=1(Ranth t Ran(g)))=Ran(h | I(Ran(g))). 
AA A 是 保 距 同 构 , 所 以 Ranch | I(Ran(g)) WA SH <- 
链 ,因此 jgEG. O0 

5.1.16 31 2 DOA) h EAP. O), <) — F 
BF). <> HY BREE IF] 49 E 3 10D) CDom(A). HEY 
的 集合 多 ECux 不 包含 Ranih | DICH AAR (coordinate). X4 
— FEL AARO = VADON (op RUDE ACD) 
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中 最 大 初始 部 分 则 对 任意 单 射 SEW, RA FIHAKI AR A: 
hy(E)=A(RCE))* fe (E—R(E)) 
是 多,(x) 上 的 保 距 同 构 使 得 hr IDO Sh NICD). 而 且 Ranta, 
任意 元 素 唯 一 地 表示 为 形 如 五 ~F 的 序列 ,其 中 
HERanth |t ID)), FE DW). 
对 RanChy) 中 的 两 个 这 样 的 元 素 AF AAP). 
HF<H FI > (H<H, & F=OQ)& (UH =H, A FXF)). 

证 明 : 我 们 先 来 证 明 本 引 理 最 后 一 个 结论 . 假设 H, Hi€ 
Ran(h IDD. F, E PW) A H FSH, F, 车 有 =H: 则 据 
AMIE F<F). #H<H W FORSE H, 的 一 坐标 ,但 因为 7 
AR Ranh } DARA BH, A FAORA HRB. At 

H<H, > 下 一 地， 
EH <H. I FORE H 中 一 坐标 , 同 理 可 证 Ff, 二 他。 因此 
HFH OF 不 成 立 . BAH A, 中 的 一 个 是 另 一 个 的 初始 部 
分 ,所 以 只 有 这 些 情 况 是 可 能 的 ,因此 当 五 = Hi 时 ,有 F< 环 ; 当 
HH, MA H<H, 和 下 = 人 ;所 以 Ran (hy) 的 元 素 表 达成 
吾 “F 这 样 的 序列 是 唯一 的 . 
下 证 hy BRAY: A A EPR PEAY PL 
Dom (hy(E)) =Dom(h(R(E)))+Dom( fe (E—R(E))) 
= Dom(R(E))+Dom(E—R(E)) | 
=DomtE), . 
FAH A, 是 保 距 的 . 假设 ESE. #7 E, ETD), WU ERE), E — 
RCE) =, FEA h(E D SAED SARE D <A, (ED hy t UCD) 
=h 1CD). # E&I), All RÆV =R) =, fRA Eo 一 R(Eo) 
所 五 ;一 RE) ,因此 
h(E) =ACRCE,)) ^ (f° (E —RCEo))) 
<ACR(E,))* (fe (ERCE ))) 
=h;(E,). 
反之 ,假设 hyCEo) 二 h(E) , 则 正如 我 们 上 面 所 证 ， 
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ARED SARE, )), fe (Ey RCE) Se (E,;— RCE), 
或 者 
ACRE) )< ACRE), f° CERED =O 
在 第 一 种 情况 F R(E) =R) E Eo — RE) ELR). Ae 
ESE. 43 — foo F RE)<RE) H ESR). 在 此 情况 
下 , 仍 有 EE. EIE hy 是 同 构 使 得 IDSA ICD). O 

5.1.1751 $ Za ERE CLR R 作为 非 逻 辑 符号 的 
BBA EA), <> EHRE EB PY. OU = Pa, 
P<=Q" UA gE€G 和 SUN ETH AR p, 

GA F dg] S GUE qh gj. 

证 明 : 令 5={8; 对 所 有 CCG fe Ke BH h GA F ge] o 
GUE ghg. HA 史 w 只 有 一 个 非 逻 辑 符 号 Q@; 所 以 SAKURA 
公式 形 如 =y 或 Q(x,y) ,显然 它们 在 于 中 易 证 三 在 否定 和 合 
取 运 算 下 封闭 , 假设 pg 一 3Xy HA GCS. UA p Ixy] MF 
在 函数 SEZ E SEG H ON F plex Sf], HAARE, 

GA F ylh. (gx f) ]. 
AH helg) = Chopg)x (tho f), ho fE PU), ge fEC HAH 
保 距 同 构 , 所 以 Ae Cox fC PSY" H Ran lhe (gx 让)) 不 包含 
无 穷 过 - 链 , 所 以 he (ge f= (hog) * (he NEG, Ai GA 的 可 
满足 关系 ， GU FIXgLhe ge]. 

fez ie OU FIXYA gj, 则 存在 FEA Ce)” 使 (hog)xf€E 
G A GUE yp hk g)* ff], FS D=RanCheg)f Fv). AWN 
Dom(h) =P, e) ,所 以 对 任意 

E€ D=Ran((he g)} Fv(g))CRanth), 
#2 5. 1. 14,1CE)CRan(h), AK ICD) Ran (A), M mi ID) S 
Ran(h)=Dom(h'). 因为 Ran(h i D)=Ranlg | Fv OOM R< 
x, 所 以 存在 * REN eT RRS Ran(h t D) HITR He 
fe. FETT AR AC PEN eA. A OS. 1. 16, 得 到 
(PA) <) LMR K HH AEE TCD) ES AAR]. 据 归 


“214s 


Ay GUE gh’ (Cheg)*f))). AW 
ACG ge PSG = G2 ea TaN 
BA EID) ES AU. BU FSF- E, 
hie (heg)=g, . 

因此 在 Fv) E he Cho g) *® fg gxh e FAR. 据 5.1.7,GU 
EoLA ND] BRA SEP. 因为 "是 保 距 同 构 , 所 以 
gx(h' fy€ Bye)" A (Ran gt Ch"? 有 ))) 不 包含 无 穷人 <- 链 , 因 
此 gx PEG, 从 而 到 [FF3XYLs O 

5.1.18 定理 对 7<e:IC 在 GU=(P, (x), <,G) PRR 
立 性 质 ,从 而 使 Baye CCD,IC<) 的 所 有 内 定理 在 GI 中 成 立 . 

证 明 ; 假 设 g€G AONE Dg). RP PIM NV YX RPI 
EAL. XX = XN Fv Qn=O. 我 们 来 证 明 存 在 g1.EG 使 得 GU 
É V gle :对 每 一 <7, 令 fe BEM KX: 到 2。(x) 的 函数 使 得 gx Se 
EG HON f gLgexfel. $ D=Ran(g |F WD <e SW 
Cx 有 寡 为 “上 且 不 包含 1CD)? 的 元 素 的 任意 坐标 . 把 W 划分 成 集合 
We 8<Y, AAG WANDER HE |W | 一 «. 我 们 把 恒 等 函 数 
看 作 是 给 定 的 同 构 , 据 5.1.16, 得 到 保 距 同 构 he,$<7, 使 得 hs 在 
I(D) 上 是 恒 等 函 数 且 Ran (he) 的 每 一 元 素 有 形 如 He Fe 的 唯一 表 
达 , 其 中 五 :E1CD) (AB H€ Ran(h | KD)), AA h Zieh 
K) FE WD. F m= fo Rp 

Dom (f =° Xa), fie U {he fe:é<7). 
我 们 来 证 明 gi1€EG: 显 然 ,g1€ Fe)", A 
I(RanCg SU (Ran thee fe) :E77} UI(Ranl(g)). 

因为 8EG, 所 以 IORan(g)) 不 包含 无 穷 去 - 链 ， 又 由 于 et fr EG, 
所 以 Rante 产 )) 不 包含 无 穷 <- 链 ,因此 ICRan(Cps。 产 )) 也 不 包 
含 无 穷 之 - 链 . 假设 I(Ran(g1)) 包 含 一 个 无 究 <- 链 , 则 存在 不 同 的 
和 和 序列 He Fs 使 得 
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Hin F< KH Fe <， 
其 中 H, ED), F, E P.W). IPE Wi 是 两 两 不 相交 的 且 不 
包含 1CD) 的 元 素 的 坐标 . 对 任意 HeFe <H “Fe, 若 Hs = He, 
则 Fe <Fe. 因为 6 和 Oe 两 两 不 相交 ,所 以 F =O. a He KH, 
M Ae <H: WG 5.1. 16 相应 的 证 明 , 所 有 的 F =O). 由 此 I(D) 
包含 一 个 无 穷人 <- 链 ,这 与 g€G 矛盾 ,因此 g' 不 包含 无 穷 <- 链 ， 
所 以 gj EG. 据 5.1.17, 对 所 有 $<Y， 
GUE gfhee Cex fd] > GUE gLgx fe]. 

显然 ,hoo Cex POE FV QIES g1 HALAS EY. GU F 
[Lg1j ,因此 GA k Velel O 

5.1.19 定理 $ >u, Za A -TORERE Q, W dbh, 
是 有 效 式 但 在 Ba(CDeer Cee) PAR T HE, A M E DBH. 独立 于 
BuCCD-。,IC-。). 

证 明 : 据 5.1.18 和 5.1.13， O 

下 面 我 们 来 证 明 5. 1. 19 的 更 一 般 形式 : 若 8 是 正则 基数 使 得 
wo<6< 1, 则 下 列 dbh; 在 BCCD-.UDBH-。:IC-.) 中 不 可 证 ， 

YroIrQ ro zyA AN {Tb Od reg 
>] {zee<7} AAR zr 

其 中 p= A iL A Qlap e rr) 一 Aal AR m]. 


Cae Pey 

据 约 定 , 诸 zx:.£<6, 都 互 不 相同 ,所 以 dbh, 是 DBH; 的 特例 . 要 证 
明 上 述 更 一 般 的 形式 ,我 们 必须 对 前 面 给 出 的 构造 进行 下 列 修 改 . 

x Woe, &(W)=U (Wr <8}. 则 对 EEZ IE) 
KES 且 由 攻 良 序 ， 若 DPC。(x) 被 性 线 序 是 有 和 军 <5. 则 UD 
是 :22:(o 的 一 个 元 素 . WA Dom UD) = U {Dom(8) ;EtD}). 所 
RAGE e WENYE, WHE. BRN, (ed, Ge :其 中 Gs 

leg E POODE Rang DREKA A ð Hg <- 3). 
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类 似 5. 1. 13 前 关于 5 一 w 时 的 论证 可 以 证 明 GU, 是 泛 结构 . 

5.1.20 引 理 $ 7<0, 则 DBH, 在 GA, 中 成 立 ,但 dbh; 在 
OU, 中 不 成 立 . 

证 明 :我 们 要 用 5.1.11 来 证 DBH, 在 OY, 中 成 立 . 为 此 只 须 
证 明 (5. 8), 对 GA, MZ: E g EG HYNA E<, gx feE Ga, 
其 中 fee PGO, H X 两 两 不 相交 ， 则 对 每 一 上 <7， 

I(Ran(g* fe) Cl (Ran( fz) ) UICRan(g)) 
AS BEA 6 H<- 因为 8 是 正则 基数 ,所 以 
I(Ran(g* DEU {CRan(fe)) E<} UI(Ran(g)) 

RUSKEA è H<- H Domn = X= UX: A S= Ufe 
因此 (5. 8), 对 GA, wear. A mi tE DBH, 在 GN, PE. - 

考虑 dbhs: BR 232,027, E GA, 中 成 立 ， 若 对 1<é 
<8, gEGs, Xe= lang LE) H gx AXD E Ga M gx (ft XO He 
RE yg 的 前 件 A Qrar 蕴涵 对 每 一 7 使 得 <E 和 每 


— tI fla)<fla,). 令 E=U (f(a) :79<8}, MW EEA.) A 
(ge Cf | Xe) Af EG (Ë Ais {ae} En (0). 因为 (gx (Fb Xe) Sa 
MF ze 的 FOO WTRMRE 2 (EP CKO 多 Lx) 的 元 素 的 
尾部 都 多 一 个 0, 所 以 赋 于 请 xx 的 元 素 都 是 赋 于 zi 的 元 素 的 真 初 
始 部 分 ,因此 SOX <Si (xed ,从 而 (gx CF P XO) A, 满足 

CAC A Qla zs))] AL AQGr xd] 


oce? tc 


即 满足 ge 的 后 件 L ,这 就 证 明了 pe 在 GA, 中 成 
立 ， 但 是 ,Gs 中 任何 赋值 都 不 满足 A TARG: ;Te)j, 因 为 否则 


Orie i 
REF ze 的 诸 元 素 构成 一 个 长 度 为 3 的 <- 链 , 这 与 假设 矛盾 ,所 
以 dbh; 在 GA, PAR IZ. O | 
#2 5.1. 8, 要 证 明 dbh: 在 Ba (CDer ,DBH-s;IC--) 中 不 可 证 ， 
只 须 证 IC, 在 GU, 中 保持 成 立 性 质 ， 这 个 评 明 与 前 面 关 于 3 一 w 
的 证 明 类 似 , 所 以 我 们 下 面 只 说 明 它 们 的 不 同 之 处 
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5.1.21 5| 引 理 5.1.14 一 5.1.15 对 GA, X- 
证 明 : 这 里 的 证 明 与 5. 1. 14 一 5. 1. 15 的 证 明 类 似 ， 细 节 留 给 
读者 做 练习 ， 口 
为 了 从 5 二 ww 扩张 到 任意 5 过 4, 我 们 必须 对 5.1. 16 进行 修 
改 . 这 里 的 困难 是 号 CUD NICD) RE LCDI ATC. 因此 我 们 
要 用 也 的 所 有 短 <6 的 子 集 构成 的 <<- 链 的 并 的 集合 代替 原来 的 
KD): | 
对 DTZ), S ; 
Un (D)={ UC:CED, [C| <S H C Æ<). 
因为 6 是 正则 基数 ,所 以 Un, DTZ, Ce). AA 
| Dom (U (£2:€<6,}) = U {Dom (Ee) E<}, 
BREA E<U (Enica AR RE E< E< Es, A KUn) 
GUn,(1(D)). ERM: U {E::$<6} 的 每 一 坐标 是 某 个 E 的 坐标 . 
5. 1. 22 引 理 BE hA Z: C), <) h AT A a 
CPC), SORRE E D SE Dom(h) 中 元 素 构 成 的 长 度 <<5 的 
<-t UDE Dom), WAC UD) = U AE: FEED). 因此 
Dom (A) =P; e) H. DCRan(A) 一 Un,(D)CRan(z). 
TESA: E A EF ARA EED, hE Kk UD., 
因此 局 {ACe).EED}<ACUD). AX 
Domt U D)) =Dom( U D) = U {Dom (£); EE D) 
= U (Dom(A(E)) EE D} 
= Dom (U (AW: EED)). 
所 以 ， AC UD) =U (atk), EE D}. 
假设 Dom(hA)=2;(«) H DE Ran lh) AUCE Un, DM C 
E DMcL TERK <-H. HA PSRan(h) H CED. BLA CE 
Ran (h), H UCE Ranta). C 
5. 1.23338 ee He LUO. SOR PT H a 
(Pale) a <) AY RRE lel #9 (873 Un UCD) ) Dom M BFE TER W 
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Cx 使 得 W BE e BW 不 包含 Ran(h 上 | DRERI- I 
每 一 EC Pye), > RAE)= U AEON, USER FE 
W*, FAAR ha,y: 
has CE) =h(R:(E)) “f° CE— RE)) 
E(P), S) ERRE BE 
hss} Un ADD =f t Un, (I(D)). | 
而 且 在 Ran (hs) HA CE EE I aR, 
EP WE Ran(At Un, ADH FEP W). RSA 
H°F<H,*F,> (H<H, L F=@)&(H=H, BFX<F,). 
证 明 : 若 hCU D,) € Ran(z | Unsy((D))), 则 
UD EUn((D)), . 
所 以 UD, 是 ICD) 的 某 个 <5 个 元 素 的 <<- 链 D 的 并 、 据 5.1.22， 
AC UD )= U {hCE,):E£,€ Dy}. 
因为 D,CICD), ,所 以 Ranth Uns(ICD))) 的 元 索 的 每 一 坐标 是 
{A(E):E€ D} =Ran(h 上 万) 的 元 素 的 坐标 . 因此 5. 1. 16 的 证 明 的 
第 一 部 分 可 以 原封 不 动 地 在 此 通过 
SHEA A BERS . RR EE Wl 
| E,€Un,(1(D)) > EKRE); 

E, & Un, (I(D)) > Ri (Eo)—R(E). 
EEA TF, E 是 ICE)mIGCD) 的 一 个 子 集 的 并 ,因此 E< 
RstE1). 在 第 二 种 情况 下 ,我 们 有 R(E) SRE). 8 RE) < 
”Rs (EE)， 则 根据 5. 1. 22 前 面 的 说 明 , 对 某 个 EE LCR NICD), 
RE )<E; Alt Eo,E; 中 的 一 个 是 另 一 个 的 初始 部 分 ,但 因 鸭 
EED), ; l 

E <E: > EEUn(I(D))), E<E, > EKRE). 
{ik PP EA gE, PAS Ef Un, ADDF A, 
第 二 种 情况 与 RaCEo)<<Es 矛盾 , 故 RaCEo)<Re(E1) 不 成 立 ,因此 
R(E) =R,(E})- 
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本 证 明 的 其 余部 分 如 辐 5.1. 16 证 明 的 相应 部 分 ， 口 

5. 1.24 引 理 G hE ZP), <) EERE G MI, S a RUE 
wi aif, GAs = (Z), G Hp< Ft GU, F aI OQ eR, 
则 对 所 有 gEGs 和 区 w 的 所 有 公式 9， 

GA, F ge] oo GLE Daeg). 

证 明 ; 我 们 用 5.1. 23 代替 5.1.16, 则 5.1.17 的 证 明 仍 有 效 . 

5. 1. 22 用 于 保证 
Un, (1D) )CRan(h}=Dom(h). C 

5.1.25 定理 对 7Y<ix,IC; 在 OU, 中 保持 成 立 性 质 , 从 而 使 
Bap (CD. IC.) AY PAT Ae BE OA, Ae AZ. 

证 明 : 根 据 5. 1. 18, 只 须 证 车 1(D) 不 包含 长 度 为 6 的 <- 链 . 
则 UnsCI(D)) 也 不 包含 长 度 为 6 的 志 - 链 . 

假设 Un GDE E KEN 8 H<- H: 5 写意 使 得 对 5 之 
如 <6,1r<He， 因 此 每 … HH: 可 以 表示 为 五:= UD, HF D 是 
ICD) 的 < 个 元 素 的 非 空 <- 链 . 我 们 要 证 明 14D) 中 存在 长 度 为 6 
的 过 - 链 . 为 此 要 施 超 穷 归 纳 , 对 每 - 韭 极限 序数 $<6, 选 择 De 的 
-一 个 元 素 Ee HRM E< OEE < Ey. DE, FED, ERICH. Ht 
Ji Ay AE AR RFE cE AR RI CEFE E, © D, BAER O<E, x. 
PEKE, R A UDD). 考虑 Ue HOPS AER RE. tr E 
一 1 也 是 非 极 限 序数 , 则 Kei He a Hm U De WE De 的 
一 元 素 把 及. 作为 其 起 初始 部 分 ， 则 我 们 可 以 选择 这 样 “个 元 素 
作为 Ese FF E~1 BEAR BIE Be UNA EAR << 
Hee. PARIA FE AR RE Er KH- .内 此 

HU Egi <He <H: . 

这 样 D: 中 有 一 元 素 使 得 五 作为 其 真 初始 部 分 ， 因 此 可 以 选择 这 
FERJER E, 作为 Es 这样 ICD) 中 有 长 度 为 8 的 <- 链 使 得 对 5< 
gK, | H;<H, O 

5.1.26 定理 $ L8 OWARE QA>w 日 oea E 
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6 是 正则 基数 , 则 dbh, 是 有 效 式 但 在 B.(CD-.,DBH-,;IC-“)? 中 不 
可 证 ;从 而 使 DBH, 独立 于 Ba (CDex DBH <è sICer). 

证 明 : 据 5.1.20 75.1. 25. LJ 

下 面 我 们 把 已 还 的 结果 和 未 解决 的 问题 整理 汇总 如 下 ， 

(1) 当 A=w Bf , Bo .= 是 完全 的 ,但 对 > 0, Boo (CD ce) HY FE 
全 性 还 未 解决 ,然而 这 并 不 意味 量词 规则 和 量词 公理 的 独立 性 没 
有 和 解决， 例如 据 5. 1. 10， 

Bar CD) C Bop CD, BH.) 

紫外 ,Gregory 在 其 [1971j 中 证 明 B.《Taut) 相 对 所 .是 不 完 
全 的 (其 中 Tat 是 所 有 无 穷 重 言 式 及 其 代 换 特例 的 聚合 ) ,{IC;y:Y 
ECN} 不 是 BCTaut)? 的 导出 规则 ,从 而 证 明 前 者 独立 于 后 者 . 

(2) 若 A>, M 

Bam CD) T Bom (CD.,, BH.,). 

AH oA AY 是 正则 基数 , 则 

Boye (CD. BH) C BCD-。,BH;)， 
Ey Fe By HER. My 

Bao (BH <7) = Berge (BHy}- 
(3) 用 DBH 置换 (2) 中 的 BH ,能 得 到 类 似 627? 的 结果 . 
(4) E oSA AY REE MUSE Re 
Brie (CDs DBH) C Bry (CD. DBH =», BH). 
(5) Hwa 
Beye (CD. s ICa C Bae (CD., DBH, IC-。). 
BAH. oSA H y SEEM, 
Bri (CDe DBH ey IC) C Brae (CD. s DBH; ;IC..). 

注意 :(2) 和 (3) 是 等 价 的 ,但 这 个 证 遇 完 全 是 例行公事 ,只 
赖 相关 葛 合 取 和 柄 取 的 组 侣 ,所 以 这 里 省 略 ,其 它 命题 都 可 以 从 
5.1.10, 5.1.12, 5.1.19 和 5.1.26 推 出 . 

说 明 : 当 4=< 是 不 可 达 基 数 时 , 若 Y<“, 我 们 可 以 证 明 
Boe CCD,DBH; ,BD 是 不 完全 的 ， 而 当 w 是 强 不 可 达 基 数 时 ， 
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Beor(CD--DBH--) 古 完全 的 ;但 当 * 是 弱 不 可 达 基 数 但 不 是 强 不 
可 达 和 基数 时 ,其 完全 性 问题 还 未 解决 . 而“ 是 无 穷 非 极限 基数 , 则 


不 仅 Berm (CDer DBH- 是 不 完全 的 ,而 有 让 好 我们 在 下 - 章 将 
要 看 到 的 那样 ,在 这 种 情况 下 ,不 存在 可 判定 的 演绎 系统 ， 


练 J 
5.1.27 WEH5|# 5.1.21. 


$2 理论 的 语义 独立 性 


5.2.1 定义 (DK Cot Te EONO 
© 对 每 一 gE 5,2 —(o} Fo Pp S— io HEX BiB 0). 
LYM © FBR KY 的 子 集 是 独立 的 . 
称 三 是 可 数 (ew-) 语 义 独 立 的 
钨 卫 的 每 一 可 数 子 集 是 独立 的 . 
(2) 称 wr- 理论 醋 有 一 独立 (或 7- 独 立 ) 的 公理 集 
仿 了 语义 等 价 一 独立 (或 独立 ) 的 句子 集 . 
$. 2.23| 理 在 活 言 Za Pk. n f y P y> 
ww)- 独 立 这 三 个 概念 是 语义 (逻辑 ) 等 价 的 - 
证 明 ; 令 是 红 % 的 句子 集 ， 
全 是 7- 独 立 ( 或 可 数 独 立 ) 的 
SH SAE MER TRON FH 9， 
对 每 一 oE8, O— iol Éc 
= 对 每 -ecE 王 ,了 一 1) 上 ac CE 4 RARE) 
o Eiz. 口 
SEABED HT L o A BOE E R Ete MAA e 
RE, ALAARA. R eA y- SGX — PRE AG Er. 但 
显然 有 下 列 蕴 涵 关 系 : 


. 222 


独立 > VRP ¥>o) Re > THRE. 

(esa <ar) ,是 下 列 句 子 集 ， 

(1) (> le =c) a P<}, 

(2) “RC-,-) 是 函数 ”， 

(3) 3zVY3LV y= Ry x)1. 

A TGE: “AA NREL ARTA T ADH 
上 -.?” 因 为 37? 可 从 (1)? 和 (2)? 通 过 基数 论证 得 到 ,所 以 SFR de RI 
的 .但 显然 三 的 每 一 可 数 子 集 是 独立 的 . 

Tarski 在 其 [1923] 已 注意 到 经 .的 任意 可 数理 论 有 一 个 独立 
的 公理 集 . M. I. Reznikoff 在 其 [1965] 把 这 个 结果 扩张 到 经 ~ 的 任 
意 基数 的 理论 , Tarski 的 断定 由 Caicedo 在 其 [1981] 扩 张 到 经 .的 
情况 ,证 明了 : 

5 的 任 遍 晨 委 上 的 理论 有 一 个 独立 的 公理 集 ; 

而 且 这 个 渐 定 在 非常 弱 的 条 件 下 ,相对 任意 关于 «的 语言 成 立 . 

Reznikoff 的 结果 显然 更 难于 概括 到 无 穷 语 言 , BAB Reznikofi 
的 路 线 ,Caicedo 在 其 [1981] 所 能 得 到 的 最 好 结果 是 :根据 GCH, 

ESS h 纪 。- 理 论 有 一 个 可 数 独 立 的 公理 集 ， 

这 个 结果 只 依赖 绎 .的 某 些 一 般 的 性 质 , 包括 E. G. K. López- 
Escobar 在 其 L1965] 证 明 的 Craig- 内 揪 定 理 ( 和 参见 第 7 章 S1). 

这 里 我 们 将 上 述 结果 尽 可 能 地 扩张 到 芭 wm 的 情况 . 

5.2.3 定理 STE Son EARS HR MT At 
用 Scape BEE AY GA TE ZS BE 

WEA: BS TH {o C) 假设 2 中 有 非 有 效 句子 (否则 了 
是 有 训 向 子 集 , 则 空 集 C0 就 是 工 的 独 主 的 公理 集 ), 且 如 下 归纳 定 
xT 的 子 集 Tis OEC :其 中 KOK E 

一 第 一 个 nET RADE op 
Ge 二 第 一 个 oET RAE AGF oy, M1<é. 
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易 见 mm 是 第 一 个 使 得 七 述 要 求 的 of, 不 存在 、 施 归纳 易 证 :对 所 
有 5<<x, 存 在 这 样 的 使 得 人 4 F oz， 显然 ,了 TFT、， 另 - -方面 ,Zn 
是 工 的 所 有 不 能 从 其 前 面 的 公式 的 合 取 语义 蕴涵 的 公式 的 集合 . 
MES CCT ACCT WT Eo AoGT, WM o 是 第 一 个 nET 
使 得 A % Eo; AA E<E}ST, FLAT, Fo, A TL ET. 这 样 
我 们 证 明了 工 和 人 语义 等 价 . 

现在 构造 了 ; 如 下 : 

7,={0}U { NObe:0<é < }. 

WAAT E RIKER T A T 是 语义 等 价 的 : 若 =1, 则 
了 一 (02 一 2) ET = A} WERT, AT. BLS. 假设 
é 一 1 时 了 ,和 了 | 语义 等 价 ， 不 妨 令 和 = 二 {8B} T= Oo 
09), 据 归 纳 假 设 .7: 一 {AG 4} FT 一 {如 } ,所 以 T F 
Abe 因为 7s 上 A Orbe PEVA TF o BETET. BAHT, 
F 及 ,所 以 人 上 A Mere E HARER T — A} F Ta—{ A p0) : 
因此 Ti FT). 所 以 易 见 TAT, 是 语义 等 价 的 ,从 而 7: AT BiG 
义 等 和 价 的 ,因此 了 ,是 工 的 公理 集 . 下 证 T: 是 独立 的 . 

E p= NI OK P ho TO, RAT RETA) AH oe 
by RSE IE XAG E, 所 以 存在 结构 A EA E he. FA XT 
任何 别 的 HET Æ cs, My UE 从 4, 所 以 WE Hr EM A 
FO. APA MED. . AUR E GET, 总 存在 一 个 半 使 得 六 上 
Tle {AME e MT PE T — ige) E ges HES T: BRT. i] 

5.2.43 S 0O IE fs 的 两 个 不 相交 的 句子 集 使 得 
|@|<| 2). BR - 66S RM SUG HERRERA ADAG 
o TEE AIC 则 UB 语义 等 价 -一 个 用 9 表述 的 独 
立 ( 或 六 独 立 ) 的 条子 集 . 

证 明 : 令 了 .人 > 是 单 射 ,考虑 集合 

ES=(E—/[ODU A flo): ¢€ 9}, 
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其 中 fL@l=—(f(s):c0€@}. AAMR— YE 总 ,或 者 VE 5 一 了 [8@] 
或 者 gq 二 oA flo) KP c€O HFUBA UO o AW EUG H 
2. AA GER VE TUG, MRA gE 或 者 gE9, 所 以 总 有 
全 上 Fp, 因此 三 上 3UB， 由 此 我 们 得 出 全 和 UB 语义 等 价 ,因此 
下 面 只 须 证 明 全 是 独立 的 (或 7- 独 立 的 ). 

《1) 假设 每 一 EZ 不 被 UB 的 任意 不 含 y 的 句子 集 所 语 
MMe. © yg 是 三 中 任意 元 素 , 我 们 要 证 全 一 {g) 上 :着 PE 一 
JEO], RIRH f E tit, hR Eip Ep. 车 pg 二 of(o), 其 
中 cC GO, NEER, SOEI LR TUCHEETSA f(o) 的 身子 
RERA, Prv Bah fle)} E flo. A 所 
以 仍 有 一 {g} Ep. 

(2) 假设 每 一 EZ 不 被 了 UB HERR <I HAE YH AF 
RAG Sh. S E EE HERR 的 子 集 , 则 名, 形 如 

S ADU A flae), 
其 中 DY, 和 O, 分 别 是 芋 和 B HTE. > pk ,的 任意 元 素 ,我 们 
HHE Zipo Eg. E PES, — FO, ], MUTE RH .pE 3 不 被 IUG 
HRERL HAS OM a) FAT A {gh Eo. R 
-rH Agp =cAflo) KP c€O,, MERE. SOCERA 
TU OH ERE <Y 的 不 含 fo) Hy WFR OTe Ba. LA 

Ei— {eA f(a)} É fo). 

AA FAS, RADA a—igt Ee. O 

FERRAR Zo PEF wo, TATARE. BET E 
和 区 .的 理论 ,人 是 在 全 的 任意 公理 集中 出 现 的 非 远 辑 符号 的 集合 
的 最 小 基数 . 注意 : 若 了 有 5 个 非 逻辑 符号 ,因为 了 中 每 一 句子 至 
多 有 o PARE RAS H |T | <8". 

5. 2.5 定理 (Caicedo,[1981]) 4TA—P HRS 的 规 
定 如 上 ) 个 句子 组 成 的 公理 集 , 则 7 有 一 个 可 数 独立 的 公理 集 . 

证 明 : 令 了 ET WSO TOF ARH AER. 不 妨 假设 
>w, ANAE 5.2. 3,T, 有 一 独立 的 公理 集 , 从 而 了 有 一 可 数 公 
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HE. 令 Sm(z 和 Sm(o) 分 别 是 7 Alo HARP RASH. 定义 
To= {oESent(Sm(T Jaa) :TF o}. 
显然 TST, PL Ta 上 Ti 另 一 方面 ,又 有 T, F Tos 因此 To 语义 
等 价 ,从 而 语义 等 价 了 ， 
施 归 纳 于 上 来 如 下 定义 了。 的 元 素 组 成 的 序列 (oe:5<); 令 志 
<<6 且 对 所 有 <5, 设 已 定义 完毕 , 则 可 以 选择 oO, CT, 使 得 
TofNSent (CU Sm Ca) Je e) E a (5.9) 
这 样 的 句子 是 存在 的 ,因为 若 不 存在 , 则 对 所 有 op ET os 
TaN Sent((U Sm (a) Daa) F oe 
EE ToN Sent (U Sm Ca) dau) F To ELEM ARITA — A 
位 的 .上 只 订 ?7 个 符号 的 公理 集 ToN Sent (U Sm tauo) ,其 中 
7 一 | Usm¢o;) [KE Smo | 
<x |&| e w==max([&] a <S. 
因此 有 7<3, 而 这 与 我 们 前 面 对 3 的 规定 矛盾 . 
现在 定义 
Pi 一 Sm(oo0 一 避 Smkor) 
显然 这 些 cos 都 互 不 相同 (因为 否则 ,ce LAH o, MEM MARA 
BL BK. Wi‘ Oo Ri HR) FAM D MAHAR AE 
空 。 我 们 米 证 : 
PET H NSM = = pF oe (5.10) 
LEA. pE T, B DN SmiA= AMH pF o 据 Zah] Craig- 
HIEROI E 7 ÈS DAET a ER pE 9,9F oc, 且 Sm(0) 
SSm(g) Smo). 但 Sm (oE D: U U Sm top), BU SmS 
DU Usmio;). HAD: Q Smo = 二 人 ,所 以 Sm (OS U Smia. [i 
pa E 
AT Fe skO HT STARS AT EI 另 一 方面 ， 
Sm(O)S U Sm (o) ESMIT ESMIT, ), 
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-WAE T, 的 构造 ， GET, AA Ok oes BRU 
TaN Sent (( Usm(o,) ae) TA 


但 这 与 (5. 9) 中 对 a 的 规定 矛盾 ,所 以 (5. 10) MW. 
现在 我 们 用 下 列 方式 把 每 一 gET。 和 另 一 句子 p ET, 对 应 
起 来 :车 二 04; 则 定义 8* =0,;8 ?天 co 则 令 
S(O = (a,:DrNSm(PFO. op}, 
且 定 义 
p =a A ASIP. (5.11) 
因为 诸 D; 不 相交 且 Sm (9) 至 多 可 数 , 所 以 至 多 有 可 数 个 D; 满足 
Di 站 Sm(9D) 关 六 ,所 以 (5.11) 中 的 合 取 式 是 可 数 的 . 因为 To 上 PE 
gig” RUA TL. Ep. 另 一 方面 ,Sm(o )CSm(7T,)CSm(T)) s PLA 
g ET». WE of BY RIF P E BR fe — 9, HR Oy 和 oe REN ES 
=> CHAE. REEE E D, AEX DNSmo =O. MA GE 
Sm(o) FH WEH E< 所 以 据 分 离 规则 且 施 归纳 于 £ E: 


{of :€<6}F oe RIELO. 《5.12) 
因此 就 有 | po 
{or E<O} Up Fp, X PET. 《5. 13) 
令 Antloe ) 是 oe 的 前 件 , 则 据 De 的 定义 ， 
D:NSmlAnt lai D =. (5.14) 
下 面 我 们 来 证 ,对 OE, | 


cz 不 被 任意 可 数 集 {P* p Ho} B PET SEX. (5.15) 
证 明 : 令 {p:<w)?ET。 是 可 数 集 ， 把 这 个 集合 划分 为 二 : 
{9:i€ET }=(p:Sm(goNDe=O}, 
tg: JEJ) = {p : Smp) N DAD). 
据 (5. 14),Sm( A gA Anta IND=OD. BA Ag A Ana )E 
To AEH 5.10), 
Ag A Antoi ) É de 
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选择 结构 站 使 得 关上 人 8 人 Ant(ce HEAP. PARIA ET., 
据 gp” Mae UE Te AAA E g. TAL A E Anta) )o,, 
EA Foi. tH Fey. RITA D:Smig) ADH P Aa: we 
?一 cs, 据 (5. 14), 有 
Sml A g, A Ante D1) D:=. 
| Ay Ng, A Ant (or YET,» 所 以 据 (5. 10) Ae A Ant(oz ) É sa, Bf 
APAA EG AIR BELA poe. PIM SMENE o 必 
定 在 9 BMEDIA AE Anp ,从 而 中 Fw ， 用 这 种 方法 ， 
我 们 得 到 可 数 集 {12 ka} UE Ce" kw) {AUK go RUE 
明了 (5. 15). l 
& I= {g 0<E<6}.@= {p} UP PET) — I, NIG. 
13) ,>UBFET (AT, RSH HTU. ANT CT,, AT 
以 SUG BRS T Ait LST. HAO T +ix<e= 
IS; A NB 一 ,而 且 据 (5.15), 每 一 ot E53 不 被 UB 的 任意 
AE of HY AY RK TEATE AA PA SA OAL S| FB 5. 2.1 
的 假设 条 件 ,因此 本 定理 得 证 . = 
5. 2. 6 HEW (GCH) STE SY, METIS MA 
一 个 可 数 独立 的 公理 集 - 
bade ETAR. WU 5. 2.3 就 能 得 到 结果 , RAT ERS 
6 如 $5.2.5 所 规定 , 则 
LISM SIT ws TAa. (5.16) 
oO. FE — Pel RE TP | 
D SER Sw: 在 这 种 情况 下 .7 PR So, HATER. 
PL PT 4 -- PAR BR SES P=, 的 公理 焦 
Pi EIR T En)" EE GCH, Co)" = a ERA [Ty sm- 四 此 
5.2.3, 就 有 本 推论 . 
(2) Na< SN 据 GCH 和 Hausdorft 325 ast: 
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CSS.) = COR . Mo 

(参见 Jech 的 [1978]. ) 我 们 有 Oo =—8. Ak TAARE 的 公 
理 集 . 据 5. 2. 5, 就 有 本 推论 . 

(3) =M.: 据 (5.16),6 二 | 人 |, 而 据 5. 2.5, 就 有 本 推论 . OF 

下 面 简单 考察 一 下 与 语义 独立 性 相对 应 的 语法 独立 性 概念 . 

s.2.7 定 义 (D RM Sant] FE IHI Bea (As QE 
语法 独立 的 > 对 所 有 EE, E Bala NH, I loa} toa RDA 
Xt Bam (A D E 六 语法 独立 的 S AR RY 的 子 集 相 对 
Bun (A;Q) 是 语法 独立 的 ， 称 HRT Bur(4;0) 是 可 数 (oai-) 语 法 
独立 全 了 的 每 一 可 数 子 集 相 对 Beane (4; 人 2) 是 语法 独立 的 . 

(2) 称 Haye By A] BD HART Beso (As 22) 有 一 个 语法 独立 
(7- 语 法 独立 ) 的 公理 集 晶 局 E Buel 4;0) 4,2 A OW RHE. O 
是 语法 独立 的 (或 7- 语 法 独立 的 ). 

下 面 的 引 理 据 上 述 定 义 易 证 . 

5. 2. 8 引 理 

C1) RE T È L amt ER Ban A DEEN «I 

T KE RREM OT WF Barl ARDA x- 语法 独立 的 . 

(2) 假设 了 是 L anh] ERE » Bare (A; DERRER WY 

人 是 语义 独立 的 OT WA Bal AMDA a O 

5. 2.9 推 论 (D 假设 了 是 Zont] ERES He 
Bwm( 人 ;022) 是 完全 的 , 则 了 有 一 个 用 Hoe IED Bawl AN) 
语法 独立 的 公理 集 . 

(2) (Rik Tt 2。 的 任意 理论 且 有 一 个 基数 所 SC 其 中 信 如 
5. 2. 5 前 所 规定 ) 的 公理 集 , 则 了 有 一 个 用 经。 表述 的 ,相对 Boo 
《可 数 ) 语 法 独立 的 公理 集 . 

证 明 : 据 5.2.8, 3.3.12, 5.2.3 和 5.2.5. C] 


问 题 
5.2.10 EB 和 .的 每 一 理论 都 有 (可 数 ) 独 立 的 公理 集 ? 
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第 6 章 演绎 系统 的 可 定义 性 与 不 完全 性 


本 章 讨论 第 2 章 引 入 的 演绎 系统 Bama DERA EEKE 
质 ; 可 定义 性 (definability) 和 不 完全 性 . 

AE SIME Bom(4; 人 2) 的 可 定义 性 我们 用 普通 集合 论 的 
La Wi A ACL “作为 元 请 育 .这 种 元 语言 在 模型 M L amog) = 
4H4c) ,如 ) 中 得 到 解释 ,其 中 & 是 和 ww 的 符号 集 上 的 Gödel- Až. 
我 们 称 2A 的 项 集 或 公式 集 是 可 定义 的 千 该 集 的 元 素 的 Gödel- 
订 列 的 集 台 相对 DM S oam BAA AEL 的 一 有 穷 公 式 米 表 
述 ,所 以 除了 分配 律 规则 DR «, DR;y( 因 为 它们 的 前 提 集 的 基数 
不 必然 =) 是 不 可 定义 之 外 ,基本 系统 Beton FG) BUS HH CD, Dy. 
选择 公理 BH. DBH, 等 以 及 析 取 概括 规则 IC,. DC, 等 都 更 RS 
义 上 是 可 定义 的 ， 这样 .车 Banm(4;Q) 居 上述 演 经 系统 . 则 

Gf MS "的 公式 PRV (zx) 使 得 在 模型 M (Se PB 
KX PRY (2) 后 了 是 Bum(Ai2) 的 可 证 公式 的 Gadel- 序 列 . 

82 让 了 明基 些 上 上述 意义 上 的 演绎 系统 是 不 完全 的 ， 这 里 采用 
WIA AAU SY CAERE FRAT EH oe 
ARPIT ce A S22 PE TPE. eS * WAI PRV CoE 
(fe ik A SEU), 

Sf MCL gy) 中 满足 PRVE) 

E 是 5 的 一 有 效 公式 的 (ipdel- 序 列 . 
正本 节 武 们 要 本 明 ,. 对 无 穷 非 极 限 基 数 oT A RRR 
能 在 OR. 中 用 如 “的 一 公式 来 定义 (其 中 MS eee di 
证 明 不 存在 用 "表述 的 ,相对 M, ME 二 “外 系统 ， 
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$1 演绎 系统 的 可 定义 性 


一 .表述 Bww(A;0) 的 元 语言 


本 节 我 们 用 普通 集合 论 的 和 -语言 作为 元 语言 ,来 表述 无 穷 
语言 Fane Sere ft EH A RSE Bap ADE P «RARE 
则 基数 ;4 二 0 Re GAs pAAFEMKRASARFHRER 
时 ,p KÀ, H A RENAR p Sew KaK). 我 们 把 这 样 的 元 
WRJ AL CATIN: 

个 体 变 元 :zz nah 

一 元 谓词 符号 :1V IC. 

二 元 谓词 符号 :FU ,PR, 二 ,€. 

AL "的 模型 是 下 列 结构 
MCL cies = (HACK) H), 

HP g BM 区 we 的 符号 集 到 * 中 的 单 射 , 称 为 Gödel- (Hc R) A 
数 , 对 笃 wr 的 符号 S,g(0S) 称 为 Godel-M. Hx) Et A Ee 的 遗 
传 集 的 集合 ,下 是 如 下 上 映射: 

HUb=g(O), HGb=g0), 

Hind=gl>), H@=g(>), 

H@=g(A), H@M=eW), 

Heeg=g(=), HO)=6, aË er, 

IV” =( grit 是 wm 的 个 体 变 元 }， 

IC™ = (gle) :¢ 是 Lam KF A}, 

FU" = (E SVE R Zan LARRA), 
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PR® =g (PDP 是 SL ci 7 RAS). 

二 ”是 HH(x) 上 的 等 于 关系 ,EE ”是 HH(x) 上 的 属于 关系 . 

注意 : (1) 公式 PR(eq) 在 任意 结构 MN amg PRL. ff 
Yam 是 -一 语言 使 得 4 之 x, 则 对 所 有 pp << ARV FU (Eo) 
在 模型 DH ag PRA 同样 , 若 4 之 x, 则 对 所 有 x ya 
RVae—o PRG) ER M Sa PIL. 

Cl) 这 里 把 Y 和 一 作为 初始 符号 引入 是 为 了 方便 ， 

CL) Him ft FS LAY Göde- AR 5 可 以 用 下 列 方式 扩张 
E) 2we 的 项 和 公式 上 :一 个 项 或 公式 的 Gixdel- 序 列 是 该 项 或 公式 
的 管 号 的 G6del- 数 的 序列 ， 用 符号 来 表示 就 是 ,gCE) 二 g*E, 其 中 
E 足 作为 项 或 公式 的 序列 . 类 似 地 ,我 们 能 谈论 诸 项 或 诸 公 式 的 序 
列 的 G6dcl- 序 列 , 这 样 的 诸 夺 列 的 序列 的 G6del- 序 列 ,等 等 ， 央 为 
e 是 正则 基数 ,所 以 一 个 项 或 公式 的 G6del- 序 列 是 其 (wx) 的 元 素 ， 
mi A <n 个 项 或 公式 的 序列 的 G6del- 序 列 也 是 于 C(x) 的 元 来. 

下 面 我 们 要 证 明 , 对 第 2 章 定义 的 汗 绎 系统 Barl A), FTE 
一 公式 PRY(z) 使 得 ; 

SAM SL apes) PIR PRV (x) 
入 5 是 Bal(A; 人 2) 中 一 可 证 公式 (相对 g) 的 G6del- 序 列 . 

为 了 描述 形 如 PRV DIENER. ADEE AH PREF 
定义 引入 新 的 常 元 . 因为 我 们 考虑 的 元 语言 是 普通 - - 阶 语言 ,所 以 
就 有 适 十 被 定义 常 元 的 消除 程序 (elimination precedurc). X Pił 
一 点 ,可 参见 S, C. Kleene 的 [1952 ]. 

注意 ;下 一 节 适 于 某 个 特 宇 的 无 穷 语言 的 消除 程序 加 以 修改 
可 用 于 所 有 的 无 究 语 言 Seam ,但 在 多 .的 情况 下 ,这 个 消除 程序 
会 有 不 必 槛 的 复杂 性 ,因为 在 妈 .. 的 情况 下 ,只 需 知道 如 何 - -次 消 
除 一 个 被 定义 符号 的 一 次 出 现 ,但 对 无 穷 语言 ,这 样 做 就 不 充分 ， 

6.1.1 定义 (被 定义 常 元 defined constant) S Pt0—-(M,1) 
是 SAAS UGG FRE ZICH TARR PFE SiR - 
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. (1) 用 下 列 形式 的 定义 引入 一 新 = 元 谓词 符号 R: 
VEO EG), 
BH PQ HW HARHA Z BY BORN Boe. ee =f w 
ULQ}, Re = a) M EGO H M =M, HUER, 
>}》, 则 易 见 对 经。 的 所 有 公式 和 所 有 SEM", 
M EGfl]e Me elf. 
其 中 史 是 从 8 中 消除 @ 得 到 的 公式 . 因此 称 公式 ZH M 
定义 了 Ry 
(2) Baad (DAVzyL dG) Apres yl FEM 中 成 立 且 
-Fv《y(z)) 二 {zx}, 则 用 下 列 形式 的 定义 引入 一 新 个 体 常 元 5: 
Yr[Lr=imryr)]. 
Ë L m= UE} EM 是 驶 中 满足 yx) 的 唯一 元 , 且 守 "一 
(M ,HHU{CE,c))), 则 对 SLA A pA SEM", 
M' Eg_sloMeEeLI, 
EF g 是 从 8 中 消除 上 得 到 的 公式 - 故 称 Y%(z) 相 对 路 EMT o 
(3) HVZ,4 9d (2. AVE V yelga y) A (Tz) eyez] 
在 MP RMARA zy 在 ylz,y) 中 是 自由 变 元 , 则 用 下 列 形 
式 的 定义 引入 一 新 二 元 函数 符号 f: 
YAY yLyF" CF) eG, y) I. 
车 LTL aF) A ACPO M 中 唯一 的 e 赋 于 M 中 元 素 
WY n FCA, tHE CG, ee) BERL YZ. y) A 
M' =M, HU {F",H(F"))}), 
则 对 经 -的 所 有 公式 8 和 所 有 f EM， 
WM Ff S Megs]. 
-其 中 9 BM oe PHRF 得 到 的 公式 . BERAR gt ytz M 
定义 函数 HF"). 
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二 .集合 论 基本 概念 的 可 定义 性 


本 小 节 我 们 固定 f= { 二 ,Ex 是 无穷 正则 基数 ,总 .= 
《 玫 (x) ,所 ) 是 结构 , 蕊 解释 为 H(x) 上 的 属于 关系 €. 

对 集合 论 的 包含 .有 序 对 .关系 .函数 等 概念 的 定义 公式 如 通 
常 ， 注 意 : 有 些 概 念 在 HOPED ELH; A. BREE 
Hie) PAL Ie MAE eH 7? WY CHCA Oe) EHC). 
6.1.1 的 限制 条 件 必 须 仔细 地 验证 . 下面 的 定义 只 是 例行公事 . 

6.1.2 定 义 (1) v= Pr(r,y) © v= Cry). 

注意 :严格 地 说 , (1) 中 的 Pr(r,y) 只 能 号 作 Przry. 我们 之 所 以 

用 Pr(Czyy) 是 为 了 直观 ;下 面 的 情况 也 类似. 

(2) or X y @ v=rX y. 

(3) osr l y Susy. 

(4) v 二 set, (7,) @ v={Z,), 车 nn 是非 零 自 然 数 ， 

(5) v= domir) & v= Dom(r). 

(6) v= 0 v=. 

(7) v= ranlæ) © v=Ran(x). 

(8) Rel(x) 6 人工 是 关系 、 

(9) Fun(x) © x ERX. 

(10) one-one Fun(c) © r EAS. 

(11) v==(2 of y) 

& 若 工 是 函数 且 ye Dom(r). Mj v=2Cy) BI o=. 

aD rE y @ «Cy. 

(13) ordir) © a BIER. 

(14) seq(x) > r EVER. 

(15) 对 lata, PERT a BE MOP: 

rirse, lO, 1), 
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(16) 对 0<n<w,n ER Reg, 递归 定义 如 下 ， 

U= segn (Kos s En) : | 
per yr N Pr(n— 1a 

注意 :0rd 7) 和 dom(seq (xq 5° 5 z,_, ER AD. FRE. 

(17) vel Ge) ev=. 

注意 :* 的 正则 性 保证 并 运算 的 可 定义 性 . 

(18) v=rU yous: U Get, (r,s y)). 


DD ep WY EN Wp 
(20) val) yoru Geles y)). 


注意 ;公式 ord (xz) 一 [x 二 Uzyz= UzUser, (Un l# 2. P 
RL KERMA DPA PÆRE CA) ”是 为 了 直观 ,下 同 . 
(21) pss(z) © vx U set, (x). 
不 难得 到 序数 的 后 继 运 算 的 递归 定义 : 
6+0=8, 
6+sle)=s(b+e), 
d+e=U(d+é.é<e}, He BRR PR. 
因此 v=6 十 8 S 丰 在 序列 < 使 EEDomt(z),z(e) 一 vw,z(0) 一 6 AL 
O 对 所 有 上 使 sS(6 € Dom(z) 2 (sf) =se), 
© 对 所 有 EO tt E= USEDom(z),z(E) 一 LIRan(z 上 6). 
显然 ,这 个 条 件 可 用 至 的 一 公式 来 定义 . 
(22) vtaty 9 É ry 都 是 序数 , 则 一 zx 十 ?3 否则 v=. 
十 的 形式 定义 是 ; 
vtatye[[— Grd (x) Aord(y))->v=5 J A [Cord (x) Aord(y)) 
一 (zf seg(z) A y€dom(z) A(z ofp Suh (zof 0)= 
xA p (x) Ag wD] 
EP ACO pDRKETIHGHRAOR@. M 同样 的 方式 我 们 
能 证 明 , 序 数 的 式 法 和 无 穷 序数 的 加 法 可 以 用 红 w 的 一 公式 上 来 表 
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述 ， 在 此 省 略 它 们 的 形式 定义 . 
(2)vte yO fir y BETR, W o= e y; FM o= e. 
(24) v= r 
S 若是 诸 序数 的 一 序列 WY oH 之 x; 否 则 ,v= 人 2. 

注意 :« 的 正则 性 保证 无 穷 序数 加 法 的 可 定义 性 . 

《25) vr you (sea. y) v0) AL ge Crs vy) seg(v) A 
(dom (v) =dom (x) | dom(y)) A Yz[ (zE 
domix) > lu of 2) =Crof z)) A CE 
domly)—> (v of (dom (x) + z)) = Cy of 
z))]i], 

其 中 gplrsy) = segir) Mseqty). 
车 区 是 诸 序列 的 序列 , 则 
v= 2 9 EFA z 使 得 Doml) E Dom(z). 
v=z(Dom(r)).2(0) =Ø 
D 对 所 有 y BF sCy) € Dom(z) .z(sly) =26y) æy). 
D 对 所 有 使 得 y— Uy Dom(z),2¢y) — URan(z} y). 
条 件 吕 各 可 以 直接 般 译 成 HAZ. 
(26) v 二 “7 全 车 + 是 诸 序 列 的 序列 , 则 v0 一 “x; 否 则 ,0 一 2 


三 、 演 绎 系统 Barl A DHT ESUE 


本 小 节 我 们 把 -HV <“ 看 镍 是 无 穷 语 言 Hie IBS +e 是 
Yam 的 符号 的 Godel- PAR. 我们 称 经 we 的 -个 项 的 集合 Term ak 
公式 的 集合 B 是 可 定义 集合 > Term 或 下 中 诸 元 素 的 G6del- 序 
列 的 集合 相对 模型 M L a ATLA Oe SA ROEM. 

我 们 称 一 项 是 原子 项 S 它 是 个 体 变 元 或 个 体 常 元 ， 因 此 下 
列 公式 定义 了 原子 项 集 ， 

6. 1.3 定义 
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At Term(x)3 y[UCCy) VIV (y)) Az=seq ly) ]. 
这 里 我 们 把 变 元 如 和 常 元 c 都 看 作 是 单元 序列 (vw) 和 《5c). 
6. 1.4 定理 ”5 的 项 集 是 可 定义 的 . 
证 明 : 称 :是 L at S 存在 序列 y 使 得 IE Ran(y) 且 对 所 
有 xzE€ Dom(y),y(z) 是 不 子 项 或 下 列 条 件 成 立 ， 
yz) 二 (FC) 2) TOD EP BR Lael AKA F 0 
<t<p, zi 是 长 度 汶 的 序列 使 得 其 值 域 包 含 在 Ran(yl e) t. 
(6. 1) 
条 件 (6.1) 可 以 用 下 列 公 式 来 表述 , 
(yz) =A x,2,[seq(x,) Arante Gran(y fz) A FU (domla), x) 
A Cy of D =L eg lbs2,) C z)” seg (rb) Jj). 
注意 : 若 p=x, 则 因为 没有 长 度 为 «的 序列 能 在 H(x) 中 ,所 
以 序列 2, 的 长 度 就 自动 地 小 于 e- 
RFE, L apn YR EE SCM T :; 
Kx) =A y[seqly) A rEranCy) AYz[zE domy) 
—» (At Ferm y of DV ¢Cy.z)) 1). O 
因为 Snel OH SSE BY FEA. BLA PRATT BY BA RE SM — Be] FF 
Term. 
61LSEM Terme) Saf Zork) — Godel- sl. 
说 明 : 用 类 似 上 述 方 法 可 以 证 明 Holt RR FARABAS RA 
是 可 定义 的 ， 我 们 把 这 个 工作 留 给 读者 去 做. 下面 只 是 非 形 式 地 
引入 它们 的 谓词 符号 . 
6.1.6 EX 
(1) At Formir) 多 工 是 一 原子 公式 的 Gödel- FP. 
(2) Form(x) © 工 是 一 公式 的 G6del- 序 列 . 
6. 1.7 定理 ”基本 系统 Ba 的 命题 公理 1 一 3 是 可 定义 的 - 
证 明 :作为 举例 ,在 此 我 们 只 考虑 Mon AE 3: 
Pa = KAPOTE) s 
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二 中 ocer ci. EE 
9 形 如 g 名 存在 公式 的 非 空 训 列 y MAR x (EY 
da C) =) ^z), 
其 中 存在 er eee Jee. ae AMS 中 的 公式 ， 
da, (xo vel seg O A yO A Form(2) A LV 2, (x, È domly) 
> Form (y of «,)) JA Laz, Le: E dam( y) A Form (y 
of rx) A Cy of rp =z) j> r=seg (lb dbi C7 y) 


= seg; Gaa j SAIL 


义 其 它 命题 公理 . 
6. 1.8 定理 (D ADE TEER OV <e Sie REM 
Chang- 分 配 律 CD, 是 可 定义 的 . 
《2) EN Ode. (Qa PLO RARE -SAM 
它 的 否定 , 则 Ace AIEN V A 9 BD A E OCD» A 
此 CD 是 可 定义 的 ， 
证 明 :(1) SY 是 基数 使 得 0<<7Y<xe, 则 Z a KERI CD, 是 所 
有 具有 下 列 形 式 的 公式 : 
CV CA pe) = Cant ICO sea Nt ). 
n e aTa ea 
一 公式 具有 上 述 形式 S 村 在 长 度 为 7 的 序列 y 生得 对 每 
zEY, YOKE 为 y 的 公 匠 序列 ,由 
T PG EV EE n EY BE yO Ex, ill a, E 
含 一 公式 和 它 的 否定 ; 
Do= -A O, 
其 中 Dom(r) 二 Dom(y) 二 7 有 旦 对 每 一 xzEY， 
x (2=(-7( AY? yz)) TO). 
显然 ,上 述 条 件 很 容易 用 .esi BIA RGR. 
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《2) 的 证 明 也 类 似 . EE EAE STE ST ya 
用 Domy ëy O 
6.1.9 定理 ”对 每 一 基数 > 天 0 使 得 2 "<x, 则 下 列 形式 的 所 
有 公式 的 集合 是 可 定义 的 : 
(人 N Pe ))—>( N Mp 


ac? nego) 
HP Y= (guic h}. 
证 明 : 消 去 缩写 符号 ,上 述 公 式 有 下 列 形式 ， 
CCA (CA (eee) 
CCN tha "grea III: 
因此 
PALERE S 存在 长 度 为 7 的 序列 y 使 得 对 每 一 zEY， 
y(2z) 是 诸 公式 的 .长 度 为 7 的 序列 ,有 存在 从 7 到 y 中 的 诸 函 数 的 
单 射 序列 使 得 
(1) 每 一 从 > 到 y 中 的 函数 在 RanCzi) 中 ， 
(2) 令 rs 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 对 yer, 
BDE USA (za) Os 
其 中 z; 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 
EP) = (C7) YT Er. 
$ 2, KEY Dom(z,) 的 序列 使 得 对 z E€ Dom(z), 
rle =A a OD), 
其 中 x, 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 对 zEY， 
Ly (2) = Cy@)) Gz, Ga, a. 
因此 | 
p= (CAC 72) OCA D7) 7 ODD). 
而 这 个 条 件 能 用 -As “来 表述 . 口 
6,1.103[ 理 令 三 元 谓词 Bound 定 义 如 下 : 
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Bound (x,y, z)*> 
Jarta a r= x," sega (lbg) z, x3” seq rb) Ta, ] A seq 
Cr) A ~ (r, =0) Adom(x,) ETAY a: € dom 
Cr) IV (x, of z) Ay Mran(a,)=0) A 
Form (zx3) A seq (xz) A segl) A Lz=dom(2,) V 
[ dom(2,)€2Az€dom(a2,)+ 2 + dom(z,) 
+dom(x,)]]. 
若 工 是 公式 p 的 G6del- 序 列 ,y 是 个 体 变 元 集 X 的 GedeL- 数 集 日 
E Dom (¢g), Wil 
(ryz) i £ Bound (xr,yyyz) Ozk ptRX AR. 
若 A= x, WER “dom (x,) € A)”. 
证 明 ,该 形式 定义 就 是 用 AZ "来 表述 变 元 的 约束 条 件 . 口 
6. 1.115 令 二 元 函数 符号 ee 定义 如 下 : 
z-=Free(xr,y)[(spla.y) 20) A [glr y+ Va, [r È zen, 
€ dom(x) A (x of x,) È y A Bound (x, set, (x 
of x,).x,) J), 
EF pley) =Form(x) A Yz [xr E y>IV (zx)]. 
若 工 是 一 公式 的 GadelL- 序 列 ,y 是 诸 个 体 变 元 的 G6del- 数 集 ， 


则 
《zyyz) 满 足 eres) 二 
z= {r:r & Göde- AK r HAAP- PREACH 
G6del- 数 在 y PJH- átka). O 
6.1.12 BM i 
y= FV (r) [[— Form (2) > y=0] A [Form (x) > Yz (zÉ yor 
— (Freelx seti (z))=0))]}. 
AEE c 是 公式 pH G6del- 序 列 ,出 
(x.y) KR y 二 FV (x) © y 是 FV(g) 的 G6del- 数 集 . 
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下 面 我 们 来 证 明 所 有 的 量词 公理 是 可 定义 的 ， 我们 知道 
SF (gp) FY ARRA 
(Er f(r) LO) “Es, 
RP oO PA ER X 的 元 素 的 所 有 自 Hi HR BG 
格 递增 序列 ,看 作 是 符号 序列 ， 并 且 - 
Exo =pl ren Ph re igr), sS, 
E,=eht—el Ur, f= Ug H ts. 
6.1.13 定义 - 
z=r>yo[ (glr, y)—>z=0) A (gr, y)>r=y7z)], 
其 中 plr, y) =seq(y) A3ziCseg(zi) Aagy*2,). - 
6.1.14 引 理 ”假设 zx 是 座 列 ,xs* 是 Dom (z+) 中 序数 的 严格 递 
增 序列 . 令 Rem Seq (x,x,) 是 长 度 为 DO 的 序列 x, 使 得 
E s) € Dom 41, J 
x, (s(Q)) =a } z,(s(0))— rh 2, (07 Seas 
# p= UTE Dom(z,) +1, 
gg (D=x ha, (—x | URan(z, tO). 
否则 ,Rem Segles) =. 证明 Rem Seq 是 可 定义 的 . 
证 明 : 从 本 定理 已 给 出 的 非 形式 定义 来 看 ,所 涉及 的 应 数 都 是 
可 定义 的 ,所 以 Rem Seq 的 可 定义 性 显然 Cl 
6.1.15 定义 z,=Rem Seq(z,2,) © 了 一 Rem Seq(zyz?). 
”6.1.16 引 理 若 z 是 公式 9 的 Godel 序 列 ,y 是 个 体 变 元 集 
的 G6del- 数 和 集 ,z 是 从 yy 到 Term 的 Gödel-FF 71) & oH, WS 
“SF (zx,y,z) 是 SFI (OH Godel FAI, X= {vrg Ey} A f= 
ger g EX FH wR: AM. SF (x,y,z)= 二 3. 证 明 SF 是 可 
定义 的 . 
证 明 : 因 为 
g° SFR = 7 (aj) xr a, ()) tO 7, O, 
其 中 r, 是 值 域 为 free (zr,y) 的 递增 序列 ,5 = Dom Cr), 2, = 
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Rem Secq(zyzs), 所 以 其 可 定义 性 显然 ,因此 SF 也 是 可 定义 的 , O 
6.1.17 定义 zi=SFGzyyz) © 2, =SF(r,ysz). 
6. 1. 18 È Fo<y<e Ml) Bow 中 的 公理 4 以 及 BHy， 
DBH,, BH<. 和 DBH. 是 可 定义 的 . 
证 明 :我 们 在 此 只 考虑 公理 4,DBH; 和 DBH-., 其 它 的 情况 也 
类 似 能 得 到 证 明 . 
公理 4 可 以 写作 下 列 形式 ， 
p =YXy—>SF} (y), 
其 中 y 中 没有 一 变 元 vu€E XX 的 自由 出 现在 约束 了 (v) 中 某 个 变 元 的 
量词 的 辖 域 中 ， 若 上 是 一 项 , 则 
ve Fv) SvkePRELAAL PRM, 
所 以 Fv ny G6del- 数 集 可 以 定义 如 下 : 
y=FVi(z) <4 [ (Term (a) y=0) AL Tem (zr) YLzE y> 
IV Cz) Ada (ee dence) A(z of x,)=z)]]]- 
因此 对 公理 4 的 Gadel- 数 集 的 定义 公式 就 是 
公理 4(z)*> 了 yzzi[z 二 sed:( 了 5， Ib, q)” y z^ seqz(rb,i) ~ SF Cz, 
ran(y)+z,)~ seq, (Fb) A seg Cy) A— (y=0) A 
dom(y) È AA Wa, Dx, € dom (y) > IV ly of 
x,)] A Form (e) A Fun(x,) AranCy) S dom 
(x,) AWax,L2,€ dom (2,)>Term(x, of x,)] 
A Yale, € Free(z,ran(y))-»— Bound (z, FVt 
(2, of (z of x3)) ,73)]]. 
当 4=x 时 ,可 以 删 去 “dom(y) € 2”. 
我 们 知道 DBH, 有 下 列 形式 
p= CA {XG WX 8 A A Xeg,) ob) 
CT EECA Leryn)» 
其 中 对 EAE, XX = OAM ELEXA. HRS A 
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号 (这 里 把 看 作 是 缩写 符号 ), 增 加 括号 ,有 
p = À (>Y Xp) WX ore Ke 7 WX) 008) 
(SY Xo Ke (CA gegen) | 

因此 
一 公式 形 如 DBH S FEKEAY 的 公式 序列 y 和 长 度 为 7 
的 、 诸 变 元 序列 的 序列 x, 其 中 每 一 序列 z(6) 的 长 度 小 于 4 使 得 对 
Z €, Ran (<(€)) N Ran (z (ED = Os WM E< E, Ran ENN 
Fv =D. | 

p= (ON) 7x) 70 

(SW) 72) Ap) ODD, 
其 中 zi 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 
OSS ^z) yO O 
且 对 &>0, 
ROET (zz 人 Ca) 72) CC) * (7 OD). 

WKAR aS “来 表述 . 

若 4=x, 则 关于 z( 全 的 长 度 的 条 件 可 以 出 去 . 

DBH-. 的 情况 也 类 似 . 先 断 定 诸 公 式 的 非 空 序列 ? 存在 ， 然后 
用 Dom(y) HRY. 口 

6.1. 19 定理 ”Bw 的 等 词 公理 是 可 定义 的 . 

证 明 : 为 了 简单 我 们 在 此 只 举 公理 6 HEARR MTE A: 

COA st) em) 
EE ee eens ee Se 


Hp QE 7 TITAS 0< ary lost sterte Aoste) 
是 两 个 长 度 为 7 的 项 的 序列 ， 

首先 假设 r<, 

公式 pg 有 上 述 形 式 S 存在 两 个 非 空 的 、 项 的 序列 ye EA 
Dom(y})=Dom(z)Ex E 
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p = 
(CCA D7 42> 7 OF CQO 7 Cp IOS ROT 2) TODD, 
其 中 Q 是 Dom(y) 元 谓词 符号 ,xz) 是 长 度 为 Dom(y) FA EE 
对 所 有 x,€ Dom(y)， i 
XX) = yl) S= wi Ce) 70). 
易 见 上 上 述 表 达 式 能 翻译 为 .和 s2 "的 公式 ， 
当 x=* 时 ,关于 zx 的 限制 条 件 可 以 删 去 ， 口 ] 
6. 1. 20 定理 ”对 wy<e, 令 有 是 区 或 DC 对 w<S7y< Ke, > 
N -E ICa DCar I 
存在 公式 lefer Riri Ery) Æ Tefer Or. y) 6 x,y 
ZAA pp ith Godel FARE p NR A PANA pi h 
证 明 :考虑 如 是 DC， 则 
PH OK pH S pHi INV p p Hw 
B= V (0 Xg) GYN XDDD, 
其 中 对 EAL XN Xr =R EKE, 
XNP =D; F NUXE Y; 
且 每 一 +€EXoU YX: 不 站 8 中 自由 出 现 . 
删 去 缩写 符号 且 增 加 括号 ,有 
P= (FON (6A (9) Cp) DDD)» 
y= BON (一 (一 (A (A Xog, (a 
WY (WX ep) DD). 
因此 ， 
LENA ORM S 存在 公式 序列 2 FEKRAY HEAR 
序列 zx, 长 度 为 YY 的 个 体 变 元 序列 的 序列 x1,Xx2; 其 中 每 一 序列 
2, (8) ,2, (OW KE <A E Et Ran lr ED N Rana eD; 
xt ELE, Ranta, (2) NFE) =A; Fv EDN URan(z, } £) 
CRanlr, (ED ;对 每 一 EY Rann END NFvVG@)=O348 
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P= (Oke) COA COA Cg) OD)?» 
其 中 z 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 OH) 2OO) A 
PHO May OA AC TODD)» 
其 中 zk 是 长 度 为 7 的 序列 使 得 | 
zi (0) 一 (( 一 (Y) “2, (0) *2(0) 70) 
Eat >o, 
KOREEN OE 7 (ED 72) 7 OD)“ 
易 见 上 述 表 达 式 能 翻译 为 AS HAR. 
当 一 < 时 ,关于 z( 旨 ,ze) 和 za 人 6 的 长 度 的 条 件 可 删 去 . 
另外 的 情况 的 证 明 也 类 似 ， 请 读者 自行 证 明 ， 口 ] 
注意 ;分 配 律 规则 DR, 或 -DR, 的 前 提 有 可 能 之 x, 所 以 它 的 
.前 提 集 不 必然 是 HCx) 中 的 元 素 ， 所 以 着 不 加 其 cee 则 它们 不 
是 可 定义 的 . 
6. 1. 21 定理 $ Bum(4;0) 是 如 第 2 m § 1 所 定义 的 任意 演 
绎 系统 (但 不 含 分 配 律 规则 )， pi 
存在 -AS "的 公式 PRV (2B z EM (Long) Fi 
PRY(z) 6 x BW EAR Hy Gödel- ¥ 31. 
证 明 ; 据 定理 6.1.7 一 6.1.9, 6.1.18, 6.1.19 Mf 6.1.20, 
存在 公式 4X(z) 使 得 工 满 足 4X(r) Ər ELERAN- 
公理 的 G6del- 序 列 , 且 存 在 公式 Infer Cx,y) 使 得 
(ayy) HX Infer 人 (x,y) 
Sry Apy 的 Gödel- A- Pj 4$ y 2 0 
或 人 中 一 规则 从 多 中 推出 ， 
因此 下 列 公式 有 我 们 所 要 证 的 性 质 ， 
PRV (=)= dy segly) AY2(z€ ran(y)—>Form(z)) Axz€ran(y) A 
Vaz, [>， € dom(y)>[AX Cy of mr)V3zrs(zs Ex, A 
Infer OC y of 2,59 of TN Py, TO VEC) V 
Gl(y,x)1j, 
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其 中 
yyzi) 一 3zari[zEzAzrEzA(yaFzr) 二 Sci( 古 ) (yof x) 
* seq, 2) ~ Cy of x)” seqi(rb) J. 《分 离 规则 ) 
(ya) =32,[ seq lz) À ran(x,)&ran(y | x) A (x of x)= seg: 
dhc) CO a) 7 seq, (7b) ). ( 合 取 规则 ) 
Cy a) = Jra lr È x, A seglar) A domir) EAA Yz, Cr, È ran 
Cr) IV (r, DA Cy of x)= seq, bsq) rs Cy 
| of x,)* seq, (rb) ]. (概括 规则 ) 

当 A=« t} “domla Caray Lise. O 


$ J: 

6.1.22 用 本 节 采 用 的 方法 写 出 经 ww 的 原子 公式 类 和 公式 
类 的 形式 定义 ， 

6.1.23 如 6.1.20 证 明 那 样 验证 2.1.18 的 IC 和 DCy， 


2 演绎 系统 的 不 完全 性 


1960 年 在 Stanford 大 学 召开 的 逻辑 .方法 论 和 科学 哲学 国际 
会 议 上 ,D.Scett 公布 了 下 列 证 明 概 要 : 
用 单个 二 元 谓词 符号 和 等 词 符号 构成 的 语言 Sr HWE 
义 一 完全 的 演绎 系统 . 
1964 年 ,Karp 在 其 [1964] 中 更 加 详细 地 讨论 了 这 个 问题 ， 下 


面 的 工作 就 是 Karp 做 出 的 . 
在 本 节 固 定 « 是 元 穷 正 则 基数 ,语言 多 "一 绎 .的 非 责 辑 符号 
是 -- 二 元 谓词 符号 妃 ,语言 SRA 


(ÈU GAH ce ,5 是 个 体 常 元 }U1S9) ， 
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HPE Scr TORRES. 为 了 方便 , 设 玫 "和 绎 “都 有 个 体 变 元 
W Var= [ap Er). CM SMASH Gòdel-K g 定义 如 下 ， 


g(=)=0, ge )=3, 
g(Sq)=6, gl ()=9, 
gC) )=12, gC—7)=15, 
g(~)=18, gC Ad=21,; 
gN )=24, 


g@)=0-+34+1. 每 一 Ke， 
g(ag)=F +342, 对 每 一 2, € Var. 

Of] SPOT LA FAB Ye RE. 对 2", 我 们 预期 的 集 
合 论 模 型 是 岛 .= (He), E LRINGA SERME 
M, = (He) ,Sg,0, Oe EC) HP Sg <n THF HM. 

SEM Sq (Cte 8<8)) = C2 8 OE 
赋值 f 满足 xy Sq(ae:F <6) 
S fr) = (flap f<6). 

经 "的 有 穷 公 式 完全 可 作为 SOM STIR. 上 节 的 元 语 
HAL “的 个 体 符 号 可 用 下 列 映 射 e 翻译 为 L “的 个 体 符号 : 

elr, =z,» 对 n<w, et) 一 8， Keck, 


e(b)=9, e(rh) =12, 
e(n)=51, e(z)=81, 
ecc)=21, © e=, 
e (eq) =0. 


因此 ; 若 ch eS “的 任意 个 体 符号 ,和 FEHCe) “BERR 
A WER SD BH f(z) 就 是 MS. oH f(z), 也 是 
M, PH feta). AA "的 原子 公式 8 可 分 别 番 译 为 有 穷 公式 
ELMED BP Ep) dE p FETS gg PI ARE Ep) E P 
EML OEE ; 
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Ee 


el(r)=t{y) 


rn een 
3yL ord(y) A Ely? 


FU Cr, y) —[e irel) Atly) ey) } 
BPR(x) Q(2)=O0Ve Cr) +3 #0 [=] 


~7[e (ade (x) Ae(y)=e (y)] 


用 6.1.2 就 可 以 消除 ord,* ,十 # FEH(e) “是 任意 赋值 ,Pp 是 
ML 的 任意 原子 公式 , 则 

MSH. D FASS MF EpL], 

Me pF A SO M, EEL]. 


用 下 列 递归 定义 把 Eo Ee 扩张 到 对 AS" 的 所 有 公式 适用 ， 
对 1 二 0,x， 


E Q= Elp, 
Elp, A Ap) =E lp) A= A Elp), 
ECY XD =V XE). 
这 样 的 递归 定义 确保 函数 EE 存在 且 唯 一 
CER: Fv =F EA =Fv( Ee). ) 
施 归纳 于 公式 的 复杂 度 易 证 ,对 -As2 “的 任意 公式 9， 
ML", g) F AF] eS MFEMOLSS, 
MS EAI MF EDLA. 
我 们 称 存 在 近 " 的 … 可 定义 的 完全 演绎 系统 o 存在 .AS 
的 公开 PRV (XY) 使 得 对 所 有 SE HC). 
SAMS go PRA PRV Cr) 


ESR 


是 L — Bom AK 84 Godel- > j 


然而 , 若 存 在 这 样 的 公式 PRV Co), ill Eo PRV (oc) SY 
BA AGE DM. 中 恰好 被 "的 诸 有 效 公式 的 诸 G6del- 序 列 所 满足 . 
因此 车 存在 Z "的 一 可 定义 的 完全 演绎 系统 , 则 A "的 有 效 公 式 
RAEN, 中 用 乡 “ 的 一 公式 来 定义 . 下面 我 们 要 证 明 , 对 无 穷 
非 极限 基数 ,这 是 不 可 能 的 ,从 而 证 明 这 类 系统 是 不 完全 的 . 
固定 名 一 {9: px S*HAAR MEG) QUA Tarski 的 真 
值 不 可 定义 性 论证 (和 参见 Tarski-Mostowski-Robinson 的 [1953]) 
KIEA PERM, 不 能 用 LZ “的 一 公式 来 定义 . 
令 m 是 HClx) 上 的 函数 使 得 ,车 S 是 诸 序数 的 非 空 序列 , 则 
m(S) 是 项 (Sq(5(6)16<6)) 的 Gödel- F); FW mO =Ø. 
注意 ;这 个 Gadel- 序 列 是 
《9,6,9,(S(0)。3) 十 1 (SCG)。3) 十 1，，12,12)》， 
用 6.1.2 消 去 被 定义 的 符 导 ,我 们 可 以 看 到 ,相对 M. HES, 
的 一 有 穷 公式 就 可 以 定义 m. | 
M (2.2) = (plz) —z==0) A [gr) Seq(z) Adom(z)==3 +dom 
(xz)T2A (2 of 099 A (Cz of 16 A (z0f2)=9 A (eof 
( 8 Fdom(xr)))=12 A (z of @4dom(2)F1))=12A 
Va [r € dom (a) (z of 84+2,)= (2 of z) + 3+1]], 


其 中 . 
eax) =Seq(x) A— (x20) A Va, Lx, Edom(zr) ord (x of x,)]. 
令 SF ié 6.1.16 REM BR. WE A NAg) oT 
ML "的 一 公式 来 定义 ， 运 用 算 子 E 于 这 个 定义 公式 ,我 们 得 到 
红 “ 的 -- 有 穷 公式 ,其 自由 变 元 为 myzmyzayziy 它 在 嘱 。 中 恰好 为 
4 元 组 696,S1,S,S,) 所 满足 ,其 中 5 二 SFC5o,S,,S2). 称 这 个 公式 
为 Subs (25 +.) Tor). A Sy 是 一 公式 的 G6dej- 序 列 ,S 是 诸 个 体 
变 元 的 Gedel- 数 集 ,S: 是 从 Si 到 经 “的 诸 项 的 Gadel- 序 列 的 范 
数 , 则 
《Su ,SS 35) 满足 Subs(zroyziyxzayz)》 © Ss=ge SF}, 
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He p=g oS, X= frg) ES), fHg '>S,*(gh X). 
6.2.1 定理 Li OX Dt. KA LZ WARRE. 
证 明 : 令 
Nlz,y) =3z[M(zr, 2) ASubs(z, set; (2) seti (Pr(2,2)), y)]. 
Nia RRAS SAR. BS. EXER g BW Godel- FF. 
则 MENGE (SoS 1 Simge SFPD, 
HP f(r) =Sql gE Eca). 
BEA AR MELE SAK Oy) AAR Dt. EMD. 令 
p= YyCQVCzyy) 一 一 DCy))， 9 一 SFF (9)， 
其 中 f(r) =Sqt gE) EKO). FUE SL POE: 
| Nk e gph DBR og. (6. 2) 


证 明 : 
ME ge 
© Dt, SEY Vy N(x, yy) Fy) 
> MLE YyCNC zr) yy) 
a MLE Vy(NGSq( gE): E06),y) > A(y)) 
e MLE VN Crewe) giei). F<] 


因为 Sg 是 恒 等 画 数 
MF VyNC (a) 0G) Leg] | 
= g pH Dt. HR p- 
所 以 (6.2) 成 立 ， 下 证 : 
MF g SPF PES. (6. 3) 
HEAR RA 


ME g = MEF Wz, Ny Ay) erg) 
所 以 对 任意 S EHC), 
《gr SDAA NG, yp :> S TRR GON 
因为 gf 是 9 的 Godel- 序 列 , 所 以 Si 一 6 SES CD), 其 中 i P= 
Sq BUG: EO) 所 以 go SE CO) ASTRA OCy) JASE SE, Cp) 
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Eo. KZ, 
SF (Mp & 
> g° SFP OTE M, KRE Oy) 
=> M, E yee SF? (@)] 
=> MEN Gy A Ky gegs ge SFF (CP))] 
=> M, EIN Cp A Cy)) Le e] 
= DLE SVyN (ry) > 8, Ogg] 
=> ME oy. 
所 以 (6. 3) 成 立 ， 下 证 
pk M, RBA P&S SF (DME. (6. 4) 
证 明 : 
MF Vy NG y+ 06y)) Lg pl 
SM,.F IyNr,y) A My) Lg" gp] 
> MEFS, CHC) DE NWA OO) erg ,51)] 
S SF (De®. 
最 后 一 等 价 式 成 立 是 因为 (8*?P SEM, PENG, y) HTA S 
一 E。 SFF (p) ,其 中 f(z) 二 Sq( GCE) E<8) ,因此 (6.4) 成 立 . 
据 (6. 2) 一 (6. 4) RNA 
PAM, PRIS TAM, PAZ. 
FA ,所 以 St MRE EN SHAA O 
仍 令 名 是 在 TD, 中 成 立 的 名 和- 公式 和 集 , 此 处 还 令 工 是 在 驴 . 
中 成 立 的 至 "公式 集 . 我 们 首先 证 明 ， 
车 卫 相 双 只 .可 用 一 经 “公式 来 定义 ， 则 钙 也 是 可 定义 的 、 
这 个 证 明 依赖 下 列 事实 ， 
片 数 8 过 k fee LM Sq MAM ZAARREN 
天 此 多 "中 其 它 符 号 9 和 439 实际 上 是 多 余 的 ,引入 它们 只 是 因为 
不 用 党 项 (constant term) 表 示 Gedel- 序 列 就 难于 写 出 一 Tarski- 
a. FS 
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FEQ(z) 一 Yzi[ 一 (ziEz)]， 
EQ; Cr) =] {xy C0} LYxzs $e Cte) E x0)) 
Ny A Va CZs = Tp > Vv. (ay), 
zp], 对 O<O<x . 
易 见 
5 在 S. 中 满足 EQ; Cza) & S=. 
FE ADU A ecr A 
SEQ, (ze: E60) =V Tapi Lr é zL VL Vien 2%en gl Vang (Xars é 


xsi BQ: C2344 )) A Vrar ra E Tna 
EQ: (2944) V Zora = e) PV Tapa (Tr È 
Lapi Legy = Tay V Erza) III , 
因此 
SEKSA G. PRE SEQ Cr kx) 
E a <S, Sa 中 诸 元 素 是 有 序 对 (98)》 
S Se= (Se:é<0). 
EDCA SATE MV 2,2, = 6 EQ C r 或 形 如 
Vire EK [zy Sql ae ELAS EQ a FSO] 6.59) 
WARR SAIC OL < SoH EMA, BR TEM, 
中 成 立 . 
6225/8 SHEA CER PRY S ES RRA 
本 系统 BA CUS eo HP AS EME. 

证 明 : 因 为 SA a, A. A TE a t 
FES Sq Pa AL AY » pA SEF EAS BD RE eg 
项 集 到 SOW AAR FA BR F 使 得 
Fae) (a4) = Tr =T Fk, 

FO) (To) = EQ (xo), <e, 
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FOS g(t €<8)) Gy) = o 
Yir ECD A Fe) Ea) TSEQ ro 了 
其 中 人 :2<<0) 是 任意 人 元 组 ,<w 《Xx。e:& 达 8) 是 个 体 变 元 序列 使 
得 该 序列 的 最 小 指标 不 在 任何 关中 且 与 z。 不 同 . 令 
Term 一 {tst 是 L "- A Ba; + Va,LFO) (2,)-2,=1)}- 
下 证 多 "的 所 有 项 都 在 Tem 中 . He DP AC. MM 
F(t) (aq) = =t) ,所 以 这 样 的 变 元 显然 在 Term H. 若 1= 6, M 
Ft) (a) (a, =o EZ PRIER 2, [2,28 EQ, (2) KRG 
fil. 因为 
Bat VXP—>OCf X), (6: 6) 
其 中 fC Term(*)* GER: F BRA A + 前 面 省 略 B.D, UE 
概括 规则 ,这样 的 项 在 Term 中 . 假设 t= Sgt <0) ,其 中 每 一 去 
ETerm。 因 为 这 个 公式 是 王 中 量化 式 (6. 5) 的 代 换 特例 ,所 以 
E 上 yt SEQ, (to ,te To), (6. 7) 
TE Falte: E<) (x, BRAS 
} F(t) DLA FGO GOSE to 9 stesso), 6.8) 
据 归 纳 假设 ， 
EHEDG) t=, 对 所 有 ES. (6.9) 
因此 据 等 词 公理 ,有 3H AFG G). W6. DRAG. 8) 且 用 分 离 
规则 ,有 


Et Ft) (ay) tot. (6. 10) 
反之 , 据 等 词 公理 ， 
F toit A x, pete tod (a, E<], (6. 11) 
据 归 纳 假 设 和 (6. 6), 
E+ A F(t) Cr, oA x, ete (6. 12) 
faa Ecs _ 


从 (6.5) 的 另 一 代 换 特例 ,有 
at p= SY Ley oe kogs “+> SEQ, (2, 93 Po Tagt ,To), 
(6.13) 
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用 (6.12) 和 (人 《6.13) 代 换 (6. 11), 旦 对 {zroe:6< 人)} 施 概括 规则 ,有 
EF rot FC) ro). (6.14) 
据 (6. 10) 和 (6.14) ,我 们 有 tE Term. 

假设 SHAK ote Dt. 中 成 立 . Hx 的 正则 性 ， & pe S< 9) 
是 对 g 的 所 有 由 符号 5( 其 中 6 之 x) 和 Sq 构成 的 原子 公式 的 排列 ， 
其 中 7 过 x， 则 每 一 和 形 如 to 二 或 El. 在 第 一 种 情况 下 , 令 

=Iror FD) ro) NFO) Cz) AnS]; 
在 第 二 种 情况 下 , 令 
Oe =I zyx, (F(t) (ry) AFC) CT) Axo Ex]. 
易 证 对 ;一 0,1, 有 
Zt V2 LF) (aoa Ht] > AHA CK IE H Geog. 
(6.15) 

据 (6.15) 和 置换 原则 ,有 三 -p>p ， 其 中 9 ENN B 
换 8 中 必得 到 的 公式 ， 因 为 P 不 包含 常 元 5 和 函数 符号 35, 所 以 
go 是 经" 的 公式 .又 因为 从 三 可 证 的 公式 在 M, 中 成 立 , 所 以 
pop 在 对. 中 成 立 , 所 以 9 EM, 中 成 立 - 但 对 L HAR AA 
同 说 该 公式 在 ©. 中 成 立 , 所 以 8 ErnAErUI p. 反之 ,因为 
rE% 中 成 立 ,所 以 荆 也 在 Dl. 中 成 立 ， 此 外 ,三 在 DR. 中 成 立 ， 
所 以 ?也 在 M, 中 成 立 ， 口 

6 2.3 引 理 常 元 6( 其 中 6<x) 和 当 数 Sg 的 定义 集 互相 对 

M. 可 以 于 区 “的 一 公式 来 定义 . 

证 明 : 事 实 上 我 们 可 以 证 明太 能 用 红 "的 -- 有 穷 公 式 来 定义 ， 
因为 EQ;(z;) 的 约束 变 元 是 (xe: 过 8})U lre) FU eed H a 
AS+1 时 ,EQ;(z;) 是 用 zx。 R EQ rD H zs 的 所 有 出 现 得 到 的 
结果 . 因为 没有 约束 变 元 需要 改变 ,所 以 消去 被 定义 量词 和 命题 联 
结 词 且 增加 省 略 的 括号 ,有 
EQ, (r, ) = (Yz, (一 (miEx)))， a1. 


+ 254+ 


EQ, Cr.) = 
CV {re (OA len Ca. EtG HED» 
其 中 对 640,e>6 且 a 关 6 十 1, 且 © 
p= VY Ts CA Cra Èr Dp MK rarer ))) ， 
对 OLES, 
p= Waa A Cry, C2 Ih GF re Ex)))), 
| Xİ =ð; 
其 中 对 EKS, 
ti = Ao Gansta) 
E 5 是 序数 , 令 POE <5) Gadel- 序 列 , 否 则 令 pS) = 
Q. 所 以 p(SI= (C+ 3426S RO; 显然 它 是 一 可 定义 丽 数 . > 
Ptlx,y) 是 它 的 定义 公式 . 关 SoS 是 序数 且 0< St< So 二 1, 则 令 
gS SD F234 8=S, 时 的 hs, 的 G6del- 序 列 , 否 则 , 令 gSa S= 
并 这 个 函数 可 用 下 列 公式 定义 : 
Q(x. yz) = (8220) A (0 V2,[ Segir) Adom(x,)=yA V2, 
Cr, € y> (rof x,)=Seqs (9515, 9.(2+1) +3 42.0, 
© 3 42,12,.12) }+2+Seq,(9,15,9,21)* (zi 
SED 
其 中 6= Cord (az) Nord(y) ADE yAyEat D. 被 定义 符号 可 以 
通过 6. 1. 2 来 消除 . 若 So,Si,S: 是 序数 且 V<S,< So +180 S2+ 
1,S2ASoA1 + & qi (SoS SEH F=S, H a=S, Ef gy 的 Gadel- 
序列 ; 否则 令 qi lso Si SD = 这 样 9， 可 以 定义 如 下 : 
Q (xo yiz z) = (0a 0) Ar Yr[Q( ry rT ) [LyE ro 
TSeqrw(9,24; (T+ 1)* 3 F2,9,21:9,9, (rF 
D + 3 十 2,3,y* 3 42,12,18)“ z, ~ Seq,(12,9) 
Ft,” Seg (18,9 (e FD 3 +2,3,y° 3 12,12, 
12,12,12] A Gama, +0) ]]}, 


其 中 
6=[ord(z)Aord(y)Aord(z)AOEyAyExzTIAzEz 二 ITA 
一 (z 二 xX 十 1)]， l 


z+ 3 42,12,18) 2, ~ Seg:(12,:9) 7 £,” Seqy 18:9, (2+ 
1D 342,3,2°3 +2,12,12,12,12). 
最 后 , 若 SoS, 是 序数 且 Syo<S.+1,5,47So+1, MA rie S) 

是 EQs,Czs) 的 Godel- FFI , BMWS r6So SD = CFA r BY EX 

ARE: 

R(z,2,2,) = (762, =6) A (6>[ (r= 0 A x, -Seq (952455595 
15,9,5,3,z。3 + 2512,12512)) V [> t50 A" 
Varr, [CP lr, zs) A Seq(2,) Adom(z)= (z+ DA 
(x, of DEDA Yy OE yA yÉ lF DQ lr, yz, 
(x,0f y))) Tax, = Seq, (941559524) ^ z; Sege (9. 


+ 2,3,2,12,12,12) * (* 25) * Seg, (12,12, 12, 
12)JJ]]. 
其 中 
@=[ord(z) Nord(z) NxEzF1A(z=rFt1 )]. 
这 样 ,我 们 就 可 以 用 多 "的 一 有 穷 公式 来 定义 EQ). M Away 
以 用 L'n STARE EY HB SEQ, E< fH G6del- 序 列 映 
射 到 诸 序数 $ 上 的 函数 ， 前 面 我 们 把 函数 ”定义 为 二 元 函数 就 是 
为 了 在 定义 SFEGQsCzreres6) 时 容易 把 EQ: (23, FAA r 的 定义 . 由 
于 我 们 有 用 诸 序数 8 定义 EQ Df SEQ (zs: E09) 的 公式 ,所 以 
不 难 用 多 "的 一 公式 写 出 定义 王 的 公式 ， 口 ] 
6.2.4 引 理 £9. PRIH 到 "公式 集 卫 相对 M, ARE 
乡 “的 一 公式 来 定义 . 
证 明 : 车 六 是 可 定义 的 , 则 据 6.2.3,TUE 也 是 可 定义 的 ,出 
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此 在 系统 Ba CUS PRE SAR te eT eA. 为 了 看 
清 这 一 点 ,我 们 给 元 语言 AL "增加 一 新 一 元 谓词 符 导 C,C 在 
ML *,g) 中 解释 为 UZ 中 公式 的 G6del- 序 列 的 集合 G， A 
B(y of z) VG(y of zi) 置 换 定理 6. 1.21 中 的 定义 公式 PRV (x) 
中 的 AX Cy of ri) HP BC) BAT MS gg) 定 义 系 统 Be 的 公 
理 的 公式 .在 这 个 扩张 模型 中 ,PRV(z) 恰 好 被 在 Bel UD PE 
证 的 公式 的 诸 GadelL- 序 列 所 满足 、 我 们 扩张 前 面 表 中 引入 的 映射 
E, 使 得 EGOV =¢C (y)) 其 中 假设 G 的 定义 公式 VCz) 存 在 ， 
则 公式 E.CPRV Cr) ) FE Dt, 中 恰好 被 在 BCTUE3) 中 可 证 的 诸 公 
式 的 诸 G6del- 序 列 所 满足 .但 据 6. 2. 2, 这 个 公式 集 就 是 在 MN, 中 
成 立 的 经 -公式 集 鱼 ,而 据 6. 2.1.0 相对 MN. 不 能 用 一 AR 
来 定义 ,所 以 产生 了 矛盾 ,因此 不 可 能 存在 这 样 的 公式 %(z), 从 而 证 
明 TUES 是 不 可 定义 的 , 据 6.2.3, 卫 也 是 不 可 定义 的 . CO 

6. 2.5 引 理 BHA 到" 的 单个 句子 在 同 构 意 义 上 刻画 名。 
( 即 对 ah SM MSG SMFp AP ERM HER 
身子 ), 则 不 存在 用 经 "表述 的 .可 定义 的 完全 演绎 系统 ， 

证 明 ; 设 笃 * 句 子 少 刻画 了 急 。 AREA 多 "表述 的 可 定义 的 
完全 演绎 系统 ， 令 PRV(z) 是 AS “公式 使 得 对 所 有 SEH), 

SEM PRE PRV (2) 

S S E L'ARA R N G6del- 序 列 ， 
MARM Lg) PRVO ELT 多 "的 有 效 公式 集 ， RNS 
Val(x) =Ey(PRV(z)). W Val (ES "HAS, EEM, 中 恰好 
被 经 "的 诸 有 效 公式 的 诸 Gedel- 序 列 所 满足 ,所 以 它 是 相对 M, E 
义 纪 "的 有 效 公 式 集 的 定义 公式 . Pie: 

L°RHAK PAD. PRES Fop. (6. 16) 

WER: “>” Rte VEY AA CAB T DAMEG. 
ACA pÉ D., PRI, ADM Eo. | 
“<=”, 设 Fy 一 pg AA YAAT D FEA gy eS. 中 成 立 , 因 
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此 9 在 龟 。 中 成 立 , 所 以 (6.16) 成 立 . 

据 (6.16) ,我 们 可 以 用 上 多 一 ?来 定义 9 在 总 。 中 成 并 ;从 而 用 
Fy>p 相 对 M, 来 定义 在 ©. 中 成 立 的 56 "公式 集 卫 如 下 ， 
Gx)=Yy[y=Sg( 9,.8 G00)) mgCUCS) 18) xr” Sg(12) 

—Val(x) | 
显然 ,96z) 表 示 : 若 
SEH) g 4 Gödel-# 3} > S X x 44 Gadel- 序 列 ， 
则 Eye. 
据 6, 1. 2C25), 消 去 毗连 号 *““”, 我 们 得 到 一 定义 荆 的 Z-A 
式 , 但 因为 我 们 从 6.2.4 已 经 看 到 本 不 是 如 此 可 定义 的 ,所 以 或 
者 不 存在 这 样 的 公式 或 者 不 存在 这 样 的 公式 PRVO). O 
现在 我 们 有 了 本 节 的 主要 结论 : 

若是 非 极 限 基 数 ,因为 我 们 已 经 构造 了 一 由 0 二 久 上 

BS, 的 名 子 ( 和 参见 例 1.2.10?, 所 以 在 这 种 情况 下 ,不 存在 一 
"表述 的 ,相对 哇 , 可 定义 的 完全 演绎 系统 . 

6. 2.6 定理 (Scott,[1960]》 对 无 穷 非 极限 正则 基数 x ,不 存 
在 用 绎 "表述 的 .可 定义 的 完全 演绎 系统 ， 更 一 般 地 ,不 在 在 用 
纪 " 表 述 的 、 完 全 演绎 系统 相对 MN. TU SHAR KE M. 

证 明 : 据 1.2.10, 当 是 非 极 限 基数 时 ,我 们 已 经 构造 了 一 在 
同 构 意 义 上 刻 面 ©. 的 句子 ,因此 据 6. 2. 5, 不 存在 用 SORA. 
可 定义 的 完全 演绎 系统 . O 

6. 2.7 推 党” 对 正则 的 无 穷 基 数 x, 相 对 DL PFE 经 "的 、 
可 定义 的 句子 集 三 和 多?" 表 述 的 .可 定义 的 演绎 系统 B* 使 得 对 
?的 所 有 公式 P, 

B;ctgee pE% PRZ UO 
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第 7 章 ”内 插 定理 


从 现在 起 我 们 进 到 对 无 穷 逐 辑 模 型 论 的 研究 . 

从 本 章 起 ， 我 们 主要 关注 语言 La RP cea Say 可 容 
片段 的 模型 论 结果 ,而 不 专门 考察 sw 的 情况 . 因为 对 于 模型 论 ， 
关于 允 w 的 绝 大 部 分 结果 可 以 直接 概括 到 后 者 ,其 它 的 语言 经 过 
限制 或 附加 条 件 也 能 处 理 后 者 ,所 以 只 考察 La Salty AT BE 
段 不 仅 不 会 使 我 们 得 到 的 模型 论 结 果 比 乡 ww 的 模型 论 结果 贫乏 
多少 ,而 且 大 大 地 简化 了 我 们 表述 和 讨论 问题 的 过 程 . 

本 章 前 三 节 讨 论 如 何 用 模型 存在 定理 得 到 无 穷 逻辑 的 内 插 定 
理 (interpolation theorem) ,以 及 有 关内 插 定 理 的 推论 各 反例 ,最 后 
一 节 讨 论 内 播 定 理 的 若干 重要 的 模型 论 运用 . 

下 面 在 讨论 内 插 定理 时 ,我 们 还 是 分 几 种 重要 的 语言 Laos 
Lo ( 其 中 之 on1) ,5 的 可 容 片 段 分 别 讨论 , 尤 其 对 Craig- 内 播 定 
B. 这 样 做 固然 有 一 些 重复 ,但 有 必要 ,因为 这 些 结果 在 表述 和 证 
明 方法 上 都 有 所 不 同 ,不 宜 一 并 处 理 ,而 且 也 能 使 读者 有 一 个 由 浅 
入 深 , 由 简 到 繁 的 过 程 . 


3 1 Craig- fixe BB 


LOS SLBA Z D2, Soo HAR, 
我 们 用 Smo (ORRE 8 中 出 现 的 经 wy LO AS. 
下 面 我 们 相对 几 种 重要 的 语言 ,分 别 考察 Craig- 内 插 定 埋 . 
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—. 4, .的 情况 


7. 1. 1 Craig- i 32 (Lopez-Escobar [1965]) 邻 p,y 是 

SATA EE pe, WEE 红 .。 的 句子 9 使 得 
上 9 一 92， 上 0 六， Sm(MCSm(—)NSmy). 

证 明 : 令 X, = {p E Sent (L.a): Smolp ESM (9) 且 在 9 
中 只 有 有 穷 多 个 CEC) ,其 中 经 = 经 UC, 且 C 是 可 数 新 个 体 变 
元 集 . SX, 也 类 似 定义 . SSZ 。s 的 所 有 有 穷 句 子 集 * 的 集合 
使 得 :一 % Us: 且 满 足下 列 条 件 : 
(1) s EX; 15,0 Xy, 
(2) EX, XE AsO, AE As, > => hhb 有 模型 ， 

下 面 我 们 来 证 明 S 是 (w ,wo)- 一 致 性 质 , 即 验证 S 满足 定义 4. 
1.2 的 (CD 一 《C7)， 令 任意 ;= 二 s Us, ES. 

(C1); 设 {go, 一 o} Es. # 0€ 51, 70 E 5, Ml oE X, ,ro€Xy. A 
HAH EX, 0€ Xp FY oo, 一 oE€ X, NX, E. 

F As—o, E Asea, 

据 上 述 (2),e A 一 o BRM, HIB. 车 一 0E€5.,0E s WAGE. 

若 c, 一 zcErm, 则 上 As 一 zzA 一 0 所 以 对 任意 CEC, 

E Asm—(c=c), 上 A scc. 

因为 c 是 红 ,。 的 句子 且 “ 三 ”是 逻辑 符号 ,所 以 “在 c= 中 出 现 
的 Z 的 每 一 关 杂 、 函 数 和 常 元 符号 都 在 pg 中 ”这 人 句 话 空洞 地 满足 ， 
所 以 cec, = c=OECX,. AB cH SHOX, MU), 
一 (c 三 c) Acc 有 模型 ,又 了 矛盾. 

G 0,79 C sy, th fa} FF BY LE. 

(C2) ;很 设 一 cE€s. 首先 设 ~zo€s1. RIJE Es =sU le sh € 
S. iE st=s,U {oo 一 } sls, As =si UES. 因为 sX, He 
Es, Awe X, Alb ase X, FR s,U fo a} Hi, st 


* 260 + 


X, Ait sU {a 一 } 不 满足 条 件 (2), 即 存在 OE XX, 使 得 
上 Asib, F A ssb- 7. 1) 
GAO LAR. (7. 2) 
据 (7.1), 有 上 As Aa 一 一 中 ,上 Asb 因为 上 Asmo, H F 
一 5 一 0 一 ,所 以 上 As 一 5 一 ,因此 上 + 人 5 一 AsyAo 一 . 这 样 我 们 
有 上 Aseh, F 八 5 了 0,.， 因 为 ;二 5s UssES, 所 以 据 条 件 (2)， 
- ,入 有 模型 ,与 (7. DFE. 若 一 o€ s 也 类 似 可 证 . 
CI RAEES 先 设 人 3Em 则 AZEZ ,因此 3CX。. 我 
们 来 证 ,对 所 有 cE 三 =s UES RE si Ss U lars =s 假设 
MET GE 了 :9 人 S、 因 为 ECX, HU s!=s, U(o} CX, l= 
Xs; 因 此 5 不 满足 条 件 (2), 即 存在 9.,9,E Xo 站 Xs 使 得 
F Asb, F Asb. (7.3) 
| AG, 没有 模型 ， (7. 4) 
。 据 (7.3), 有 FF As Aob, F As. 据 前 者 和 
EAs, AAZ+As, Ao, 
有 上 As, 8,, Be s=s, Uss€E8, 所 以 据 条 件 (2),9, AG 有 模型 ， 
与 (7. OF. WA EEs, 也 类 似 可 证 . 
CN: RV EEs KIEV SEs,, MV TEX, ,因此 3CX. F 
”证 :对 某 个 ES,s =i USES, KH sl=s, U lasis 假设 对 所 
”有 cE3,5 一 sU lEs AA IEX, ,所 以 si 一 siU {oe} CX, 3 一 
sZ Xp AE s! 不 满足 条 件 (2), 即 存在 bosb EX AN X, 使 得 
F As F A sby (7.5) 
Bs。 人 Gos 没有 模型 . (7. 6) 
#2(7.5), Æ E As, Ao bes F A so>, E RB RR Gr ae ek A 
E Ash {o-ooEE}, FAS A (er cE ES. 
据 前 者 ,2. 2.7 各 4.4.101),4 
H Ast V {o:0€ E} + V (6,,:0€ 5}). 
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因为 VY Ses, ,所 以 F AsV {eE}. 

A p= NV (boE3 h= A aE ZS}, WERA, GEXA 
X, AA s=s UsES, 所 以 据 条 件 (2) ,2 AG 有 模型 ， 另 一 方面 ， 
RO. 6) 和 合 取 规 则 的 有 效 性 ,有 

F A {— (0 A lE 2} 
=> 上 A (6.77 8,:0€ E} 
=> E V {0.106 E> V {6,.:0€ 5) 
=> §—(6,A8,). 
因此 AAG RARE. PR. VEE 的 情况 也 类 似 可 证 . 

(C5) :假设 Yzol(x) Es 首先 设 YzaCz)Esm ,我 们 来 证 ,对 所 有 
cEC,s =i USES EP sims U (olr/c)} sms 假设 对 某 个 cE 
Cos=sUle(a/Op&S. AY o(c/OMFEBPRBRS FEKV a0) 
多 一 个 cEC, 所 以 Sm, Co6r/c)) =Smy (Vae(r)), Fuh six, ， 
SOX, Mi s 不 满足 条 件 (2), 即 存在 6,,6.E XX, 使 得 

F As, Asla/e)6,, F As. (7.7) 

AAG ARE. (7.8) 
因为 上 Waco (a —molr/o), UGE C7. 7), AE As, AVzo(r) 8, 
因此 上 人 sy， 因 为 xSES, 所 以 根据 条 件 (2) ,人 8, 有 模型 ,与 
(7.8) 牙 盾 . Yzo(z) Es, 的 情况 也 类 似 可 证 . 

(C6) :假设 3zc(z)Es 首先 设 3xolz)€s5, 我 们 来 证 ,对 某 个 
cEC =d USES, HP sims U {oCr/e)) ,一 sz. 假设 对 所 有 cE 
Css=sU{olr/} ES. WERE si CX, s EX Us| 不 满足 
条 件 (2) ,因此 对 所 有 cEC, 存 在 beshe E XN Xo 使 得 

F Asi>0,. 上 人 中 -go (7.9) 
A. NO, KARR. (7.10) 
RH s OX, ,所 以 $5 的 每 一 句子 只 含有 穷 多 个 cEC., MOLEX, 
HE EME s 是 有 穷 句 子 集 , 所 以 Up 中 只 有 有 穷 光 个 cE 
C, 因 此 据 (7.9), 我 们 可 以 取 到 一 个 不 在 5 和 2. 中 出 现 的 个 体 常 
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元 dEC 使 得 FF As, Aca(z/d) 一 9、 令 y 是 不 在 9 和 6. 中 出 现 的 
个 体 变 元 , 则 据 前 件 存在 规则 的 有 效 性 ,我 们 有 
FEF3y( AsAcCy)) 0.. 
因此 我 们 易 得 上 八 5 人 3yoly) 一 01.- 据 约 束 变 元 变换 律 2. 2. 14 和 
3zalz)€s5; 有 F Asebo A SES, PRU REC) ONO 
模型 ,与 (7. 10) 矛 盾 - Irole) E s 的 情况 也 类 似 可 证 . 
(C7): 2 BRAM, cd EC. 

(1) 假设 cHde€s. BH cHdeEs, RUIPKVE.s' = Use 
- § FP si=s,U (d=c))}.s;=s, RRS ES. AA s EX, sX 
所 以 si 不 满足 条 件 (2) ,因此 存在 6,0, E XX, 使 得 

E As Ad=c>6,, 上 Ms—0,. (7.11) 
GAGRA RY. i (7.12) 
LIDA 上 d=corc=d, RIJE E A s>, FAs, +8. 因为 s 
ES, 所 以 据 条 件 (2) ,8, A 9, 有 模型 ,与 (7. 12? 了 矛盾 . 
c=d E s, 的 情况 也 类 似 可 证 ， 

(2) 假设 c=2,00D Es. BH c=Ht, oH Es 我们 来 证 ,3! 
= Us, ES, HP ss=s,Ule@/e)}, shan. RRS ES. AAS 
X; 255X AFE Oh EX NX, 使 得 

EAs, AcQt/)+A, F AsO. 91 人 0 没有 模型 . 

据 公 理 7 的 有 效 性 ,有 + 人 sw 一 ,上 Aseh. AA seS AUE 
条 件 (2) 0, A OAR AIG. FH c 寺 1,o(2)E 52, 也 类 似 可 证 . 

BRD En, cE RUPE, S= UES, 其 中 了 一 
sU {o/s =s BR s AS. 因为 six, SOX, 所 以 据 条 件 
FE A, 0, EX, X,y 使 得 

EAs Aote/c)>0, FAs, 9 人 0 没有 模型 . 
据 公理 7 的 有 效 性 ,有 上 As, Ao) Ac=t>8 ,所 以 
E As (c=t—0,). 

因为 c=t€ ss, 所 以 上 A soc==tA9， 因 为 c==t>0.,c 二 10,.EX， 
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N Xp RARE RAE C2) (c==t 一 ) A cSt Ab) AR, A 0 A 
有 模型 ,矛盾 . cS 5, 02) Es 的 情况 也 类 做 可 证 . 

(3) 不 妨 假设 &...=Sm(¢y) UStnyg) ,因为 我 们 完全 可 以 
考虑 语言 (Sm(92) USm《y))。。 显然 ,对 该 语言 ,上 述 已 证 的 结果 
都 成 立 , 因 此 根据 以 下 的 结果 ,我 们 仍 能 证 明 本 定理 成 立 ， 因 为; 
是 基本 项 ,所 以 所 有 形 如 c= 的 公式 属于 X 或 Xs 令 eEC 不 在 
sH PHA. CRR e= 属于 RX, 不妨 假设 e= € 
Xeon Uss, ER ms U {e 寺 1) sms AW six, 15;S 
Xp FFE 0 0€ X NX, 使 得 

EAs, Ae=t>@,, E Aseh AAGRARE. 

令 y 是 不 在 * 中 出 现 的 个 体 变 元 ,用 y 置换 第 一 个 公式 中 的 e, 我 
MAE As Ay= 上 一 和 因为 全 称 概括 规则 保持 有 效 性 ,所 以 有 
F As AAV 97 aE). RAH 4 AREA 
E As, A>b ltt). 
根据 公理 5 的 有 效 性 ,有 上 As. 6. 因为 sES, 所 以 根据 条 件 
(2) ,2 AGARA, AE. l 
这 样 我 们 证 明了 SS 是 (wm,o)- 一 致 性 质 , 据 o REE 
理 (4.1.5), 每 一 s€ES 有 模型 .因为 上 Fp 一 yg, 所 以 fp, 一 J} 没有 模 
Wi Aig. og} ES. RAW PEX ,一 gE Xy, 所 以 {pg ,一 人 不 满 
足 $ 的 条 件 (2), 即 存在 外 ,9.E€ 六 ,站 Xs 使 得 
kpbs 上 一 /0.， (7. 13) 
F 一 5 Ab). (7, 14) 
据 (7.13), 有 上 一 8 一 0, 据 (7.14), 有 上 2 -> 一 多 ,因此 上 已- 一 少 
不 妨 把 BRA, 6.) Ft, BE A 中 出 现 的 忆 的 所 有 
TR- 选择 不 在 (2.) 中 出 现 的 个 体 变 元 为 AS 
O= Fn Coyle ttt Cal Vn) > 
Wee SS, HUF ARMERNBUENBAie. O 
ER: C1) 7.1.1 是 由 L6pez-Escobar 在 其 [1965] 得 到 的 ,他 
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用 截 割 消除 法 (cut elimination ) 为 本 定理 给 出 一 个 证 明 论 论证 . 上 
述 我 们 给 出 的 证 明 来 自 Makkai， 它 是 对 由 Henkin 给 出 的 经 的 
Craig- 内 插 定理 的 概括 . (1) 在 7.1.1 中 ,我 们 不 是 总 能 找到 一 个 
8 使 得 车 等 词 符 号 在 8 中 出 现 , 则 它 也 在 g 和 中 出 现 ， 例 如 ， 

E YVrylr=y)>Yry(Rlr)R(y)). 

7.1.2% $ pa) yE) TAARI F 9 一男, 则 
存在 多。 的 公式 OE, MER 
koe, Foryg, Sm(A)CSmig)NSm(¥Y). 

证 明 ,用 新 常 元 e 置换 史 和 乡 中 的 之 ， 然 后 再 用 2. 2. 15 和 
7 


=~ SER 


”本 小 节 固 定 Ke a, P= U tge}. D Si =F..UE; 
其 中 C 是 基数 为 “的 新 个 体 常 元 符号 集 ， 当 “是 共 尾 度 为 o Hi 
异 基数 时 ,我 们 可 以 把 C 写作 UC 

7.1.3 Craig- 内 播 定理 (Malitz,[1966]j) Gogo HA 
子 使 得 上 py WHE S >. ,的 句子 9 使 得 

F ?一 9， E@~¢, Sm(@)CSm(—) Sm). 

证 明 : 首 先 假设 对 上 述 所 有 语言 2 一 红 % UC( 不 妨 假 设 
5 的 个 体 常 元 和 男 数 符号 既 在 中 中 又 在 多 中 且 Ss 的 关 条 符号 
heh oy PAS LOMAS of p AERA. 

考虑 任意 语言 SWS MERIT pil g oS 
HSS WS oH gp PMA LY 经 的 个 体 常 元 和 函数 符 
号 , 且 包 含 在 gp 或 中 出 现 的 经 -的 关系 符号 ,对 在 8g 中 出 现 但 不 
在 中 出 现 或 在 5 中 出 现 但 不 在 p 中 出 现 的 每 一 经 .的 个 体 常 元 
d 和 函数 符号 下， 还 包含 新 关系 符号 Rj 和 Re. > 

D,-v= {d:d€ Sm(¢)—-Sm(y) H d EPH FZ}, 
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Fi p= (F:FESm -SMA FR nikka) - 

定义 AH Fg 如 下 : 

p, AACA! Ra) dE Dey! 

NA ANÈ! Gor Re Garter PEF, g)>» 
其 中 pp Bi om FRERGAHW AT. E d ED, A 
Jel RUDAP Cree JERE PE d 的 原子 公式 PCr idse) 
Ne —- HU a e= FC) HY FER, At, KEGEL, PB 
数 符号 和 Dey PARE D, HIER Ee DAP CH zr LER p 
中 含 z 的 原子 公式 PO ONE HM. 

AEA HEL gh. HE Gd 的 构造 ,它们 与 p og 分别 语 义 等 价 . 
因为 上 Fp 一 ,所 以 上 p 一 各 ,因此 据 我 们 开头 提出 的 假设 ,存在 
L ,的 句子 6 使 得 Fp 一 9, 上 8->pi, 生 在 8 中 出 现 的 每 一 函数 和 
个 体 常 元 符号 在 只 和 内 中 都 出 现 ， 显然, 没有 一 个 新 关系 符号 
Ri Rr 能 在 9 中 出 现 ,因为 没有 这 样 的 新 关系 符号 能 在 和 内 中 
同时 出 现 ,因此 我 们 有 一 个 用 原来 语言 图 .的 符号 构成 的 句子 9 
使 得 上 p> 8, F 8—g H Sm)SSmCO 门 Sm(C%). 

因此 在 本 证 明 剩 下 部 分 ,我 们 只 须 假 设 sf。 的 每 一 函数 和 个 
体 常 元 符号 在 g 和 中 都 出 现 , 且 红 。 的 每 一 关系 符号 在 OM 
中 出 现 . 

假设 < 是 正则 基数 ， 对 经 .的 任意 句子 o, 令 

X= {a ESen(S :在 an PRALA EC 出 现 且 o, 
中 出 现 的 每 一 关 条 符号 在 o 中 出 现 》. 

SRE RHA H oOHFRER MRMRERM ERD 
<a E 和 ,中 一 扣子 中 出 现 的 所 有 ecEC 者 必须 在 同一 个 C。 中 . 

令 S 是 到 的 所 有 句子 集 * 的 集合 使 得 |si<x,s=s.Usi 且 : 

{1) si CCX, ECX H 

(2) 不 存在 OE XX, 使 得 F An HF Ase. 
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下 面 我 们 来 证 明 S 是 (x,w)- 一 致 性 质 ( 当 和 是 共 尾 度 为 w 的 
奇异 基数 时 ， 对 8 作 一 些 显 然 的 修正 也 可 类 似 证 明 S 是 (Ceym)- 一 
致 性 质 , 我们 把 这 种 情况 的 证 明 留 给 读者 做 练习 )， 令 任意 ;一 
si UszES, 我 们 来 验证 s 满足 定义 4. 2.1(1) 的 (CC1) 一 (C7)， 

CD: BR os Ho€s,, 0 sy, WHC) CE X, ， 
>o E Xs HU cE Xp Alt cE XX, BE Aso. E Aso, 
SOA. Bae seces 也 类 似 可 证 . 

若 c, 一 cE5, 则 令 8 一 Yr 一 (Xx 三 Xx) ,显然 6E XX。 门卫 ,， 因 为 

E AsieeA-e, FoA 一 0 一 Yzr 一 (zx)， 
所 以 上 Asp, F As 一 一 90, 与 (2) 矛 盾 . 

E o,—e€s,, 只 要 令 8 二 Yr(r 三 Xx) 也 类 似 可 证 ， 

(C2); 设 {70:9€ SCs. & sl=s,U lo a:0€ ,一 o€5) ;其 
中 i==1,2. 显然 ,st As 满足 (1). MiP =S USES | 不 满足 
条 件 (2), 即 存在 OE XX, 使 得 

E As A A {oe ooEn}—0, 
FAsAA {eoEs)——0. 
据 公理 2 的 有 效 性 ， 
FAs A A {cm0 mE), 
| EASA A {—>0:—>0E s,} +>. 
RE FAs, 上 人 5 一 一 人 
而 这 与 sES 了 矛盾， 

《C3),《C5) 和 (C7)(1) 的 验证 类 似 (C2) 的 验证 ,只 是 分 别 运 
用 公理 3, 公 理 4 和 公理 6 的 有 效 性 ,请 读者 自 证 . 

(C4) ;假设 {VY Tze Ns. SL = EI, V TEs}, EP j= 
‘1,2. 对 所 有 FE TLS BR sy—sU (FOEL) As ES. Ss. = 


31 U {f(t st EL f ,s,s = so BRs EX, , 因此 对 所 有 felis. 
sf 二 sf User PEREO), BFE FE AEX Xe 使 得 


a 267° 


F AsiA A {f(D t€1,}+6,, F À s> ôr. 
&O=NV (OFE IE), TR OEX NX 下 证 : 


EASAV (A fa): FELIZ) 8, F As 一 一 外 (7.15) 
LR DAEA, 有 上 As Alb FE ALS. 据 公 理 


2 的 有 效 性 ， 有 上 Ass 一 一 8.， 田 一 方面, 我们 有 
EASA AO CEL —0n 对 所 有 fe TS 


据 2.2.7(3)(b WIA HE, 
EASA AL@HED}OV (:fE TIS}, 


BE 上 As, A A (FGE a. 所 以 {7. 15}) 成 了 立 . 
据 (7.15) 和 合 取 公理 的 有 效 性 ， 
上 As A ~b A {MED}, 对 所 有 fe tis. 


据 分 配 律 规则 的 有 效 性 ,有 
E AAA 一 8 一 人 (人 VE:EEP 
因此 + ASA AIVE Eh) WAV EE) SS 所 以 
E Asb AR F As, > 6 M ES HS. APL s/s. 
用 * 作 为 出 发 点 ,用 类 人 的 方法 ,可 以 证 明 存 在 &E 站 使 得 
sSUIfM ERU gai En) ES, 
MAE A=fUe M RE [IE H sU AGC ES, 这 就 证 明了 S 
满足 (C4)， 
注意 :正如 前 面 章 节 说 过 的 那样 , 上述 人 的 运算 规模 小 于 
2>” ,但 可 以 大 于 ke, 除非 上 是 强 极 限 基数 . 
(Cb): Rie arale) i ENC let ED ECHTIPAA 
相间 的 个 体 常 元 的 集合 使 得 其 中 的 元 素 都 不 在 ;中 出 现 . $ L= 
GELF Esh FP j=1,2 SH Ulala/ed iE lh}. 
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=s RRs = (UES. AW SX, H EX 所 以 存在 9€ 
X.N XA . ; 
FASA A {or/) Eh), F As,>—. 
对 每 一 i€ 17,ci 可 能 在 2 中 出 现 但 不 会 在 * 中 出 现 , 因 此 我 们 可 以 
用 不 在 > 和 如 中 出 现 的 4 个 互 不 相同 的 新 个 体 变 元 y RR ER 
ci 的 所 有 出 现 ,这 样 据 引 理 2. 2.1501). 
EASA A talc/y) t€ Ly} OG /ytEl), 
E A ss > Oe yt ELD). 
据 全 称 量化 规则 和 其 它 熟 悉 的 变换 ,我 们 有 
FAS A A {dehy iEn) (yi € OYED), 
F Asy {yt Eh) lley E). 
据 约 束 变 元 变换 律 2. 2. 14 57 A 
EASA A (rala) i Eha (af EL OG / rie), 
EA som {rt E Ollen EL). 
XE sES FJA. HA SES. 
令 si =s] 1 =5,U {o:(x,/e) i€ Ts} ;类 似 上 述 论证 我 们 可 以 证 
HŽ = UAS, MAAA N h 8E XX, 使 得 
E Asy {zi€E To}0(c/ rit E), 
F Asg {rni E) O00/ zi€E 1,). 
mix s ESF JA. AE v=sU {a(xri/c) iE DT} ES. 
(C73(2): WBR ara EI) U aE ICs EP eE) 
CC AWE DE SAA CHRRHR. + 
L= ElL) Es,}, 
si =s U (a/c) E)” HP j=1,2. 
T= (8€ 1, 2¢2=t,C 5), 其 中 上 1，,2. 
显然 , As 满足 (1) 且 据 公 理 6 的 有 效 性 ,有 
EAs A {oe) iE L) 
假设 =s UES, WFE OE XX, 使 得 
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E Asi, E As}. 

因此 

FEASA A {olt/e) iE, 8. (7.16) 
因为 {otfe,) :i€ Ds}Ssi, 所 以 据 公 理 6 的 有 效 人 性 ,有 

EASA A {GEE Lia} > A {olte) iE Ts). 
因此 据 (7. 16), 有 
EASA A {ct:i€E h}. (7.17) 
AA GEE ha) Es ARET L ,有 
E AoA aE Eha) ACA {ot:iE aa]. 

类 似 地 我 人 有 

E Asml A (cite Lie} ACA aE E Ley} +7) |. 
因此 据 重 言 式 pA (J 一 一 0) 一 一 [YA OIA 

F Asml A fete Te} ACA {oat EL} J. 

4 

A= A leE Eha) ACA {oat E Ih} 8] 
则 我 们 有 上 Aseh, F As, > 6, AAO 中 出 现 但 有 可 能 不 
在 8 中 出 现 的 纺 % 的 符号 只 有 少数 符号 或 个 体 常 元 符号 ,所 以 
EX, Xys (Aix sES FIE. 

(3) BB ETE SAM CA <a 的 基本 项 集 ， 我 们 
Gleit CD} CC HARE s Fille. ET A BA LP A A TG 
素 的 集合 ,显然 ,每 一 es 上 是 X WX, WK. > 

ss =s U fe=t:.2E I}. 
Bit =i ULES, WME EX, NX, 使 得 
EAsiz2éd, FAA A fe=t:i€ D3} >. 
若 (C6? 的 验证 懂 样 ,再 新 个 体 变 元 代 换 .量化 和 约束 变 元 变换 ,有 


F AsV {riE Te /zi ET). (7.18) 
EAs AR AED A {rt ED 
>j] {zE blet 2D). (7. 19) 
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据 公 理 4 和 2,2.7(2)(a) 的 有 效 性 ,有 
F A e=; E A (Axia) ED. 《7. 20) 
而 据 4. 4. 1(2), 独 立 选择 公理 BHIin 是 有 效 的 ,所 以 
F A {Jales ET emn ED A (aE E (7.21) 
AAI <«c=cf(e). 所 以 上 述 有 效 式 是 S&S > ,的 公式 ， 又 因为 
(e=t;,:i€ 1) CC 所 以 上 Aso A lamti EI), REE C. 20) 和 
(7.21), 有 上 Ase lna En A {r= ,再 据 (7,19), 有 
E A sod {ziET)— Oe /zxt ED, 
而 据 (7. 18), 这 与 sES 矛 盾 . 

这 样 , 我 们 证 明了 S 是 (x,w)- 一 致 性 质 ,所 以 $ 的 每 一 元 素 有 
模型 . 因为 上 Pp 一 8 所 以 {9 =p RARR Alp. -o es. 由 
于 VEXy PE X, 因此 存在 EX, NX, 使 得 

Fgp>8, Fog. 
对 6 中 出 现 的 C 的 个 体 常 元 进行 量化 ,如 7.1.1 的 证 明 的 结尾 那 
样 ,我 们 就 得 到 乡 ,>- ,的 一 个 公式 使 之 满足 本 定理 的 结论 . O 

7.1.4 推 论 令 92.) YQ L WAE Fey ME 
一 内 插 公 式 OZ) 7.1.3 的 结论 . O 

7.1.5 定义 ”给 定语 言 名, HR SCY H Form()C 
Form (5 |). RE L 相对 | 有 Craig- 内 播 性 质 , 记 作 

Interp, (L, £ yi, 
SHS PRM og HRS Ep ee py 相对 所 有 
-模型 的 类 有 效 , 余 类 椎 ), GHEY -句子 9 使 得 

(DDE Fg+0, 上 by， 

(2) Sm ESmD Sm(y), 

说 明 : 上 述 8 也 称 为 pg 和 几 的 Craig- 内 插 句 . 据 7.1.5, 有 穷 模 
型 论 中 的 Craig- fe FER Interp. C mwr L au) Lépez-Escobar 
在 1965 年 证 明了 Intern. (Zua Luu) Malitz 在 其 [1966] 证 明了 
是 正则 基数 时 的 Interp. (E mw Lt) H. Friedman 在 其 [1971] 
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证 明了 另 一 结果 : 
cfa) =w => Interp Epto SX") 0) 

同 祥 结果 由 Chang 在 其 [1971b] 中 独立 得 到 的 .因此 着 « 是 共 尾 
- 度 为 的 强 极 限 基 数 , 则 Interp (Mt St). 

注意 :Malitz 在 其 [1966j 所 得 到 的 内 插 句 是 经 <,+ WAR. 
因为 2 一 委 (2 ,所 以 只 有 当 2 一 = 一 (2 )+( 即 存在 一 太 使 得 对 所 
有 A ASA => 27 = 2), EHH 721.3 AEH Malitz 的 [1966] 中 
的 相应 定理 . 但 Malitz 实际 上 已 经 证 明了 内 插 句 是 L WAK, 
因为 当 « 是 正则 基数 时 ,车 |jT| < AA PETA <u, BR 
[PKn ERIBA Thal. 

下 面 我 们 举 一 个 Craig- 内 插 定理 对 某 类 语言 不 成 立 的 反例 - 

7. 3.6 反 例 (Malitz,[1971]) E ey, Mi) Interp (L mer Pew) 
不 成 立 ; 若 e ACCN H «al, R Interp, (Sem > L oi) PIRIL 

证 明 : 对 每 一 序数 <A SSA OR ca F 

p =Wax V {rcaa<h}, p= V lepHcr ASPLI}, 
假设 UE SKE RAAER Akp AMIAlSA. + 
E = {PALPA H A=}. 

我 们 有 U Xaa <A) = [AAt REEE <A HB LX, | A, i 

蕴涵 UE p EEA La E ed. 

车 8 是 相对 8, 多 的 Lo Ai AY g KEEPERS. 因为 
mw 上 gp 下 所 以 6 在 某 个 基数 为 4 的 结构 中 成 立 . 据 1.3.10,8 在 
所 有 守之 1 的 结构 中 成 立 . 因为 wt 6>y, 所 以 5 有 相同 的 性 质 ，; 
但 这 是 一 个 矛 慎 ,因为 少 在 某 个 宪 为 村 的 结构 中 不 成 立 ( 例 如 , 它 
在 模型 (LA a icecat PUR MSE). L 


=m 的 情况 


7. 1.7 Craig- 内 插 定 理 (Barwise,[1969a]) 4 Sm 是 区 .的 
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可 数 可 容 片段 ,p ,多 是 Sm 中 的 句子 使 得 上 ed 则 存在 Ly 中 
的 铝 子 8 使 得 
Fo->0, 上 bb， Sm(OESmDNSmY). 
证 明 : 令 Z= Smp, ,=Sm(Y) .C 是 可 数 新 个 体 常 元 集 使 
得 C 能 编码 为 跑 的 A- 子 集 ,<n(C) 是 用 C 中 有 穷 个 个 体 常 元 对 
La 的 公式 的 自由 代 换 特例 的 集合 ( 见 4. 3. 1)， 类 似 地 定义 
(Aap OMZ (CD. 
定义 S$ 是 Hy OURAARHK s 的 集合 使 * 一 5 Us 满足 : 
(1) si ESA De OM AF Bs, Edy ORTE, 
(2) $F Oy Be E LAON CH 2) (CY 25, EO: A s EO» SY 
6, Ag 有 模型 
我 们 断定 5 是 4. 3. 2 定义 的 (ce ,om — BE. 下 面 我 们 只 
验证 非 平 凡 傅 况 (C4). 
(C4) :假设 VY BEs， 先 假设 VBEs; 我 们 要 证 对 某 个 o€ OS, 
51U to} UszES， 假 设 相反 , 则 对 每 一 cE DFE 6.0, 使 得 
FAS Aab, F 人 ss 一 9,, OAG AARM, } (7.22) 
RAO, f2 6, PERYCHPAFAL 5 Us. 中 
假设 存在 函数 £5¢E€M ,Dom(f)=Dom(g) = & ERE — 
aE, 5g (0) ) EH AL C7. 2298940, 6.) WRIT US 
=Vif(e)c€®), b, =A {glo):cE9}. 
据 -置换 原则 0. 2. 8, 0), 0 EMN 使 得 它们 都 是 (Sm (CM 
(Lan (CRY ALF» LG 
SFOs sek Or, OAC 没有 模型 
mix s,Us,ES FS. MAREN PF AMA ERR g 
据 Sm (C)-Barwise- 完 全 性 定理 4.3.11, (7. 22) 可 以 用 一 个 
-公式 来 表述 ,根据 王强 置换 定理 0. 2. 9, FERRAEM, 
Dom(h) = 二 多 ,使 得 对 每 一 o€ ©, Ca) 是 满足 (7. 22) 的 诸 序 对 
《0,5;) 构 成 的 非 空 集 我 们 定义 f,g 如 下 : 
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f= Å i hla) aED), glo)= A (2% hlo) 6 EP}. 
所 以 f.gEM AO=flo), = glot A EC. 22). 
VY BEs 也 类 似 可 证 ， 从 而 证 明 S 满足 (C4). 

验证 S 满足 其 它 情况 如 Zu -的 情况 . 

这 样 ,我 们 就 证 明了 S 是 (co ,om -一 致 性 质 . 

BR. iep S, Rik oE (9 等 于 上 述 记 法 中 的 把 ) 的 有 
穷 个 新 个 体 常 元 符号 ,我 们 有 上 p>), F Veg [J 

TASER SM ETAREN 含有 一 个 不 可 数 元 束 且 
o(M >w, Mj Interp (Sm Lnd FARM. 

证 明 : 令 MX < EAE XLRI T wde 

b= A {c,Aey:z,yEa r#Fy}» 

HHeeM 是 不 可 数 的 (在 此 只 需 光 只 有 不 可 数 模型 且 Sm(Y)N 
Sm (9 =). Ne ~EM AE poy. F Interp, (Sy, Ha) SR 
立 , 则 存在 呈 含 等 词 符号 的 句子 9 使 得 上 pg 一 9 且 上 分 > 一 9 因此 8 
在 所 有 可 数 无 穷 结 构 中 真 ,因为 这 样 的 结构 总 能 转化 为 和 的 模型 . 
间 理 ,一 在 所 有 塞 实 la 的 结构 中 真 , 但 这 与 下 列 命题 矛盾 ; 

RFI S.-H AF CREMAAB EM PARAL 
这 样 的 结构 中 真 . 

这 个 命题 的 验证 显然 : 令 全 一 (4 一), 见 一 (838 一) 都 是 无 穷 
结构 . 令 工 是 所 有 从 ASAD ECB 上 的 有 穷 单 射 的 集合 , 则 工 : 电 

=B PS, 是 部 分 同 构 ， RE EAS et SEA 

美 章节 ), 所 以 A=BAWAFGS VES 加 

对 Craig- 内 播 定理 还 有 许多 概括 和 变形 、 请 见 Makkai 的 
[1977 JAI R. Ferro 的 13981]. 


练习 
7.1.9 补充 当 * 是 共 尾 度 为 中 的 奇异 基数 时 7.1. 3 的 证 明 . 
7.1.10 (1)( 一 种 Robinson- -KAER S! "ER 
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纪 的 膨胀 语言 使 得 L NZ” =Z. OTR 乡 。- 的 可 数 完全 理论 
(参见 1.1.15 一 16),p 是 A WF GB LAME. BTU CM 
TU {办 分 别 有 模 型 , 则 TU e.g) ARN. 

(注意 :在 Za P Craig- 内 插 定 理 和 Robinson- 定 理 是 可 互 扒 
的 ,但 5 没有 Robinson- 定 理 , 这 说 明 后 者 比 前 者 更 强 ;7. 1. 10 
就 是 一 种 梯形 式 . ) 

(2) 证 明 若 (1) 中 的 了 是 不 可 数 的 , 则 (1) 的 结论 不 必然 成 立 ， 

7.1.11 证 明 : 

(1) 若 关 是 任意 无 穷 基数 , 则 Interp. (Artas E t e). 

(2) 若 < 是 强 不 可 达 基 数 , 则 interp, (S mws £ a) 

(3) 车 x 是 共 尾 度 为 w 的 强 极限 基数 , 则 

Interp. (Ht, L ete). 


§ 2 Lyndon- 内 插 定 理 


据 定义 1. 3. 5, 称 一 个 符号 在 公式 p 中 的 一 次 出 现 为 正 出 现 
o 它 在 9 的 偶数 个 否定 号 的 辖 域 中 ,否则 称 其 为 负 出 现 ， 


—. Z o .的 情况 


7.2. 1 Lyndon- H E (López-Escobar, [1965D 49 .¢ Æ 
Lo 。 的 句子 使 得 Fp 一 $, 则 存在 SA. FO E 
(1) Fo—8,F >y,8 
2 在 68 中正 ( 负 ) 出 现 的 关系 符号 也 在 g 和 中正 ( 负 ) 出 现 . 
证 明 : 令 SHS. UC 如 通常 规定 , 对 任意 SLAF oF 
X= lo €Sent(¥..):0 只 含有 穷 多 个 cEC 且 在 a PE 
( 负 ) 出 现 的 每 一 关 条 符号 也 在 0 中 正 ( 负 ) 出 现 }， 
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令 S 是 LS. MOAT EB s 的 集合 使 得 *=s UsSXeU 
X_* 且 满足 下 列 条 件 : 

G(X, Ges 

D Ë EXN OE X_N X~H F Asim. F As, >t, 
则 4 A 8, 有 模型 . 

下 面 我 们 来 证 明 S Elo ,w)- 一 致 性 质 ,其 证 明 类 似 对 红 。。 的 
Craig- 内 插 定 理 (7. 1.1) 的 证 明 . 作为 说 明 , 我 们 在 此 验证 (C1) 和 
(C7) (2)， 这 两 步 的 关键 是 乡 .的 所 有 等 词句 ( 形 如 4 二 ts 的 向 
FORME F Xp XoXo: Xi» OER s=s Us, ES. 

(Cl) :假设 {c, 一 c} 三 5 E o@€s,,79E€ s,, Ml ce XN Xp o 
EX NX 4 6,=0,0,=~0, OA, RERA, SOFE. 

FE 5, ,0Es, 也 类 似 可 证 . l 

若 g; 一 9E€ 5, RF 0 =c leE), bh mEn QUARRY. 

E ,一 c 包 sz 也 同样 可 证 . 

(C7) (2): 假设 上 PHAM EC, H cte Es. 我 们 来 证 ， 
s' CS, HP si=s,U (a€t/c)} ssp. 

先 假 设 ct, Es. AH s,CX, ;所 以 eG/OEX, ,因此 5 
GX, EX 若 s G&S, WFE EX NX 0E Xo X_ AES 
EAs, Aoao A, 上 Asb, 

HOACRARA. 因此 据 公 理 6 的 有 效 性 ,有 
E Asb, 上 Ash. 

AA sES, 所 以 Ot Ab 有 模型 ,矛盾 . 

若 =t E s 的 情况 也 类 似 可 证 -  . 

假设 vcCD Est E 5, BAM 6 的 有 效 性 ， 

EAs (c=tro(t/o)), HP 0G/O€X,- 

4 sl=sUlolt/e)} sts. Hs ES MEE ACK NX EX, 
VX _ ABE As (c=1> 0). F Asp (ct 0.) HO AGRA 
模型 ， 因 为 SES, 所 以 s WERO, Be c=) A (ct AG) 
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有 模型 ,由 此 可 得 A A 8, ARAB. 

E cE Essel) Es 的 情况 也 类 似 可 证 . 

注意 ; (C2) 一 (C6) 的 验证 依赖 下 列 事实 : 

车 一 关系 符号 在 gg 中 正 ( 负 ) 出 现 胃 cE 及 , 则 该 关系 符号 也 在 
ARC o), A S, V E Yre, Jro FECA). 

这 样 我 们 证 明了 S Æla .0)-— EIR ES. WR EE 
理 (4.1.5), 每 一 *ES 有 模型 ,因此 {yp ,一 办 入 8S， 所 以 存在 句子 
O En EXN Xp aED EX go XA EB 

Fg 一 9 ， 上 一 内 > 加， 9 入 0, 没有 模型 
据 后 者 ,有 F hhh. 这 样 我 们 就 得 到 内 揪 句 2 一 VYZO Ea Lad 
足 我 们 要 证 的 结论 口 

7.2.2 Lyndon- 无 等 词 内 插 定 理 (Lapez-Escobar , [1965 }) 

设 纤 没 有 函数 和 个 体 常 元 符号 ,p ,是 经 。-- 和 句子 使 得 等 词 
ASHE oop PUB HE GY Ese. Ep 则 存在 Z. -句子 8 
使 得 圭 不 在 8 中 出 现 且 86 有 7.2.1 的 性 质 (1) 一 (2). 

证 明 : 对 丝 。 .的 任意 句子 o, 令 六 ,如 7.2.1 证 明 所 规定 , 令 Y, 
二 {90EX。: 寺 不 在 9 中 出 现 ), 且 令 S 是 红 。- 的 所 有 有 穷 句子 集 。 
的 集合 使 得 ;==s, Us SEY UY .jw 且 满足 下 列 条 件 : 

D a SY, 有 模型 ,s,SSY ,s 有 模型 ,日 

D E 0, CY MY yO EY NY HE Asb, E As 一 2, 则 
ô A 有 模型 . 

易 证 S 是 (ww ,ww) -一 致 性 质 ,因为 $1 和 52 都 有 模型 ,所 以 对 任 
意 LF a, 不 可 能 有 9, 一 0 人 5;, 其 中 j=1,2. 《C1} 的 其 它 情 
况 和 《C2) 一 (C6) 的 验证 类 似 7. 2. 1 证明 中 相应 部 分 的 验证 . 

这 样 ,我 们 看 到 除了 等 词 规则 (C7?) 之 外 ,S 满足 (Cw,w)- 一 致 
性 质 的 (C1) 一 (C6), 而 且 S 中 没有 一 个 元 素 包含 等 词 符号， 据 
S。。 的 无 等 词 的 模型 存在 定理 (4.1, 13), 每 一 sE€8 有 模型 .因为 
(p,p RAM, Ue, mp €S. HERE op My BAR 
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型 ,所 以 如 7. 2. 1 所 证 ,存在 作 ,。 的 句子 8 使 得 三 不 在 9 中 出 现 且 
9 有 我 们 要 求 的 性 质 (1) 和 和 (2). 口 


=H ATER 


7.2.3 Lyndon- 内 播 定 理 (Malitz,[1966]) $ p,p Æ Lant] 
FER Rey 若 Eee i wo HARER, 
则 存在 Z > .的 句子 9 使 得 

(1) ard F 8g, H 
(2) 在 8 中 正 ( 负 ?出现 的 关系 符号 也 在 pH gy PEMOH. 
证 明 : 对 和 的 任意 句子 o, 令 
X= {0 ESent(5 >. ig 中 只 有 <x 个 cEC 且 在 FE 
( 负 ) 出 现 的 每 一 关系 符号 也 在 中 正 ( 负 ) 出 现 }， 

SELKAR 的 句子 集 s 的 集合 使 得 : s=s,Us, H 
满足 下 列 条 件 : ` 

D s EX; +532 X 5) 

D E EX NAX EX NXEH F A sibs F A s20,» 
则 O, AO, 有 模型 . 

证 明 S 是 (x,w)- 一 致 性 质 的 方法 基本 上 相同 于 7. 1.3 和 7. 2. 
1 的 证 明 , 我 们 把 具体 的 验证 留 给 读者 作为 练习 ，[] 

7.2.4 Lyndon- 无 等 词 内 插 定 理 ”假设 多 没有 函数 和 个 体 常 
元 符号 ,9 ,Y 是 纪 。 的 句子 使 得 等 词 寺 不 在 F ,中 出 现 , 上 9 一， 
Hp ,一 多 都 有 模型 . 若 “是 正则 基数 或 共 尾 上 庆 为 中 的 奇异 基数 ， 
则 存在 SZ > ,的 句子 2 B= Pete ee 7.2.3 的 
性 质 (1) 一 (2). 

证 明 : 本 证 明 类 似 7.2.2 的 证 明 ， C 

同样 ,我们 也 有 Zn 的 Lyndon- 内 插 定理 ,其 证 明 也 类 似 上 述 
定理 的 证 明 , 因 此 这 里 就 不 一 一 袭 述 .下 面 我 们 举 一 个 关于 Lyn- 
don- 内 播 定 理 的 反例 说 明 7, 2.1 的 某 些 限 制 条 件 不 能 概括 ， 
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7.2.5 反 例 $ p=3rec=Er ARa) 0 一 一 尽 (zAc) FR 
们 还 要 求 在 7. 2. 1 中 增加 下 列 条 件 : 

(3) 在 日 中 正 《 负 ) 出 现 的 每 一 个 体 常 元 和 汤 数 符号 在 中 和 乡 
中 都 正 ( 负 ) 出 现 ， 
则 F 子 z(c 三 工人 一 民 (z) > R(r/e) 
说 明 7.2. 1 对 增加 条 件 (3) 不 成 立 , 因 为 6 在 3zx(e 寺 zx 人 一 R(xz)) 
中 是 正 出 现 , 但 在 一 RC(z/e) 中 却 是 负 出 现 . 


练习  . 
”7.2.6 补充 上 述 定 理 证 明 中 省 路 的 细节 . 
7.2.7 表述 和 证 明 So 的 Lyndon- 内 插 定 理 . 


§ 3 Malitz- 内 插 定 理 


我 们 称 公式 是 全 称 公 式 S Y 在 9 中 的 每 一 出 现 是 正 的 ,3 
在 8 中 的 每 一 出 现 是 负 的 . 我 们 称 公 式 p 是 存在 公式 名 3 在 yp 中 
的 每 一 出 现 是 正 的 ,¥Y 在 gp 中 每 - -出 现 是 负 的 ( 邓 见 1. 3.9). 


,的 情况 


7.3.1 Malitz- 内 插 定理 9 乡 没 有 沙 数 符号 ,yq ESM. 
的 句子 使 得 上 yp 一 y， 

《1) (Malitz,[19691) Æ y EERW. WEE Zout EPRE 0 
t10 Ege, Fog HD Smh SSmo NSm(y). 

(2)(Malitz, Barwise) 若 9 是 全 称 的 且 Z 只 有 关系 符号 , 则 存 
在 A, .的 全 称 句 0 使 得 0 满足 上 述 中 一 凶 . 

证 明 :在 此 我 们 只 证 1, 而 把 (2? 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

不 妨 设 少 不 含有 量词 ,因为 几 中 的 约束 变 元 可 以 用 新 个 体 常 元 
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来 蜂 换 从 而 得 到 一 个 新 句子 四， 施 归 纳 于 A 的 复杂 度 BIE: 
Egg > Egy, Fg > FAY. 
因此 车 我 们 得 到 pH p 之 间 的 内 揪 句 ， 则 这 个 内 插 句 就 是 pg 和 9 

之 间 的 内 播 句 ， 

令 S 是 2. .的 所 有 有 穷 句子 集 : 的 集合 使 得 ， 

(a) 只 有 有 穷 多 个 cEC 在 s 中 出 现 ， 

b) s YIBE s Us 的 形式 且 ss 是 无 量词 公式 集 ， 

(c) 9 Als, RAMA, 

(d) 不 存在 Laa SPR OEE A s0, F À st, E. 

Sm (WESm Cs) Sm Cs). 

(Sm (P) fo Sm (XD RE pte X HSH SL RRS 
同 ,) 

易 证 S 是 (Cw,w)- 一 臻 性质， 令 ;一 st UES 作为 说 明 ,我 们 
来 验证 s 满足 4.1.2 的 (C5) 和 (C7)(2) 一 (3), 其 余 留 给 读者 . 

(C5); 人 很 设 Yzalz)€s， 我 们 来 证 ,对 所 有 cEC,sU {olz/e)} 
ES. AAs, 是 无 量词 的 ,所 以 Yrxol(z)Es 令 

sl=sU falz/c)}s sl=s, s'=sU {alr/o))}. 

显然 ,s 满足 上 述 (a) 一 (c)， 下 证 #1 BEC. 

情况 1 Es Ms 中 都 出 现 :假设 ”不 满足 (d) , 则 存在 
SAI EIT 6 使 得 

F AsiAglrx/) >0, E As, 
H Sm (9)SSm (s U {olz/e)}) 几 Sm (s,). 据 公理 4 的 有 效 性 ,有 
E AsAVYzc(z) 一 9 

所 以 上 人 sb 因为 c 在 % 和 ss 中 都 出 现 ， 所 以 有 Sm (NS 
Sm (s1) 门 Sm (sz)， 而 这 与 sES 矛盾 ， 

情况 2 < 不 在 s 中 都 出 现 ; 据 情况 1 相同 的 证 明 仍 有 s &€5， 
因为 这 时 c 也 不 在 8 中 出 现 . l 
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情况 3 Kc 在 如 中 出 现 但 不 在 5 中 出 现 ， Ros 不 满足 Cd)， 

WFE SZ. ,< 的 全 称 句 9 使 得 
F AsAclr/ O09), 上 人 5 一 一 29Cc)， 

H Sm (ce) ISSm' (s, U {o(r/e)}) NSm' Cs). 因为 < 不 在 y 中 出 
现 , 所 以 上 人 syYzka(zr) 一 bc))， 因 此 上 As 一 Yz6(Cz)， 据 公理 
4 的 有 效 性 ,我 们 又 有 上 八 5 一 一 Yx8(x)， 因 为 Yx9(z) 中 没有 <， 
所 以 Sm (VYxekz))ESm (Cs1) NSm (iv) Alle s 8S, PB. | 

(C7)(2); 假设 dto Es, 其 中 dEC Ht REAM (%... 
没有 函数 符号 ,所 以 上 也 是 个 体 常 元 )， 下 证 *Utcdty/e)yES. 

.情况 1 ad ,diEsi: 据 公理 6， 有 上 Asott/d). Ss 
siU fo(t/d)}.si=s,. MER sU (olt/d)) 满足 条 件 (ay 一 CD ,因此 
sUfo(t/d)} ES. 24 alt), d =t E s, 时 也 类 似 可 证 . 

情况 2 ocCG) Es,d 圭 t€ ssd 在 5 中 出 现 ; 我 们 令 sl 二 5 U 
{ott/d)) si =s PHS ES. 显然 5 满足 条 件 (a) 一 (b)， 车 不 
满足 条 件 (c), 则 siUfaGe))} 没 有 模型 ,因此 上 A yo e/a). 
HHE HAE 人 5 一 cf, 因此 + As ols) A 一 alt/q). 
HAT 6 的 有 效 性 ,上 As mld). F-AH.AAd= Es, 
所 以 上 Am 一 一 一 (= 三 四， 因为 在 一 (dg 关 六 中 出 现 的 个 体 常 元 符 
号 在 5 Als, 中 都 出 现 , 所 以 sS PB. 

若 不 满足 (d) WHEE 丝 。. 的 全 称 句 6 使 得 

E As Aca/d)—>0, F Asb, 
H Sm (@)CSm (s Utet / DY Sm (s,). 据 公 理 6 的 有 效 性 ,有 
EAs Ac Ad=t>0. BA o€s,.d=t€s, MURA 
F As (d=t>@), 上 人 5 一 一 Cd 三 二 全 . (7. 23) 

因为 Sm (d=1--6)CSm (Cn) 门 Sm Cs) ATLL sS FHE. 

情况 3 oO Es .d=1Es, hd PEs, 中 出 现 : 今 Ay 令 sis) 如 情 
况 2 所 规定 .假设 > GS. 若 不 满足 条 件 (c), 则 syU tol/qd)) 没 
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有 模型 ,因此 上 八 s 一 otz/4d)， 因 为 a 不 在 s 中 出 现 , 所 以 据 概 
括 规 则 的 有 效 性 ,+ As->Vz-aCd/z). 因为 上 是 个 体 常 元 ,所 以 
据 公 理 4 的 有 效 性 ,有 上 As, > —vole/t). nA, AA OE 
5 所 以 上 人 so) 而 这 与 ”有 模型 巴 盾 ,所 以 > 满足 条 件 (c)， 

车 s! 不 满足 条 件 (d) , 则 据 C7. 23), BE 

k As-Cdl=i-rbtd))， 上 人 so 一 (= 一 82)， 
因为 d 不 在 5 中 出 现 , 所 以 据 概 括 规则 和 公理 4 等 的 有 效 性 ， 
F AsYzler=r>0), F As. Vx (r= 08). 

.因为 Sm War r= 1 Or) )CSm’ (s,) Sm (s.) 3 s&ES.F B- 

情况 4 d=HtEs,cMeEs dHs, PUR :O mss =s U 
facttje))}， 证 明 类 似 情 况 2. 

情况 5 d=t€s, cMEC n.d PE s: PHBE: sis, 153 =p 
UfeCy/e)}， 如 情况 3 所 证 ,s! MERIO. Rs RERI 
(d), 则 存在 Z .的 全 称 句 6(d) 使 得 

F An—>0d), F AscAolt/d)—>—0(d), 
H Sm (#@(d)) Sm’ (s,) Sm (ssU l/d. RAR WAA 
性 ,有 上 As, Aca) Ad=t> 6d). BW oa) Es, BLL 

E Asr (d=t->—8(d)). 
因为 4 RE s 中 出 现 , 所 以 据 概 括 规 则 的 有 效 性 ,有 
上 AsV 2 (eet). 

据 公理 4 的 有 效 性 ,有 上 Ane Gt td). BARBS HAR 
性 ,有 上 Asta). 因为 drEs HE As, 6d) ,所 以 据 公 理 
6 的 有 效 性 ,有 上 As O(d/t). 因为 Sm OUES (5) 站 
Sm (sz) ,所 以 s 攻 5, 矛盾 . 

《C7) (3) 令 t 是 个 体 常 元 ,下 证 对 菜 个 eEC,sU e=) ES. 

情况 1 Es Als, PRM BLS p= U {e 寺 1} ,sy 二 $2. 显然 ， 
s=s\Us) 满足 条 件 (a) 一 人 b). 车 对 所 有 eEC,s' 不 满足 条 件 (c)， 
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则 对 所 有 e€EC, 我 们 有 上 八 5 一 一 (e 二 1)， 因 为 :EC, 所 以 易 见 
F As 一 一 (2 三 t)， 这 与 s, FRB. . 
假设 对 所 有 eC Cys! 不 满足 条 件 (d) , 则 对 所 有 eEC， 
FE As, Ae=:—0(e), k A s,>—@le), 
H Sm (0(e))GSm' (5, U e=) VSm' t) AH s Us RAAR 
多 个 cEC, 所 以 我 们 能 选择 一 不 在 Us 中 出 现 的 <EC 使 得 
E As, Ad=t>@(d), 上 Mse>—0(d). 
因此 据 概括 规则 的 有 效 性 ， 

E As Vrlr=t>O(z)), 上 As,>Va-f(x). (7.24) 

而 据 公 理 4 的 有 效 性 ,又 有 

E Asc a=b), 上 Asbi). 
据 公 理 5 的 有 效 性 ,从 前 者 易 得 上 AsO). BR Sm OaE 
Sm’ (sj) 门 Sm (s2), AFL s&S. 

情况 2 上 不 在 s PHBL GAINS sis, U (et) ss ms W 
情况 1 FUE. BR 一 Us 满足 条 件 (a) 一 (ec). 假设 + 不 满足 条 
件 (d), 据 (7. 24), 有 

E Asr HIrCr=) >30), F 站 3 一 Yz 一 9Cz). 
AACE 4 的 有 效 性 ,有 上 Ira), p 
F As3xzb(z)， F As 一 一 jxzg(z)， 
显然 Sm (Grha) ES (s,) Sm’ (s2), AFL sS, F. 

情况 3 :不 在 5 中 出 现 :这 时 我 们 令 =s 5, U (ese). 
证 明 类 似 情 况 2. 

(注意 :在 上 面 的 验证 中 ,车 红 s。。 有 函数 符号 , 则 我 们 会 通 到 
困难 ,因为 车 t 含 有著 干 个 函数 符号 , 刘 有 可 能 其 中 一 部 分 出 现在 
5 中 而 另 一 部 分 出 现在 ss P.) 

这 样 我 们 证 明了 S 是 (wj,w)- 一 致 性 质 . FES, -的 模型 存在 定 
理 ,每 一 :ES 有 模型 ,因此 {p P&S. 如 前 所 证 ,存在 纪 -,- 的 句 
子 8 使 之 具有 我 们 要 求 的 性 质 ， 口 
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7.3.2 Malitz- 内 揪 定 理 (Malitz,[1966]》 设 多 没有 函数 符 
SS 9 Gh LaF pb BEE 9 一 %, 若 < 是 正则 基数 或 
是 共 尾 度 为 由 的 奇异 基数 , 则 存在 Ye -句子 9 使 得 

(1》 上 9? 一 日 上 Ory, 有 是 
(2) Sm(8)<Sm(g) N Smp). 
证 明 : 不 妨 假 设 y 是 无 量词 公式 ,因为 我 们 有 下 列 命 题 : 
5 的 任意 全 称 公式 远 辑 等 价 2 的 金 称 前 来 公式 , 且 对 Se 
HEEAA pp 和 不 在 9 和 多 中 出 现 的 个 体 常 元 eCE, 
o Feria Eg S F pe (r/e:1€ E). (7. 25) 
这 里 我 们 只 验证 * 是 正则 基数 的 情况 . 另 一 种 情况 留 给 读者 . 
令 S 是 经 -的 所 有 句子 集 * 的 集合 使 得 |s! <, H 
@. SS; Us, ,其 中 Se 中 的 所 有 甸子 是 无 量词 名 ’ 
© 不 存在 Ls. EPRA 0 ER 
G) 上 Asel BE Asb, H 
Gi) Sm(@)CSm(s,) Sm (sz). 
下 面 我 们 来 验证 $ 是 (xc,o)- 一 致 性 质 : 任 给 >=s UES, 
(C1) :假设 tc,-ojSs EEs Es, MS =s. He 
Es 是 无 量词 的 ,所 以 9 是 全 称 的 且 满足 GD 和 (ii7. 
. 车 一 o€5110E€5z 也 类 似 可 证 . 
E o, 0E s, ilS 9 一 Yz 一 (zz)i E oot s MWS 8 二 
Valc=x). EXOT 6 RAR OM GD. s&s FA. 
(C2): Riant Ss & si =s,U {eo +:¢€ 2,0 Es5;}, 
其 中 j=1,2. Bs! sl ULES WEES >. SH] OM BK 
(ED AG. 据 公理 2 的 有 效 性 , 易 证 对 s Us OREO AG. A 
此 s&s, F7- 
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(C3) PRCA Dae NSs. i =s UU (SET, Es), HK 
中 j=1,2， 据 公理 3 的 有 效 性 , 易 证 SUES. 
《C4) :假设 {V SED Ss. 对 j=1,2, 令 | 
T={i€EI:V EEs). 
对 所 有 FE HZS ss UFO: ET} 552,652. 假设 mrUszy 


”所 5, 则 对 每 一 /€ TLS, FERRA 9/ 对 sy 和 号 /满足 人 一 (ii， 
所 以 对 所 有 SENZ, 
EASA A TONES 


据 合 到 规则 ， 定理 2. 2. KOON: 4,4.10),4 
EAs AVAS SEEI V (0:f€E LZ}. (7.26) 


据 4.4.13) 4, RL EBL EA h . BL 
上 A i A f :JE H=) >> A V Sis 
因此 据 逆 否 规 则 等 ， 

EASA A VE AsAVIt ATOSE Hz). (7, 27) - 
联 立 (7. 26) #1 (7.. en 有 上 AsV 1 fe {pS A = V lbr 
. FEMS). H 见 6 对 s 和 ss 满足 (和 (iiy， FH. 所 以 存在 FE 
l ILE 使 得 ssr sz r ES- EE SA ge 1 三 ,考虑 


Si Sf S24 ™— S27 WU {gli): i€1,}, 

则 类 似 上 面 的 证 明 ， 我 们 能 找到 一 个 g 使 得 si Usg ES. 

(C5) ;假设 {Vzxioi(z) EI} Cs, C,CC. C<. 因为 的 所 
有 人 句子 皆 无 量词 ,所 以 {VYzio; (ae) HED Ss. > 

si=s, U {or /ce): EREI ET 

假设 ?= ULES, WFE 经 >。 ARA OMS AS REOM 
Gi). 所 以 在 中 出 现 的 的 每 一 关系 和 个 体 常 元 符号 也 在 5 Al 
so 中 出 现 , 而 在 9 中 出 现 的 每 一 cEC 在 ss 中 出 现 但 不 必然 在 s 中 
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出 现 . + 
Cs 二 {cECisc 在 日 中 出 现 但 不 在 5 中 出 现 }- 
对 每 一 cE Cs, 令 x. 是 新 变 元 ,因为 F 人 5 一 信忠 ,所 以 上 人 5s 一 0， 
HE 八 ss 一 一 9, 据 概括 规则 和 公理 4 的 有 效 性 ,有 
l E Asy (arc E Crb le/xeac EC)» 

F Asg {rc E Cable re:cE Ca). 
令 b =Y {x0 E Ca) 0c/xcE C2) , H a, Fe Be At si M Sz Wa 
RE (DAI GL). FA- 

(C6) ;假设 {3x0; lad i EI) Ss, WM (Fae fe) Eh SEs. & 
lmi E DETE s PUR BRAC H LT) AAT BD PA A SR 
Ees =s U {orfe) iE TD) 55 =52- (REE s =s Us, &S. 则 存在 全 
PAO Mts) 和 立 满足 iD 和 (iD.、 因为 在 s 中 没有 < 出 现 , 所 以 据 福 
括 规 则 的 有 效 性 , 易 证 8 对 s, 和 s; 满足 GD 和 (ii) ,矛盾 ， 

(C7) (1) :假设 fo 二 qd;:i€ 了 Cs, 对 j 一 1,2, 令 

sj =sl) {dc i€E ,cdi€ s}, 
Hi si Us ES. 

(2) R atn ET}U ii Es 因为 到 没有 函数 
符号 ,所 以 每 一 基本 项 是 L 的 个 体 常 元 令 

LT= {ET:o() ES cStEs}, 

l= {i€ 110) € 5) CE 5256 在 s; FER}. 

L= ELl) € 5, St: € 5216; BH 5, PHB), 

T= G€7126;¢) € ct 2); 

L= {GEL a € 52502. € sc A so P BRM), 

T= GET 19,4) € 82 Et € sc BH so FEB), 

s=s,Ula/e) E KULUR) U (aSr: EU), 


rece 
S, = $2 


Bis =s Uss WE L mw, -全 称 名 6 Xt si A s ERA 
AMG). AA 2E7,U 72,04 /e) PM c TEs, 中 出 现 , 所 以 在 蝇 中 
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出 现 的 So 的 个 体 常 元 在 s AU led RIPER. 显然， 
FASAA leS ERU SAS, 
Prek E As lA lamti E hU) >A. 
令 A =6;/t;:7E 1s}. 因为 对 所 有 iE Tsyci ATE s U {co =t::7€ I} 
中 出 现 , 所 以 代 换 新 个 体 常 元 且 据 全 称 概括 规则 的 有 效 性 ,有 
E Asml A ani E) A A {0 E17), 
因此 
F As>(tA (car:1€E 1 0 ). 
AA tC 1, BR G= E s Ar A 
F As 一 一 (人 {o=4::1€I,} 6). 
但 对 jE =E AA ¢ Elta Lj Pu. ABR 
型 的 性 质 ， 
F Ase A fet; :2€ Tn} +6, 
S A= A lEt E h), BRO 是 全 称 句 且 对 5 Hs. 满足 (i) 
和 (ii ,矛盾 ,所 以 UES S 
5 一 9 
ss {o/c) E LULU U feri ET UL}. 
假设 siUsz&S, 则 存在 一 个 全 称 句 0 对 wm Us: WEROM GD. 
类 似 上 面 的 论证 可 以 证 明 
及 一 A (aeti E Ts} 0 /jE Le) 
是 全 称 句 且 对 st 和 5) A GA). IX VF si USES FA. 
(3) BAER SL <a MEAD lei EIEC 
EPHE s AGED THE (SRAM CRRA. 4 
Hh=VtEl:t; As, 和 ss 中 出 现 }， 
一 人 ET 在 中 不 出 现 )， 
1 二 {iEJT;t As, PRERA), 
st=sU {01:i EL UL,), 


”287。 


s= s l : i 
BR s =s Us, ES, 则 存在 Lp “全 称 句 a sil 和 sz REOM 
Gi). AUE 

| EAs A A (erst:iE LUT)—h. 
MR ELUR, a AAA A leste LUO W e= P 
ER, EHE e 不 在 8 中 出 现 , 因 为 8 中 每 一 个 体 常 元 符号 在 s, 和 
sz 中 都 出 现 , 所 以 代 换 新 个 体 常 元 且 据 全 称 概括 规则 的 有 效 性 ,有 

EASA A {trie UL-0, 
因此 上 A s.>9, 由 此 可 得 6 对 s As, 满足 (9 和 (ii), 蔬 盾 , 所 以 
s Us, ES. 

4 sms ims U ai E ls). BR IUSES NEESER A 

ext SUS 满足 条 件 习 和 (i)， 对 iE1,, a 只 能 出 现在 
Asta A {eti E 万) 一 一 8 

的 e 志 中 ,类 似 前 面 的 论证 可 以 证 明 8 对 si 和 5 满足 条 件 () 和 
(a), MXN sSUS ECS HR. MU sSUSES. 

这 样 ,我 们 证 明了 5S 是 C(x,w)- 一 臻 性质， 因为 上 p 一 yy， 所 以 

{9 ,一 内 没有 模型 ,因此 {p ,一 儿 起 S, 所 以 存在 S ,> -全 称 句 6 
Mie } 和 { 一 办 满足 和 (ii)， 因 为 和 一 少 只 是 经 -的 句子 ,所 以 
没有 cEC 在 pg 和 xy 中 出 现 ,因此 据 (i) WA CEC 在 6 中 出 现 . 
REBAR OLS >. .- 句 子 生 有 我 们 要 求 的 性 质 . O 

说 明 :(I) 和 纤 。 的 Malitz- 内 持 定 理 也 有 形 如 7.3.1(27? 的 定 
理 ,所 以 Malitz- 内 揪 定 理 等 价 下 列 形式 的 定理 : 
车 9 是 存在 向 , 则 内 桔 向 9 也 是 存在 缮 . 
因为 Malitz-Barwise- 内 插 定 理 的 证 明说 明 ， 
车 纪 没 有 函数 符号 和 个 体 党 元 符号 且 9 是 全 称 句 , 则 内 撒 句 

CHEESE MU PRED NAGA CHAE. 

Ch) 车 “是 强 不 可 达 基 数 , 则 上 述 定 至 中 的 内 揪 和 名 是 SoU 

句子 旦 具有 前 东 全 称 句 的 形式 . 
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7.3.3 反 例 令 PF=RC)g 一 3zRCz) 若 我 们 在 7. 3.1(2) 中 
取消 L 没有 个 体 常 元 的 假设 , 则 上 R(c) 一 3zRCz) 说 明 7. 3.102) 
对 取消 上 述 假设 不 成 立 . 


练 习 

7.3.4 证 明 7.3.1(2). 

7.3.5 证 明 当 w 是 共 必 度 为 w 的 奇异 基数 时 7. 3. 2 成 立 . 
7.3.6 表述 和 证 明 Sm 的 Malitz- 内 插 定 理 . 


$ 4 ”内 插 定 理 的 应 用 


一 、Beth- 可 定义 性 定理 


Craig- 内 播 定理 最 重要 的 应 用 当 是 Beth- 可 定义 性 定理 . E. 
W. Beth 原来 得 到 的 可 定义 性 定理 是 有 穷 逻 辑 心中 的 结果 ,而 且 
在 内 插 定理 发 现 之 前 就 得 到 证 明 . 我 们 在 此 讨论 的 是 这 个 结果 向 
AA EHTE- 
7.4.1 定 义 GLISCL'H Form (A) Form (7 viy 
(1) RL Hn CRRA RES 中 相对 经- 句子 是 显 定 
义 的 AE L -公式 glp 称 为 RR 相对 o 的 显 定义 公式 ) 使 得 ， 
D Fvl =n, 
D Sm ESmlo)— {R}, 
图 bovz,[RG)—9G,) 1. 
(2) 称 CRRI RR SWF OMEN S 
E ¢Ao(R/S)>Vz,LR(IZ IS (4) ], 
其 中 5 是 任意 nn 元 关系 符号 使 得 S&Smlo) 且 oCR/S) 指 称 用 S KR 
hob ROMAN MBS AF. 


(3) KS 相对 S| 有 Beth- 可 定义 性 , 记 作 Beth(5 ,se ,全 
Hoh ONT RES HKAABSACBEMRM RES "中 
相对 a 是 显 定义 的 . 

”注意 ;上述 显 定义 的 意义 是 一 目 了 然 的 . 隐 定 义 的 意义 可 以 大 
致 表 述 如 下 : 
RK GRARBRR Ao 的 每 一 模型 中 被 唯一 确定 . 
Beth 在 其 [1953] 证 明了 Beth (Luas Lau) s HE Craig 认识 到 
Interp.( ,2) => Beth(&’,&”) 
几乎 可 以 施 于 一 阶 逻 辑 的 任何 扩张 . 下 面 定 理 给 出 更 一 般 结果 . 

7.4.2 定理 (Malitz,[1966]) 令 纪 满足 7.4.1(17 的 限制 . 假 
设 笃 的 = 元 关系 展 被 和 的 句子 z 隐 定义 , 则 存在 形 如 ?一 多 的 
-有 效 句 使 得 对 所 有 满足 7. 4. 1 的 语言 经 ,下 列 等 价 ; 

(1) 9 ,多 有 一 个 在 L pi Craig- 内 插 句 . 

(2) RES pHo BBE. 
特别 地 ， Interp (2,2 ') => Beth( ,So '). 

WEBA : RIS RR o 隐 定 义 , 因 此 
FaAo(R/S)—> YE LRG,) SZ,)], , 
EPS 是 任意 不 在 a 中 出 现 的 %* 元 关系 符号 . 我们 把 x 个 新 个 体 

常 元 ¢, 加 到 S 中 得 到 语言 Ce). A 
LEd Fa ARE, > oR/S)>S 6,)). 
令 p =0 A RG) ,J=0o(R/S) SE,). 
证 (1) > (2);: 令 8 一 0(z) 是 2 一 经 (2,) 的 公式 且 是 pg 和 
+ É) Craig- 内 播 句 ,因此 
SmO ZE Sm {o RED NN Sm {oe R/S) SCC.) })> 
即 Sm (AOS Sm RDU 7.) RA L" F pe, UL 
L "F o > (RCE) 0). 
因为 L" Fop KARTA RRR SCR REN RRA SH) 
就 得 到 SZ” F 6> lo RED) AY "bo -OEIoRG,)). A 
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为 支 不 在 o 中 出 现 , 所 以 我 们 可 以 用 适当 的 变 元 来 进行 量化 , 因 
此 我 们 有 L" Fo VERGE) OOG,)) ,这 就 证 明了 0 在 儿 ' 中 
相对 a 是 显 定 义 的 . 
证 (2) > OBR RE LZ PAM co BRE, WEE 
5 HE RAK 0 14 Sm()CSm(o)— {R} A 
L'a rE RG) OZ), 
因此 SF! ba > (VERG OVE OED). 
据 简单 的 重 言 式 变换 ,有 
SE GAVERG AVEO) 
5 EYE OG > (o +V2,R(Z,)). 
因为 i 不 在 o 中 出 现 , 所 以 易 得 
Se EGARC,)-VZ,0G,) » 
S' EVEOG I> (o(R/S)>S,)). O 
7. 4. 3 推论 (1) (Loépez-Escobar,[1965]) 
Beth (Ss Eo). 
(2)(Malitz,[1966]) 若是 正则 基数 , 则 
Beth (L ams Z yet 5 


特别 地 ， 人 “是 无 穷 基数 > Beth (Sret LE at, D 
D x>>w 是 强 不 可 达 基 数 之 Beth ws L e) 
图 Beth (S ous Lama )- 
(3) (Fridman, [1971 ];Chang,[1971b D 4 cA) =w, M 
Beth (Zata E cryt 5 
特别 地 ， D cfc) =@ > Beth(2er 40): 
@ “是 强 极限 基数 且 cf(x)==w > Beh (L t E Ae) 
证 明 : 据 7.4.2 和 8$ 1 的 诸 结果 癌 ] 
Beth- 可 定义 性 还 有 许多 否定 性 结果 也 是 令 人 感 兴趣 的 . 据 7. 
4.2, 了 解 它 们 也 就 在 一 定 的 程度 上 理解 肉桂 定理 (的 否定 性 结 
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果 ) ,所 以 我 们 来 讨论 几 个 反例 
FERH Beh, Z ) 来 表示 Behe, ZORRI 
Malitz Æ H {1966 JWE T —Beth (£ n o, s L oc) s MAD 
Beth Z om » Leon): . 
Gregory 在 其 [1974] 证 明了 一 Beth( 弘 ,这 wn)，, 且 对 每 一 基 
R A, Beth (L ,s,s)， 他 还 证 明了 车。 是 不 可 数 正则 基数 , 则 
Beth (Leas Lone» 
Friedman 在 其 L1971 ER [A r EARE dU) >, il] 
Beth lZ tu +4 ). 
下 面 我 们 来 证 明 上 述 两 个 否定 性 结果 . 
7. 4. 4 定理 (Malitz,[19661) 对 所 有 ee Ale, 
Beth (Hu, s Z a) ,从 而 一 Beth(22 4, Lmc- 
《注意 : 据 7.4.2,Craig- 内 持 定 理 也 在 所 有 上 述 语 言 中 不 成 立 . ) 
证 明 : 令 .At 是 所 有 形 如 ( 扩 多 加, 让 的 结构 的 类 ,其 中 
(1) Sm) =Sm(B)={U,<}, 
其 中 U 是 一 元 关系 符号 ,所 是 二 元 关系 符号 ， 
(2) AN B=, 
(3) UW=A,U" =O, 
(4) <" ÈA < BEB, 
OFAN VF 
显然 ,条 件 (3), 《5) 可 以 用 含有 和 (表述 了 的 ) 二 元 关系 符 导 下 
的 毕 。 的 句子 来 表述 ,(4) 可 以 用 一 个 6 的 句子 来 表述 . 因此 存 
Suu (FU ,< 之 ) 的 句子 6 使 得 .=Mod (ao). 据 和 集合 论 的 定理 ， 
在 两 个 良 序 集 之 问 至 多 存在 一 同 构 ， 
所 以 据 后 面 的 练习 7.4. 14 的 结果 ,o BEN F- 
假设 在 某 个 语言 经 .中 公式 eRe F. > o E ol F/p) Ce 
用 Arp RE a P F(T,y) 的 每 一 出 现 得 到 的 公式 ), 显 然 ,0" E 
Sent (Snn (U LDD ,其 中 心 王 max 一 tc hm) A 
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ADVE oS (AGB, PTEMA. 
. 因此 
ADVE oS GOREA <M"), (BL) AMAA. 
(7. 28) 
令 dK, EBM a aU, BCP i=1,2), A NA=BN 
=Ø, FRR CR RFP. 6 和 F.1.2( 这 里 的 下 表示 附录 ， 
+ FD), i 
i A=B, > APA, boo B DVB, Ea. 
现在 我 们 定义 ， 
HW, =B,=(2",27,€), 


N, C2", © ) 的 不 相交 的 同 构 昔 本 (copy). 
据 (C7. 28) ,我 们 有 
ADA, Fo". (7.29) 
考虑 9% = (2°)? 的 情况 ， 据 向 下 -L6wenheim-Skolem- 定 理 ( 参 见 后 
Hts LEH) EE L <A 使 得 | Bj 二 2?， 所 以 据 (7. 29) 和 6 
HER. RNA BOB, bo". 据 (7. 28), 
(27, EI EY, 
矛盾 KERT FEZ p RRETH. O 
注意 ;上 述 反 例 并 没有 解决 以 下 问题 ， 

对 L aA F S) Ra Sw Beth- 可 定义 性 定理 是 天 不 成 主 . 
这 些 间 题 已 出 Friedman 在 其 [1971] 用 元 递归 论 方法 部 分 地 作 了 
回答 ,后 来 Gregory 在 其 [19744j] 用 模型 论 方法 完全 解决 了 这 个 问 
题 ，Gregory 的 构造 证 明 : 

对 上 述 语 言 以 以 相关 语言 ,Beth- 可 定义 性 定理 不 成 立 ， 
下 面 的 反例 7.4.7 和 定理 7. 4. 8 为 此 给 出 一 个 完全 回答 . 

为 了 证 明 Gregory 的 结果 ,我 们 还 需要 下 列 事实 ,其 中 的 一 些 
将 在 后 面 章 节 给 予 证 明 : 

《1)( 反 例 15.1.16) 对 每 一 不 可 数 正则 基数 n FERA 
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的 刚性 结构 风 ,@ 各 只 含 关系 符 叶 的 震 委 x 的 语言 ,使 得 
VEE, B=. 
Riki A 是 刚性 (Crigid) 结 构 Oo A 的 唯一 自 同 构 是 恒 苇 函数. ) 
CIEE F.1D 对 任意 无 穷 基数 k, 三 :对 扩张 的 全 基数 
和 (参见 1. 1. 24 后 面 的 说 明 ) 保 持 . 
(下 )( 推 论 14. 3. 21) 对 语言 2 的 每 一 HL, 存在 Laue Bi A 
Fa EANA HERE, 
BEg S B=... N. 
现在 我 们 来 证 明 Gregory 的 结果 ,为 此 先 证 两 个 引 理 ， 
SLEEN 多 .或 区 .的 语言 ,外 是 LL 的 结构 , 称 a€ 4 是 L- 
可 定义 元 e 存在 ta 的 定义 ) 公 式 GE Form, (1L) 使 得 
WkegalA AEA! ser); 
EUR aE A 是 工 -不 可 定义 元 . 
7.4.5 引 理 今 * 是 无 穷 基数 ,a€ A 是 Soe Mee 5 
存在 bE A, ba EBA 2) =... CU ,5)- 
证 明 : 令 p= 一 p， 是 由 上述 (了 给 出 的 句子 ,因此 9 一 Ke 是 
L orl FV) Fo BOP ca 是 新 个 体 常 元 . 
“=>” BIE a FES ROE BS. AAO. a) E Kc.) PPAR 
们 有 所 上 gLaj, 其 中 8 二 Ycs/x). BAe 不 可 能 是 “的 定义 公式 ， 
所 以 存在 5E Ab Aa ERA E elo]. OLE p, Ak 
(A ad =.., (4,8). 
=” LE (M2) =A rb) WER PE Form, (Le), 
Uk gal] > UE ge]. 
因为 ba Wiha Lo EAL (J 
7.4.6 引 理 SZ RARRASH HRS APARE 
K). B,C EZ HRA « HAE ER 
BEC, BV=.,C, 
iy B 有 一 个 世 -- 不 可 定义 的 元 素 ， 
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证 明 RRA UR FC B, 存 在 5 的 可 定义 公式 
p, E Form, (4.18 BM A cE B: 
Bt gle] = b=. 


SORT MAF HAR: 

D ILLAE GARG], 对 每 一 x 元 关系 符号 REL 
使 得 允 F R55,]; 

ILLAE GARE), 对 每 一 a 元 关系 符号 RE 
i BE RG]; 


® VaV (g (2) :6€ B). | 
显然 8 是 乡 ,, 的 句子 ， 易 证 车 号 上 9, 则 从 BBD 中 的 映射 
了 (5) 二 (gy)” 的 唯一 元 素 
是 一 个 同 构 。 另 一 方面 , BV=..6 A CHo, 因此 路 衬 € ,而 这 与 
BC FE. O 
7.4.7 PG « BAT REM ER, My 
-zBeth (+t, Hoon): 

证 明 ; 据 上 述 (1 ) 和 7.4.6, 不 妨 选 择 至 少 有 一 L cage AS AY FE 
ATR a, RUE e PORE A, ASMA) 一经。 只 包含 关 
- RRIAZ Se OY, ES 的 不 相交 摹 本 , 且 

= {aa€ Ho} U {PD UE U {P)), 
其 中 PoP 是 两 个 新 的 互 不 相同 的 一 元 谓词 .注意 :经 Ht LU 
. {@:a€ Ay} fe Se 的 结构 的 扩张 的 全 基数 和 是 适当 的 . JË S 是 
SF, 的 符号 , 则 S, 指称 L PRE S 的 符号 .最 后 ,考虑 不 在 S 
中 的 两 个 互 不 相同 的 二 元 关系 符号 玉 ,G. 令 KF) 是 LZ + CPB 
下 列 句 子 的 合 取 : 
CD Yzf Plr) AP COI Ae Poa) V PCz)]， 
(2) Wz[Po(z)+ V {r=a:a€ Ay} ], 
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(3) > (=b), 对 apE Ay,aXb, | 

(A) Rolaren) 其 中 REL RAAKAKHF GE A, 
EN, F RLa,], 

(5) SR sa) APRES RnAKRAG GE Ad 

A A, F >Rf2,], 

(6) Yry[F Cr y) >P (QAP, Cyd, 

(7) Val Pola)! yF (zo) ), 

(8) ValPi (yd! Flay), 


(9) WAIL AF rs yd >R ER G.)]], 
对 所 有 n<w fo Rn ARRAS REZO 
& KG) 指 称 用 G 置换 8R) 中 的 已 得 到 的 句子 ， 下 证 ， 
MX 下)AXG)FYzyLRzry)rG(Cryy)]， (7. 30) 
(7. 30) AERA: & SCE Mod (OCF) ApG). HELAARH 
C2)—(€5), M Uy BCE Poo) | So 中 的 映射 f(a) = (a)" 显然 是 
同 构 , REPE O) SEF A g=G> EME PPS 
FCCP PSS, 上 的 两 个 同 构 . 因此 gt ef HBC PPS TS, 
上 的 自 同 构 . 因为 该 结构 同 构 于 义 。, 所 以 它 是 刚性 结构 . 据 刚 性 结 
构 的 定义 ,8 fmidy p e AIE F = f=g=6°, 8 
C F Yry[ Flr, yG, y)} 
(7. 30) BE F OREX. 下 证 : 
FAL LP MA pLF) 不 是 显 定义 的 , 即 不 和 在 一 个 公式 OIE 
Form, (Z 2) # # OF) EVryl F(z, yer0(r,y)] (7.31) 
(7. 31) 的 证 明 : 假 设 存在 这 样 的 0, U, HAW, BY AN AH EE 
Rf EAA HU, EGR. B= AHA frac. 因此 
Sm(B= UF) a =a, AF =f. BR, LFF). 
因为 a 是 Zo FR BY ELH NHE bE A E 
| Aosa) = Aob), apo» 
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因为 FAUSA, Ae f ` 
A Fay) =n (A, ,fbo)), fa) fb), 
因为 六,,a)sesa 与 自身 是 wx- 等 价 的 „RELE bf ) ;过 we- 等 价 


性 在 扩张 的 全 基数 和 下 封闭 ,所 以 有 
(Mo saaca, F (Wis fla) coe Woraaca, F A, fO), 
或 者 ,等 价 地 ,我 们 有 


(B pe”, aos fla0)) (FB bs”, dos Ja5o)7)， (7. 32) 
HPL" {a EA BEF, HA 
B ts ' F alar flay) 1s 
7.32, B IL Ala. f)]. EA =E” 是 函数 且 [aA 
F (bo) ,所 以 据 假 设 , 这 与 Fe =f; are (ao) 是 摹 本 同 构 矛 盾 . 因 
此 证 明了 (7. 31) ,所 以 正在 Soe PHM POP) AE BE LN. 
HAAPE + 二) 中 的 句子 ,所 以 
Beth ptu Looe) TJ 
说 明 : 反 例 7.4. 7 蕴涵 Beth- 可 定义 性 定理 相对 其 它 几 种 语言 
ARR. 事实 上 ,我 们 有 : 
7.4.8 定理 (1) 对 任意 无 穷 基 数 x, Beth Z ow L or) - 
(2) —Beth( ouy Lou) 
(3) Ë r BARBRA Ki, 
Beth (£ ms Loads —Beth( tn E o) 
(4) 若 x 是 奇异 基数 , 则 
Beth (Has L w) 9 Beth (Z t n L pta). 
(5) È x>w 是 正则 基数 , 则 
Beth (f +, rË n+ ， ane 
(6) Æ r 是 无 穷 基 数 , 则 
Beth ettu É (or +t, we 


证 明 : 我 们 首先 注意 到 一 Beth(se, 旨 ”在 经 的 增加 和 经 的 
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减少 下 保持 不 变 , 这 里 的 意思 是 指 若 2,, 妈 '( 其 中 i 二 1,2) 是 语言 


AL (分 别 地 ,2 经 四) 的 每 一 句子 是 SY (分 别 地 ,Ses) 的 句子 且 
有 相同 的 结构 作为 其 模型 , 则 
—Beth(S’,,,) > —Beth(Y,' ,Hs ). 
XPMBKRY RU BRM —Beth(Y SL BER. 
因此 反例 7. 4. 7 FER 5) RY FES a ER «， 
Beth (t+) cr) (7.33) 
TH (7. 33) 蕴 涵 (17 和 (6)， 类 似 地 (3) 二 (4)，(2) 是 (1) 的 特例 . 
证 (3) :假设 是 奇异 基数 且 we. BWA <eca? HA 
< 和 ,所 以 据 反 例 7.4.7， 
Beth (St +s, Hane) > Beth (Ltt, Hoar) 
=> Beth Lor O 


二 、 保 持 性 定理 


保持 性 定理 是 模型 论 的 重要 定理 , 它 有 许多 形式 ,主要 研究 某 
个 句子 集 的 模型 的 某 些 代数 性 质 与 这 个 句子 集 本 身 的 语法 形式 之 
间 的 关系 . 我们 以 前 接触 过 一 些 保持 性 定理 (包括 练习 ), 以 后 还 要 
陆续 研究 ,这 里 只 是 介绍 两 个 运用 内 播 定 理 的 保持 性 定理 . 

我 们 称 句子 相对 o 在 同 态 下 保持 Oo ME US. UE 
oip BFo AB EU HAAR. MW VE p. 

7, 4.9 定 理 令 c 和 9? 是 到 的 句子 使 得 ?有 模型 ,2 相对 2 
在 同 态 下 保持 O 车 x 二 w, 则 存在 经。 的 正 句 子 9, 车 是 大 于 
的 正则 基数 或 是 共 尾 度 为 。 的 奇异 基数 , 则 存在 LZ > ,的 正 句 子 
9, 使 得 E o —(pð). 

TERR “>” E p o EA FERR, 则 我 们 可 以 象 在 7 1.3 
的 证 明 中 那样 消除 < A p PRA RATA LAS Re 
Lyndon- 无 等 词 内 捅 定理 于 
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$NOE)AKE)~Lo Ad Ao (Ee CE], 

其 中 五 是 新 二 元 关系 符号 用 于 置换 和 92 中 等 词 符号 的 每 一 出 现 
从 而 形成 vc( 五 ) 和 AE) p 是 句子 相对 a 和 9 中 每 一 关系 符号 表述 
E &— Sth BAR (congruence) KKs4 E 是 一 新 二 元 关系 符号 ， 
县 对 6 2M gKE) 中 每 一 符号 ROR, 是 一 与 R 同 元 数 的 新 关系 符 
Fpa (EM p (E,) 是 分 别 用 E 置换 EE、 用 Ri ER ypo), 
MX) 中 每 一 尺 得 到 的 公式 ;对 ol(E) 和 KE) 的 每 一 关系 符号 Ro 
是 所 有 下 列 句子 的 合 

Vax lEC a y) E(r,y)], 

VZR >R a) j RE OE) CEDPHRAR AS. 
因为 相对 o CMA FR. URE RES EMS 的 关系 符号 
的 句子 OLE) (E48 

F PAo(E) AQE)—-@E). | (7. 34) 
| EAEL Agi Ao E Dg (Ey) l- 
因为 8 的 美 系 符号 在 a Ah Ane (EE) 中 内 是 正 出 现 ,所 以 
9 是正 句子 .用 原来 的 关系 符号 置换 新 的 关系 符号 ,我 们 就 有 
FACE) > [PA GCE gE)]. 《7. 35) 
据 (7- 34) 和 (7. 35) ,我们 有 
F yAcCE) > [p(BE) OE)]. 
用 等 词 符号 置换 上 ,yj 就 成 为 有 效 式 且 6) 成 为 正 句子 ,所 以 我 们 
就 得 到 我 们 希望 的 结果 :Fo (pO). 
“<=”:; 施 归纳 于 句子 的 复杂 度 易 见 每 一 正 句 子 在 同 态 下 保持 ， 
因此 若 对 正 句子 bg, Fe 一 (P*>2), 则 9 相对 在 同 态 下 保持 O 
说 明 : 若 < 是 共 尾 度 为 o 的 奇异 基数 , 则 我 们 可 以 表述 +, 
的 上 述 定 理 且 得 到 S > ENT. Ge PA ARR WIE 
句子 是 SP DF. 
我 们 称 FAR o 在 子 模型 (扩张 模型 ) 下 保持 SBUAEPAS, 
BFEo HR VBOABVDA),M VE. 
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7. 4. 10 保持 性 定理 (Malitz,[19661) IR o H pE S.A 
子 ,x>>w, 且 x 是 正则 基数 或 cflx) 一 w, 则 wp 相对 o 在 子 模型 下 保 
持 FFE L py (EB < 一 wm， 则 存在 绕 。。) 的 全 称 名 8 使 得 

Fo 一 (Per0)， 

证 明 : 很 设 以 通常 方式 (例如 ,条 在 7.1.3 的 证 明 中 那样 ) 用 关 
系 符 号 置换 函数 符号 后 SM BARRA ,并且 给 增加 一 个 表述 
“WK ASR BR WF. 若 <>o 是 正则 基数 , 则 存在 4< < 使 
得 c 和 of So HF. 

令 刀 是 不 在 c 和 9? 中 出 现 的 个 体 常 元 集 使 得 若 * 是 正则 基数 
Aci(«) >, MID =R cle) =a, U D, =n. 对 到 4+o( 若 cfCx) 
=o Mat SOHO OEM 经 的 元 量词 公式 MTF: 

P=¢, 若是 原子 公式 ， 
(œp ="), 

CAW)?= At bE), 
V= V Wve), 
(Yapar) = A {yr/d) :dED), 
Gry)” = V {P x/d):d E D}. 

“一 ”: 若 8 相对 在 子 模型 下 保持 , 则 FAgy 一 (o >). 
Hap 是 无 量词 公式 ,所 以 它 也 是 全 称 公式 . 由 于 已 假设 和 
应 数 符号 ,所 以 我 们 能 运用 Malitz- 内 植 定理 于 Vr KH ER. 
即 存在 Lpa ,从 而 存在 Z > CE ee, MAR SL) BE 
称 句 子 86 使 得 | 

FoAp—0, Foig). (7. 36) 

Rit o 一 (&#~~ 内 不 是 有 效 的 , 则 存在 六 FA2A 一 9， 据 向 下 - 
Léwenheim-Skolem-E ÆR RE GARE) EMH TRH 
BV RAR BEA —pHIBl|<ACS cf) =H, | Bie). 显然 ,B 能 
HD RABE VEO AP MU B Eao 但 一 是 存在 句 且 多 
CU, PU OF. 央 此 我 们 有 Fo Cro). 男 一 方面 , 据 
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(7.36), 有 上 Fo 一 (gp 一 0), 因 此 有 Fo 一 (p>0). 

“=” RAE EMRE KH 0, ARR UE sAP, BEo 
HBCU WUE AAORSAY FU BVEAAW BEG. O 

注意 : 据 肥 例 7. 3. 3 前 的 说 明 , 若 * 是 强 不 可 达 基 数 , 上 述 定 
理 中 的 全 称 句 也 可 以 具有 前 束 全 称 的 形式 ， 车 是 共 屁 度 为 的 
强 极限 基数 且 poh WAT. Oo Wat. 

7.4.11 推 论 令 o,gp,r 规定 如 7.4.10, 则 8g 相对 o 在 扩张 模 
型 下 保持 S 存在 给 ,> CE x 一 w, 则 存在 红 。。)- 存 在 名 8 使 得 

Fe>(po)). 
WEBA: yp 相对 o 在 扩张 模型 下 保持 
& 一 9 相对 o 在 子 模型 下 保持 ， 口 ] 
7,4. 12 推论 © 7S. MO SRC 1.3.15), 0 
ASA) © MEU.) 

其 中 SCORAM AMY -和 的 元 素 的 子 结构 的 结构 构成 的 类 ， 
UCL JRA 双 。。 的 某 个 全 称 句 的 所 有 的 模型 的 类 O 

注意 :一 个 更 强 的 结果 在 “WPA: 

MEER SL) > St4DTEUCCS aa). 

但 这 个 结果 不 能 扩张 到 Soo 下 面 的 反例 说 明了 这 一 点 . 

7. 4. 13 肥 例 CBR YS 包含 二 元 关系 符号 R, 见 存 在 GE 
Sent (Ln e) EAE Xt A CFE «， 

S(Mod (a) ) G ECs (L w) - 

证 明 : 令 4 是 所 有 同 构 tw,S) 的 结构 的 类 ,其 中 S 是 集合 
(7,r+1):2€a}. Soh PRS. 的 句子 的 合 取 : 

VYzxIyR(r,y), 

VYzryz[L RCz,Yy) A R(xr,z)— y=z], 

Yryz[LRCrT,Y) A ROz,y)—>r=z]， 

一 3z V [Iz ,za (mez Arar A A ROzis tim) J 


n< (0) 
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Vaysue[ [ (c= A y=v) V (z=v A y=u)] A [u=v 
V_V Carmen A Riia) TI) 
显然 ， A =Mad{o). 
令 吕 =(E, 人 0), 其 中 EE 指 称 所 有 偶 整 数 的 集合 ,显然 SE 
=, A BEST). 
对 A KBAR 9S p RR cHyA Asp) TR p PE 
如 忍 (z?) 的 每 一 原子 公式 得 到 的 公式 ,显然 罗 没 有 非 逻 辑 符号 ， 
县 对 每 一 集合 C 和 每 一 5,EC, 有 
‘CO F Ain] e (CE e's, ]. (7. 37) 
& pik SMES MTHS BE gq , 据 (7.37),《 EEG. 所 
1. 3.10, Xt E — HCL CE pRB CT. 379, AC.) 
Ep. 因此 , 若 对 某 个 基数 < 和 某 个 SS Sent (H.),8(-4) = 
Mod (2) , Wi Xf 4-70 FF BC. (CO) E Mod (XZ) =S8(-#) ,但 这 显 
REHEB. AYS. ORAS Rew. O 


练习 
7.4.14 对 任何 乡 各 红 的 任何 句子 6, 证 下 列 命题 等 价 : 
(1) x 元 关系 尺 被 a BEX. 
(2) 对 Smla) 一 {R} 的 每 一 结构 洲 和 A’ 的 每 一 对 子 集 P,Q， 
(2,P),(A,Q)E Mod(so) > P=Q. 
(3) 对 Sm(@) — {R} 的 每 一 对 结构 A ,站 ;每 一 PEA QEPF 
04 — BRA f: A> BL f USB HA, P), 8, EMod(o), 则 
f: (4, P= (B,.Q). 
7. 4. 15(Barwise, Makkai, J. Weinstein) 
DARBEA AT RB , U 
A Fika B 
S 红 。 HEEB 中 成 立 的 全 称 名 在 PRS. 


« 302 + 


第 8 章 其 它 构造 结构 的 方法 


我 们 知道 经 典 模型 论 有 四 种 主要 的 构造 结 梅 的 方法 ,它们 是 
Henkin 式 的 个 体 常 元 方法 . 链 并 方法 (主要 指 初 等 链 方 法 )， 
Skolem-a& HCl A A] BRIE indiscernible) FH. MAAR. HAL 
也 相应 有 这 四 种 方法 ,只 是 形式 和 内 容 有 所 不 同 , 有 的 方法 至 今 取 
得 的 成 果 较 为 贫乏 ,有 待 进一步 发 展 . 

在 第 1 章 8$ 3, 我 们 初步 介绍 了 链 并 方法 (参见 1. 3. 25 一 1, 3. 
29) ,在 后 面 的 有 关 章 节 , 我 们 还 要 对 此 进行 深入 的 讨论 . 第 3 章 的 
模型 存在 定理 的 证 明 实质 上 就 是 Henkin- 个 体 常 元 方法 的 运用 . 
但 众所周知 ,这 种 方法 构造 的 结构 (模型 ) 的 基数 受到 一 定 的 限制 ， 

”不 能 得 到 更 大 基数 的 模型 . 所 以 我 们 在 展开 无 穷 迎 辑 模型 论 之 前 、 
有 必要 先 在 本 章 简略 地 介绍 其 它 三 种 档 造 结构 的 方法 ,为 后 面 的 
模型 论 葛 定 基础 ， 

EÈ $ 1 讨论 如 何 用 Skolem- 函 数 构造 -和 A oah r EEA 
RS + AY Skolem-i - 语 言 和 结构 FHA Skolem- 函 数 方法 证 明 可 数 
H BY AY L6wenheim-Skolem- 定 理 及 其 概括 .不 可 数 片段 的 完全 性 
定理 和 链 并 引 理 . § 2 讨论 如 何 把 Skolem- 放 数 运用 于 不 可 辨 元 
集 . 首先 讨论 红 - -和 红 - 的 片段 的 不 可 辨 元 集 , 证 明 关于 它们 的 
”基本 定理 ， 然 后 把 不 可 辨 元 的 概念 推广 到 CL Sb eR 
经 -不 可 状元 的 存在 . 最 后 运用 不 可 辨 元 的 方法 证 明 集 合 论 的 一 
个 较 重要 的 定理 、§ 3 分 别 讨 论 世 。- 的 片段 Se 和 和 -中 的 超 积 
基本 定理 和 其 它 一 些 基 本 性 质 ,特别 是 关于 超 竺 的 一 些 基本 性 质 . 
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S1 用 Skolem- 法 数 构造 结构 


Skolem- 函 数 方法 在 无 穷 修 辑 中 主要 运用 于 有 穷 量 词语 言 , 本 
章 以 后 我 们 主要 考 卡 这 里 讨论 的 两 种 特殊 但 又 很 重要 的 语言 : 
Ly a 和 绎 -的 某 些 片 段 的 相应 结果 .用 Skolem- 函 数 方 法 可 以 证 
明 许 多 模型 论 结果 ,本 节 除 了 给 出 Skolem- 函 数 及 其 语言 和 结构 
的 定义 之 外 ,作为 说 明 ,还 初步 运用 Skolem- 跑 数 方法 得 到 -~ 些 结 
果 , 其 它 的 有 关 结 果 将 在 后 面 有 关 章 节 中 分 别 讨论 . 

在 分 情况 讨论 前 ,我 们 先 给 出 下 列 定 义 : 令 S 是 无 穷 语言 ， 
La 是 经 的 任意 片段 (注意 :本 节 的 MN, Hd RAAT E 
HUBS EBAY. KUED Ho DFFA ICH 
Aen B, H ASB 且 对 每 一 公式 KDEL n A aE As 

Wt fd] © B Eg]. | 

RU Sy MPRA Bice A 二 B, OU AATF BME 
La- METIR. 

注意 :上 述 定义 与 1.3. 20 是 一 致 的 . 


.的 可 数 片段 中 的 skolem- 函 数 


8.1.1 定 义 Zn BS... MAR, So 的 Skolem- 语 言 
Ce 递归 构造 如 下 : 

第 一 步 构 造 语言 Sa So 有 Sm 的 所 有 符号 且 对 每 一 存 
EARI) EC Lah PEAS. BARR), La 有 一 新 
n BRAS F,,,(4 A Skolem- 函 数 符号 )， 我 们 定义 片段 Lm 
是 包含 Sa 的 所 有 公式 和 所 有 新 函数 符号 ,的 最 小 可 数 片 段 . 
REE n<w nol, ce Sa =e. BAX 
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n= Un 

RT Sn 是 Zn 的 Skotem-H AK (HEL). 

ER: My 也 是 可 数 片段 . 

8.1.2 EX Sm 的 Skolem- 理 论 , 记 作 了 sw; 是 Mm 中 的 
理论 ,其 公理 是 所 有 Fs 的 下 列 形式 的 定义 公理 ， 

Gapin) pF (Su) In)» 

其 中 3xp 是 Hy 的 公式 ,六 Ace PRA RR. 

HE: bite MARE So 的 公式 ,因为 若 jzp 在 Sa” 
中 , 则 其 定义 公理 在 Za ”中 - . (因为 片段 在 有 穷 联结 词 , 量 词 和 
代 换 下 封闭 . ) 

8.1.3 定 义 SUE sey. Pr A EA 的 Skolem- BBA 
(结构 ) S 语言 Sa 的 下 列 结 梅 是 Ts 的 模型 ， 

WH" = (AG 

Heft G,_ ft N 对 下 ,的 解释 

为 了 得 到 有 关 Skolem- 膨 胀 结 构 的 基本 结果 ,我 们 首先 来 证 
明 关 于 初等 子 模型 的 一 个 有 用 的 引 理 . 

8.1.43 $ Zg BSW HR Bo 的 结构 , 则 
B<_ A o VOU 是 对 所 有 3zgp( 记 )E Se ME SEB, 


并 上 xgt5s] > 存在 aEB 使 得 针 上 gfasB.] 

证 明 ; 施 归纳 于 公式 的 复杂 度 , 我 们 来 证 明 对 所 有 公式 OG.) 
ES, 和 所 有 EEB, 

WE gii] S B Fg, 

AA BSN, As y BAR. LRKRRY. AAS 
BRET ARECHARANFTARBRAHFST AEA 
此 我 们 只 须 考虑 这 样 的 公式 , 若 y 形 如 一 -8 或 信 8, 则 据 归 纳 假 设 ， 
0 或 昌 中 每 一 元 有 上 述 性 质 , 因 此 易 证 也 具有 上 述 性 上 质 , Yo É 
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MAG.) ABE GST MAE ce BEB BE 9[a,6,1, 据 归纳 
BiLA k ola d LERA E G5. ). RUE Lb, ) WBE FE ae 
BER UE olab] ARE. Be yf5,J. O 

8. 1.5 定理 

令 Sq EL, TAH Rg 是 Sy 的 Skolem- 语 言 ， 

a) 委 的 等 一 结构 A 有 一 相对 Sm 的 Skolem- 脱 胀 ， 

DGU EZ He HR Wise PAY Be cM" 
BUH Sy -初等 子 模型 , 即 

B < A. 

证 明 :(1) SACA, LA Sa Bino HACE 
对 Za 的 膨胀 使 得 AOE Taon Na WRN. FIG) E 
L9 PRAEH Y, 不 在 其 中 约束 出 现 . 不 妨 选 择 丙 数 EF ,使 得 对 
MRA bE A, 

8 A” F grdh] >A” F gabl 
Eh PE (D E AORA Taaa Sop ”的 模型 ,因此 
A = YM E Toram" 

(D 在 此 我 们 要 用 引 理 8. 1. 4, 但 用 片段 Sy KRE Za 令 
Jp Gude Z a HAR, 选择 一 不 在 3zxg 中 出 现 的 变 元 去 代 换 
3xgl3) 中 自由 出 现 的 加, 从 而 得 到 3zg( 堵 ;假设 如 EB 且 

A” FIr LO 
BREE W EIren dlh] RAA ET im E 
W" F Arg, GF yn) tee) Ca]. 
因此 中 "上 Fy Gi) eo) a= Ft.) + Ml 
A Egri) [a,b], 
因此 中 ”上 x13.) Lard] 
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Ay BV A ASE BRL ce B ASA 8. 1. 4， 
B Kea A E 

用 Skolem- 函 数 方 法 , 易 得 下 列 定理 ; 它 是 对 Tarski-Vaught 
的 [1957] 中 一 结果 的 扩张 ; 

8. 1. 6 向 下 -Lewenheim-Skolem- 定 理 $ sw E Loa AT 
WRU ES HA XSCALE PETAMI IXIA 
UAA Sy, - BSE B<_ 3 使 得 XOR AIB|= 

证 明 ARA OMY E XCYCA. SA EA HY Skolem-¥ 
fk "Fee Y ERK A 的 子 结构 , 则 据 8. 1.502), BK. NT. 
& BBB AH, BIE B<, A By Eh Y 生成 的 ， 
所 以 1B| 宇 |Y|=6. AA Sy, 是 可 数 片段 ， 6 又 是 无 穷 基数 ,所 以 | 
Bixe EIB =Y =. 口 


二 、 客 ,的 Skclem- 函 数 


8.1.7 向 下 -Lowenheim-Skolem- 定 理 (W. Hanf, [1962 ]) 

|S |< EARLS o 是 ZART BIER 
使 得 x<8=6”', 则 对 任意 结构 名 和 任意 :4,S4 HG | A, | <O< 
|A| FFE BCU 使 得 A, 刁 B,18|==6, 具 对 so 的 每 一 子 公式 8 和 
每 一 了 EB""”， 

BEA SI SAF GS). 

特别 地 ， Bko Apo. 

证 明 :本 定理 的 证 明 类 似 名 ,的 相应 定理 的 证 明 , 即 我 们 对 o 
中 的 量词 如 前 定义 Skolem- 函 数 ,然后 在 这 些 函 数 下 封闭 4 当 
然 , 这 里 的 证 明 的 细节 更 加 技巧 ,因为 无 穷 句 本 身 的 结构 更 复杂 ， 
此 外 还 必须 考虑 基数 问题 . 

不 妨 设 A 之 w, 且 o 不 包含 全 称 量词 . 令 2=Sub(lo), 据 1.3.2， 
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ISIS 且 卫 中 每 一 公式 有 < 个 自由 变 元 . 考虑 三 中 任意 形 如 9 
二 3XyCY) 的 公式 ,其 中 了 = 二 Fy 是 7 过 A 个 自由 变 元 的 序列 ,XX 
是 ed 个 变 元 的 序列 . ELE, F< EG u Ñ Skolem- 4 ¥% 
的 序列 使 得 每 一 函数 ,有 Tr 个 变 目 ， 对 任意 /EA4 ， 
WEG] @ 存在 映射 gE4 使 得 时 上 Fg[fx el, 

其 中 对 所 有 E< ur X sglr =F, (Ran(f))., 显然 , 据 选 择 公 
理 , 这 是 容易 做 到 的 . SFH(F, u pE Eia 因为 三 中 每 一 公 
式 至 多 对 下 贡献 «个 消 数 ,所 以 1F S 

若 BCU 使 得 BB 在 F 的 所 有 了 泡 数 下 封闭 , 则 施 归 纳 于 芋 易 
证 ,对 三 中 所 有 gg 和 所 有 gE€B"”， 

B Egale At gg]. 

假设 A, 和 9 MRM. PMH lA =a > BRA, EF 
中 的 函数 和 Z 的 函数 符号 的 解释 下 封闭 的 集合 . 因为 这 样 的 函数 
至 多 有 9 个 (其 中 每 一 函数 有 <<A 个 变 目 ) 且 9 一 9 A |B] =o. 
因此 A H MARA BATAR L 就 是 我 们 要 求 的 结构 ， [I 

下 列 推论 是 上 述 定理 的 简化 形式 ,但 对 许多 目的 来 说 , 它 已 包 
会 足够 的 信息 . 

8. 1.8 推论 ”车 缘 ,.+, 的 句子 o 有 模型 , 则 它 有 竹 至 多 为 «的 
模型 . 若 人 ,++ 的 句子 6 有 模型 , 则 它 有 基数 至 多 为 « 的 模型 . 口 ] 

注意 : 若 YS MOT o ARH ALS eA RM «A 
4 之 间 所 有 的 基数 0.0 FEW OAR. PEM SCP A 
> 四 ) 不 成 立 , 例如 ,我 们 能 找到 oa€ Sent (SH, i o AREA e 
型 人 x 二 xk， 关于 这 些 问 题 ,我 们 以 后 砂 有 关 章 节 还 要 详细 讨论 . 

8.198 SY ESHA KTAS UVES HAW MAE 
Bc. A HBL Bl <2". 

证 明 :因为 

l [Form (S++ ) | = Ce! aa 一 2 ， 

所 以 + BAA 个 不 逻辑 等 价 的 句子 ( 见 1. 3. 32). 令 是 所 
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有 这 样 的 句子 的 合 取 , 则 o 是 Lone -的 句子 ， 假 设 141 六 2, 则 


我 们 可 以 令 上 述 定理 8.1.7 H=. DY 一 2 所 以 我 们 
BOM RIBL. 又 因为 2, 的 每 一 公式 等 价 o 的 一 子 公 
式 ,所 以 8. 1,7 的 结论 恰好 说 明 修之 ,++ WO 


三 .的 任意 片段 ii Skolem- 函 数 


下 面 我 们 在 < 的 片段 中 定义 Skoiem- 函 数 ,这 与 第 1 小 节 
的 定义 没有 本 质 上 的 区 别 . 

8.1.10 定 义 令 笃 m YW RC ES TRE 
元 集 ( 可 以 是 空 的 ) 使 得 Sy 的 每 一 公式 至 多 包含 有 穷 个 cEC， 

(1) 称 So 是 带 常 元 集 C 的 Skolem- 片 段 © 存在 一 单 射 把 
Sy WRB Maga 3 AP PRESCHHALY KAY 
中 约束 出 现 ) 的 公式 上 映射 到 一 个 不 在 中 出 现 的 A K n TORR RAT 
号 户 ,y; 这 样 的 FPA rply) H Skolem-BRAS. C= 
A, MER Sy, 是 Skolem- 片 段 . 

(2) 令 se。 是 带 常 元 集 C 的 Skolem- 1. y 的 Skolem- 理 
TE Twa 是 Lm 中 所 有 下 列 形式 的 句子 集 : 

(YD Irpa, Ppl E n) +3.) 1: Brp DRE). 

(3) 5- 结构 U Bp Sy 的 Skolem- © YE Ts... 

在 第 4 章 我 们 还 没有 证 明 SMBH RR REEER. F 
面 我 们 用 上 述 定 义 的 带 Skolem- 通 数 符号 的 语言 来 证 明之 . 

8.1.11 SRE 4%, 是 经 .的 带 常 元 集 C 的 Skolem- 片 段 ， 
DES, 的 任意 有 效 性 质 ( 和 参见 2. 1. 14) 使 得 TSD, 则 对 Hy 
的 任意 公式 3 xplz, 训 ,Cm) ,下 列 句子 0 

VIL Arr Fur Oud QF Gar En) Ds Em)] 

FED PLE P F BA rela Yuin) A) ee et 

证 明 : BE 了 sw 的 定义 ， 
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Var ml DATs Vat POOF Pat) + Inta) LET skoen ED- 
据 公理 4 和 分 离 规则 以 及 DD 的 性 质 , 易 见 zED. O 

假设 My 是 片段 ,C 是 新 个 体 常 元 集 . 我 们 用 My (Cope 
C 的 有 穷 个 个 体 常 元 代入 Sn 的 公式 得 到 的 所 有 代入 特例 组 成 
的 片段 ， 

La (C) = (Ee /En) HE) E Lp EC, nw). 

8.1.12 3| 4 Sy, BMA ICH C, 的 Skolem- &.C 
是 新 个 体 常 元 集 , 则 Sy, (CEH OC, UC 的 Skolem- BE. 

证 明 ; 据 定义 直接 可 得 ，[] 

下 一 个 定理 说 明 , 就 模型 存在 而 言 ,我 们 把 自己 限制 在 
Skolem- 片 段 和 Skoiem- 结 构 上 不 仅 不 会 失去 什么 ;反而 大 有 收获 . 

8. 1.13 定理 $2, 是 红 -. 的 片段 , 则 存在 红 的 膨胀 语言 
L 使 得 人 "包含 下 列 性 质 的 新 消 数 符号 : 

(1) G LZ =(AE/ 8.) PRIDE Ly n<a,t, RL" 的 项 }， 
则 & 5 是 Skolein- 2 BE, IZ a |= | Za |, Hf — Skolem- WA 
号 在 SY 一 2 th, 

(2) 多 的 每 一 结构 有 一 相对 & a 的 Skolen- AK A". 

(3) 着 Me. 是 可 容 片 段 , 则 我 们 可 以 定义 语言 SBM 上 的 
A, AE 机 是 3z9p(z, 训 ) 的 哇 - 递 归 函 数 ， 特别 地 ,Ts 是 
Z nhy M-E HRC R E k 10. 1. 19). 

证 明 : 令 语言 LOL, Ly Zp USS 的 每 一 公式 
Aza.) EP >, RARER. RRS FLAS 

且 令 Soy"? 就 是 如 此 得 到 的 片段 (参见 8. 1. 1). 

FL SULT RIL = US a. 据 这 样 的 构造 2) 是 
显然 的 (参见 8. 1. 5)， 若 我 们 有 诸如 (17,3 x9) 的 表达 式 ( 参 见 1. 
1. 27) 对 F,,, 进 行 编码 , 则 (3) 也 是 显然 的 ， 口 

下 面 我 们 引入 超 有 效 性 质 (supervalidity property) 的 概念 
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8.1. 14 EX Ê Lp 是 带 常 元 集 C 的 Skolem- 片 段 、 称 L 
的 有 效 性 质 D 是 9, (或 更 精确 地 说 ,是 (2 COM BARBER 
S Tekem =D 且 下 列 析 取 规 则 成 立 : 

VOR Sy 的 句子 且 VSED > 存在 GEOR GED. 

这 个 析 取 规则 使 超 有 效 性 质 较 之 普通 的 有 效 性 质 有 很 大 的 不 
同 . PS, CE Sey 的 所 有 超 有 效 性 质 的 交 不 再 是 超 有 效 性 质 ( 对 ， 
FR 2,1.21(2))， 下 一 个 定理 将 说 明 析 取 规则 倒 底 有 多 强 . 

8. 1. 15 引 理 S Za 是 带 常 元 集 的 Skolem- 片 段 ;D 是 Ss 
A FTE BF T spot =D » Ml] D FE AAEM o D 是 完全 的 ( 即 
对 Sy 的 每 一 句子 ED RIVED). 

证 明 : 假 设 D 是 超 有 效 性 质 . 因为 Sy 的 所 有 公理 都 在 D 中 ， 
BEA OV 一 $yED, 因 此 据 析 取 规则 ,gED 或 -zpED， 反之 ,假设 D 
是 完全 的 ,YB 是 SM, 的 句子 且 VY BED， 若 对 每 一 pEb, gAn, 
则 对 每 一 PE 下 ,一 PED, 所 以 据 有 效 性 质 的 合 取 规 则 ， 

A (>¢:g€ SS ED, 

但 这 个 句子 就 是 一 V S.A V SED. 因为 D 是 有 效 性 质 ,所 以 
它 不 能 把 VS I VP REA EW CK. FE. 因此 对 某 个 PE $B， 
ED. D 
注意 : 若 D 是 Sy 的 超 有 效 性 质 且 ADDIE Sy Ml 
PKD ED & Yp) ED. 
(其 实 D 是 有 效 性 质 就 有 上 述 等 价 关系 . ) 因 此 口 由 它 的 元 素 确 
定 . 

8.1.16 定义 SAE Skoem-H BE zy BED RIAD HY 
Skolem-24749 ,由 A 给 定 的 超 有 效 性 质 Dy 定义 如 下 : 

Dy = (PDE My, A E Yp). 

说 明 : 据 2. 1. 22,Ds =a. 显然 Dy BS, 的 超 有 效 性 质 . 若 
句子 96S, 在 所 有 超 有 效 性 质 中 , 则 它 在 所 有 Da 中 ;因此 它 在 
Sy 的 所 有 Skolem-2479 PA. 这 就 给 出 下 列 定理 平凡 的 一 半 ， 
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8. 1. 17 Skolem -片段 的 弱 完 全 性 定理 (Barwise,[1975]) 
令 Sn 是 带 常 元 集 C 的 Skolem- 片 段 ， 
O D Sy 的 句子 pg 在 a 的 所 有 Skolem- 结 构 中 真 它 在 
Sy 的 每 一 超 有 效 性 质 中 . 

(2) 令 了 是 2w 的 理论 ,8p 是 Zan HAT. 则 gp 在 每 一 是 的 
模型 的 .Skolem- 结 构 A HA © pE sf 的 每 一 超 有 效 性 质 D 中 
真 使 得 TCD. l 

WEAR: 4 T= Set. OREO. 

证 (2):“<=” 的 证 明 直 接 根 据 本 定理 前 面 的 说 明 . 

一 ”的 证 明 的 大 部 分 工作 已 经 在 色 -- 的 可 数 片段 的 模型 存 
在 定理 4.3.6 的 证 明 中 做 过 了 . 这 里 我 们 把 “一 ”的 证 明 分 成 下 面 
两 个 引 理 ,这 一 方面 是 为 了 使 证 明 更 加 清楚 , 另 一 方面 我 们 在 后 面 
还 需要 其 中 一 -个 作 他 用 . 

请 比较 下 面 引 理 和 4. 3. 2 关于 《co,w)w- 一 致 性 质 的 关系 . 

8.1.18 Vy DRUBBEL 

ZL ENH MERITS Lp 是 SER By 
的 任意 满足 下 列 规则 的 句子 集 三 有 模型 ， 

一 致 规则 :车 多 是 原子 名 县 PES, Ml ope S. 

TEAN: #—pE 2, 则 pred. 

合 取 规 则 1; 若 信 BEE, 则 对 所 有 pE, pE. 

RM: BV SETHE PED GES. 

全 称 规则 : 若 Yzp(x)E 3, 则 对 5 的 每 一 闭 项 tp(zAt)ES， 

FEAM AJANEEN A HEPA te 2/t) Ed. 

FAN HSMP AAR Ale: 

车 hE ES, M 2,22,E 5,8 
E $41) ,tt EF, pi /t,€ 3. 

证 明 : ,我们 知道 9, 的 可 数 片 段 的 模型 存在 定理 4. 3.6 的 证 
明 也 分 成 两 个 阶段 . 第 一 阶段 是 构造 具有 上 述 性 质 ( 加 上 某 些 其 它 
涉及 人 的 个 体 常 元 的 性 质 ) 的 句子 集 5s, 第 二 阶段 是 从 这 样 的 句子 


“3125 


集 构 造 模型 ,这 个 阶段 就 构成 了 本 引 理 的 证 明 … 口 

8. 1. 19 另 一 种 形式 的 n DERRER G 经 wm 是 带 常 元 
集 C 的 Skolem- 片 段 ,D (yg COMM AACE, FED Pay 
的 集合 , 则 SHE Sy 的 某 个 Skoem- HH FC. EID 有 模型 ， 

证 明 : 因 为 D REE BEI RPA Tyan =D OD Oy PES 
的 任意 模型 是 Sy, 的 Skolem-44 44) , FPA FR TS EAA SAE 8. 
1.18 的 诸 规则 .因为 D 包含 2.1. 34 的 公理 1 一 6 且 在 规则 1 一 3 
下 封闭 ,所 以 除了 析 取 规则 和 存在 规则 .其 它 规则 的 验证 都 是 例 行 
公事 .又 因为 关于 三 的 析 肥 规则 可 以 从 关于 呈 的 析 取 规则 中 推 
出 ,所 以 剩 下 只 须 验 证 存在 规则 ， 

Hitro, fC DHE 8.1.11, 对 适当 的 函数 符号 下 ， 

[3zp rt AFCE,) CITES. 
所 以 GF CE) EDES MAE EFEN ER. O 

AEREA RKE 8.1. 17 C20”. TUT koem Fe 
我 们 要 证 若 D 是 超 有 效 性 质 使 得 TS:D, 则 BED, 假设 8&DD, 则 据 
8. 1. 15 ,一 9 各 D, 所 以 据 8.1.19. RNA TU ioe} 的 一 个 
Skolem-#4 W , FG. [| 

下 面 我 们 用 一 有 意思 的 结果 来 结束 本 节 , 此 结果 允许 我 们 先 
构造 超 有 效 性 质 , 然 后 据 弱 完全 性 定理 ,得 到 令 人 感 兴趣 的 模型 . 
这 通常 给 我 们 以 区. 的 普通 紧 致 性 定理 的 效果 . 

任 给 带 常 元 集 C, 的 Skolem- 片 段 sw Mar Hoc CL 的 
Skolem-} BES, ,我 们 用 (2 1 Cr) CC Ly ,C1) 指 称 车 Sy CS 
Sy CSC, A Fy, EIR Yq 的 3zp(z, 方 ) 的 Skolem- AF 
号 , 则 它 也 是 指派 给 A, 的 3xg(z, 习 的 Skolem -函数 符号 . 

8. 1. 20 <p - 链 并 引 理 (Barwise,[1975]) S I ERATE MIE 
WR, MB CT, Sy 是 带 常 元 集 C; 的 Skolem- 片 段 , Di 是 
(LO 1C,) 的 超 有 效 性 质 ， 设 对 所 有 (ETB <<, 
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Cr OOC O: DED, 
令 Le =Ux? co =UC.D..= UD, 则 是 带 常 元 集 CW 
Skolem- 片 段 且 D- 是 (2 2 Co ) 的 超 有 效 性 质 . 

证 明 : 简 单 验 证 8. 1. 10 就 能 证 明 经 。 是 带 常 元 集 Co 
Skolem -片段 ,所 以 (sw Co) H Skolem- 理 论 是 诸 ( 经 所 ,Ci) 的 
Skolem-_ 理 论 的 并 ,因此 (经 ，,C-) 的 Skolem -理论 包含 在 D。 中 . 类 
似 地 ,se ， 的 公理 1 一 6 也 都 在 Ds 中 ， 对 规则 1, 规则 3 和 析 了 到 规 
. 则 的 验证 是 例 行 公 捉 ， 这 里 ,需要 说 明 一 下 的 倒是 合 取 规则 

HADES, 且 对 每 一 gE,pED。, 下 证 人 BED。， 选择 i 
ASCH) RENERE eC H,pED,, AIM ASEO,SD... 
假设 断定 不 成 立 , 则 SHEE p =p) & D, AYP) & D,- 
据 8. 1.15,D, 是 完全 的 ,所 以 一 Yz.9(5.) ED. 但 因为 o@,) EDan, 
所 以 对 某 个 >i p) ED A EYD) ED, AA DED, FAL 
rA AN PD,) ED;, 而 这 与 有 效 性 质 D; 的 一 致 性 矛盾 O ; 

对 8.1.20 的 所 有 己 知 的 运用 都 是 从 下 面 非常 特殊 的 情况 中 
得 到 的 , 它 揭示 了 个 体 常 元 在 Skolem- 片 段 中 的 作用 . 

8. 1. 21 特殊 形式 的 5 y- 链 并 引 理 邻 Sm 是 Skolem- 片 段 ， 
C= {6:0 之 x 之 w} 是 可 数 新 个 体 常 元 集 , 对 其 中 每 一 x, D, 是 
Lg (En) HEA AER, BX <m,D.SD。,D- 一 _U Da M 
Dw 是 Me (COMA REM. 

证 明 :对 nm (So CE} EnEn Cen), Ea 8 
此 据 8. 1. 20 立 得 本 引 理 . 口 

说 明 : 本 节 诸 结果 的 广泛 运用 将 在 后 面 有 关 章 节 中 出 现 . 


4 J 
8.1.22 SM BY MYA. MCH). 证明 8.1.1 给 出 
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的 公式 集 My EM 上 的 A, 而 且 To 的 公理 集 也 是 哇 上 的 A. 

[注意 : 一般 地 说 ,车 Ge ROY -符号 的 一 阶 语言 ， 则 2 
RLLNM BORER | 

8.1.23 $ Lan 是 5 的 片段 , 且 对 ac By A Ky Ay. 证 
明 对 所 有 B<7, 

Mg (UM) 

8.1.24 Q Ln 2S RICH Skolem-HB.A,B 是 
”Seo 的 Skolem- 结 构 ， 证 明 . 
ATV A<, V. 


8. 1. 25(¢27.... 4 A Bt F-Löowenheim-Skolem- €) 
令 Ly BS, KRSS Lal US AXA, sS 
|Al.|X|(<6. ERFA B 使 得 
下 <v A, |B8|=$, XCB. 


8 2 用 不 可 状元 构造 结构 


A. Ehrenfeucht 和 A. Mostowski 在 其 [1956] 最 早 提出 不 可 辩 
”元 的 概念 ,他 们 证 明了 每 一 一 阶 理论 有 一 个 包含 无 穷 多 个 不 可 辨 
元 的 集合 的 模型 ; 若 理论 了 有 无 穷 模 型 , 则 任 给 序 型 a, T 有 模型 
AERA 包含 序 型 为 a 的 不 可 状元 集 ， 从 那 时 起 ,关于 不 可 辨 元 
的 技术 已 被 证 明 对 构造 具有 各 种 不 同性 质 的 结构 是 相当 有 用 的 . 
例如 ,用 来 证 明 向 _-Léwenheim-Skolem-# Æ. 

本 节 主 要 引入 不 可 辨 元 的 概念 ,证 明 相 关 的 基本 定理 及 其 直 
接 推论 。 对 它 的 许多 重要 的 运用 将 在 以 后 有 关 章 节 展 开 . 

8.2. 1 定义 SUE... ARB XCA, RINK X +z 
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成 的 于 "的 子 模型 是 中 "中 天 的 Skolem- 包 , 且 用 HulCX,% ) 来 
指称 ， 涛 不致 造成 混乱 MA Hull(X)? 来 表示 Hull (X, A" ). 
ULAR. H X WH Skolem-f] BRB BVCU MB REX 
Lo 的 Skolem- 函 数 下 封闭 的 集合 . 
SK, <<) RA RIA a ee CX RAR noen EX 
Aare, TR aoe <a, EX BY OH) BIS n 元 组 . 
8.2.2 EM 
Ly hy FES HRA EE SH OX ARE XGA, 
C1) AX. OREA DS, POTRE © 对 任意 nco 和 
任意 两 组 <<a yoy, EX, 
AiE UF), 
BR n TEA SEA RKA Soy 的 相同 的 型 . (实现 和 型 的 概 
念 在 普通 模型 论 意 义 上 理解 ) 
(2) #U=(A,U,-) MRA ORS 中 )U 上 的 
Sy PUREE o IA A RR Un CU 和 所 有 acer, 
PELE X, 


(A slim En) Hee, A sm » Ya) 


注意 ;:(1) 上 述 (2) 实 际 上 是 (1) 的 特例 ， 因 为 车 我 们 令 A= 
《4,U,…) 是 Hy 的 结构 ,C 二 {1C,;uEU} 是 新 个 体 常 元 集 ,六 ,一 
CW 0) cyte UM Sy (C)- 结 构 的 典范 膨胀 , 则 
XODA A POW 上 的 La TTAR 
SX ORA, Sy (C)- THAR. 
Cl) 据 上 述 定义 ,这 里 的 序 关系 在 A 上 不 必然 有 定义 ， 
CB) 据 8.1.5 和 练习 8. 2. 10, 有 
HUX, AU Ky 


Ya 是 可 数 时 , [Hull X) =w |X|. AERA ORA p 
的 不 可 准 元 集 , 则 它 也 是 HulltX) 的 不 可 状元 集 . 
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8.2.3 定理 ONS. -初等 谋 入 定理 ) BRA ,下 EL- 
可 数 片 段 Ln HT anh ARR, A OAY OENB 
中 两 个 Zg PRCE, AX AY 中 的 有 穷 递 增 序列 实现 Sy 
中 相同 的 型 , 则 从 (天 ,天 ?到 (7,< 中 的 每 一 单 射 了 能 够 唯一 地 扩 
张 到 从 Hull X20" ) 到 Hull CY, BOO FHRA 六 
(2) Fo, -伸缩 变换 (stretching) 定 理 ) SM fe L. o ABH 
Lon 的 Tau 的 模型 ,(X,<) 是 % 中 (基数 ) 无 穷 的 经 wm- 不 可 状元 
集 ,(Y,<) 是 任意 无 穷 线 序 集 , 则 存在 结构 B" 使 得 (了 ,< 是 见 ” 
的 比 w- 不 可 辨 元 集 , 且 XX 和 Y 中 的 有 穷 递增 序列 实现 相同 的 型 
特别 地 ， 


=, 站" 


证 明 ; (1) 我 们 可 以 把 Hull(X) 中 任意 元 素 a 写作 amta), 
其 中 上 是 经。 中 的 项 目 < …<zr EXO. RRS 和 是 
任意 两 个 项 使 得 (Cz) 一 t: (元 ,), 且 是 (Y, 达 ) 中 任意 递增 元 
组 , 则 据 假设 , ,> 和 (3,) 实 现 相 同 的 型 ,所 以 (3,) = te) 因此 
存在 函数 :Hull( 久 )->Hull( 站 使 得 对 所 有 个 变 元 的 项 :和 所 有 
BY <<, EX, 

F(Z) = tf (ay) of Can): (8. 1) 

Kon te Ln HAR, ån € Hull X). Kf i= 1,0 mm BE a, 
=14%,) HP a<-- <2, WE PASH RP a 是 些 新 变 元 ， 

Hull(X) F gd, ]» 
Hull CX) F pCt Gin) sert ote (i) Is 
Hull (Y) F GC; Gin) °°? stm OLS Card ses Sa] 
Hull CY) F gL fla) sts f Can) ]. 
这 就 证 明了 子 是 初等 嵌入 .因为 任何 把 了 扩张 到 一 初等 嵌入 必然 
满足 (8. 1) 晶 了 是 满足 (8.1) 的 仅 有 的 扩张 ,所 以 f 是 唯一 的 . 
(2) $ Term 是 Sy 中 所 有 项 的 集合 ， 设 i(D) tH) E 
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Term, RT hot S 对 任意 aie <r, EX, EW 中 
ty Tn) = ty (Zn). 
Fal Enn 的 等 价 类 , 且 令 

B= (G0) 1G) € Term FvG@, CB ny EY). 

下 面 定 义 辣 上 的 等 价 关系 一 . > tyes yd at! Cer we 
BHP tlosa) t Gev d E Term. FWY. <<), 
所 以 这 些 y 和 yi BY EAP CY < PENR EY mm e Lra PE 
a E E a E: ETE | ce 
v, 分别 置换 : 各 中 的 本 ,vw FA ol oct oo o PIM to CUm) 
F to ors sm) ; 则 我 们 定义 之 如 下 : 

ECM ttt syed et! yy) S to~th. 

BR. KA~ft BAMA, PES Bee. AWE: 

TRU tC yr oct snd ot” Cy ete x) EB mw EY, By = 
Woy =w, M v, $ v, TALE e y, Fo y AFH) ty Coss vy) 
ti (Wy errr st) M] ty~th S Cy eres yee! Cy sett ya). (8. 2) 

对 (8. 2) 的 证 明 : 我 们 注意 到 (8. 2 和 < 的 定义 之 间 的 差别 在 
Pozi ,zm 是 包含 那些 y: 和 关 的 最 小 序列 ,而 ce <<, 则 是 
任意 序列 . 因为 X 是 无 穷 的 ,所 以 我 们 可 以 找到 2) << z, EX, 
TRE to ~to o W IE S HI E N to 《zis xm) = te! Cais 9 Em) HEB 
(KOAH, 

tol Lart Ean) = to lay, ro Lq Ds 
其 中 请 g 被 定义 使 得 
《Zi sEm) == Ug 9 Wy 》 
[E i Cæ rttr Ep) ty Coty, 910 Bq Doth Cag Ep) =E (zs) 
所 以 
tri p) 5E CT Tp). (8. 3) 
据 ‘XX, 二 ) 的 不 可 辨 性 , (8. SX, OA TY p 元 组 都 成 
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立 , 因 此 所 ~ 志 . 把 上 还 证 明 倒 过 来 ,也 能 证 明 六 一 站 > tot TR 
证 明了 (8. 2). 
兰 的 传递 性 易 从 (8. 2) 得 到 . 
令 B= {ax E B) ,其 中 心 是 za 的 二 -等 价 类 . 我 们 把 每 一 y€ 
Y $A ty). Hr BAH v 构造 起 来 的 项 ,从 而 把 Y 作成 
B 的 子 集 ,由 (8.2) 可 得 
Mt EE ayo aE BER m<w, HEA t Gnd ort y En Gn) 
€ Term 和 yal Lyn EY 4È {F a=b mn) r aum En Hin awe 
| (8. 4) 
ttm Fe RRA. RAPA. PAA B 构造 oy 的 
AAB, 
B? FRO, mda sta a)n) 
SW ERG Ads stn Ea) MAA Leeann E X. 
(这 里 用 民有 既 表 示 久 "的 关系 ,又 表示 路 " 的 对 应 的 关系 是 不 严谨 
的 ,好 在 细心 的 读者 不 会 摘 错 . ) 
Gt, Gana st Bn n= [Gy Bad 9°°° sty Ge) Gnd 
(这 里 用 CRA 召 上 的 函数 ,又 表示 Se 中 对 应 的 符号 .) 
每 一 个 体 常 元 cESem 用 站 中 的 c- 来 解释 ， 
可 以 验证 ,上 述 定义 不 依赖 ~- 等 价 类 的 代表 元 的 选取 . 
施 归 纳 于 公式 的 复杂 度 , 易 证 : 
Y 中 一 递增 元 组 在 叹 ' 中 满足 SS 的 公式 IG) 
© 司 久 中 每 一 递增 nn 元 组 在 外 中 满足 OG. 
注意 :在 此 Skolem- 函 数 只 用 于 8 形 如 Yzxy 或 3zxy MR. 这 
样 ,我 们 证 明了 Y 是 只 "的 不 可 辨 元 集 , 且 X 和 YY 的 递增 元 组 实 
Rs PAA. OC) 
注意 :在 上 述 证 明 中 ,外 "也 是 了 的 Skolem- 包 . 
8. 2, 4 推论 FS, 是 和 .的 可 数 片 段 ,了 是 Skolem- 语 言 
So 中 的 理论 . ST AREA 使 得 区 ET. AM 有 一 个 无 穷 
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La MIRTE MT BEEREK. Ty... HERA 
35 AN BY Bec eX, OHRA A, Hul, M ) 有 任意 大 基数 的 
初等 扩张 外 "使 得 Aull X.A")<_- Ea 
WER: RAT RI RRA, OREX, <S 
(Y,<.). RGA 8.2.3. 口 
定理 8.2.3 可 以 概括 到 全 … 的 任意 Skolem- 片 段 上 ， 
8.2.5 定理 
(1) 《人 .a- 韦 等 嵌入 定理) WN BV eH. ER 
的 Skolem- 片 段 Lm 的 了 sm 的 两 个 结构 ,不 ,< 和 《7，<<) 是 
区 ,路 “的 两 个 a PARTER H A mY RAAR RATIA 
现 La PARKA, WAA, ORY, <<) R S e 
唯一 地 扩张 到 从 Aull X, A OR Hull(Y ,8') 中 的 初等 杠 入 产 
(2) (4... BRED) 令 My 是 带 常 元 集 的 Skolem- 片 
BA Ean 的 Skolem- 结 构 , (X,<O FE UPR Sy -不 可 状元 
集 , 则 对 任意 无 穷 线 序 集 (了 ,< ,存在 Ha, 的 Skolem- 结 构 吕 使 
DY, OBB’ 的 红 y- 不 可 辨 元 集 ， 
D noL EX H yy EY, Wl) 
M2), (BG) 
© 特别 地 ,181 之 !Y| 且 = B 
证 明 ;(1) 的 证 明 类 似 8. 2. 3(1) 的 证 明 . 
(2) 4n=0H ORED. AX So 的 互 不 相同 的 个 体 常 元 
在 这 个 证 明 中 不 起 任何 作 几 ;所 以 我 们 只 很 没 Sy 是 Skolem- 片 
段 . 令 C={c,:yEY} 是 新 个 体 常 元 符号 集 , 构 造 La (CN 8. 1.12 
前 , 则 据 8. 1. 12, Zy (C) 是 带 常 元 集 C 的 Skolem- 片 段 ， 
我 们 定义 Sy OHRA RD 如 下 :因为 Sy 的 任意 公式 能 
写作 下 列 形式 ， 
Da Une [ly ssUntm/ Cy)» (8.5) 
其 中 以 过 之 yan EY, 所 以 (8. DED S WEP 1, <<a, EX, 
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(MZ EVE ey, HP x: MH c,. (8. 6) 
下 证 : 
DŽ a (C) 4 RARE. (8.7) 
车 (8. DERAM, ERE OR AS. 5) ED. Fie: 
Knsi VED > +GG,.¢, ) ED. 
假设 不 成 立 , 则 我 们 有 
A Em) 上 VE， (UE) EWI mT Ew)» 
HP ye ane, ez, EX. RHA, <A AR EE 
ig. 
下 面具 验证 超 有 效 性 质 的 析 取 规则 ,把 其 余 几 个 规则 的 平凡 
验证 留 给 读者 . 
设 DEn = VD E Lg OWP EED, WA, Za) H 
VE ARET gE 名, A, Zn) F 9 ,所 以 gED, 因 此 D 是 超 有 效 
性 质 ， 


下 证 : 
É PDA Z GRAD ney yi ee LEY, M Sy 
ay 形 如 Key, aed ly OMe, ene cy ) 的 公式 在 D +. C8. 8) 


《8.8) 的 证 明 : 为 了 简化 不 妨 假设 是 Av. svn) A 

My MN 

先 按 序 关系 过 排列 (Y ,过 ) 中 的 这 些 元 素 ， 例 如 假设 
fh Ah = VS 

在 这 种 情况 下 只 有 5 个 元 素 . + 

PEU rtt Us) = POU UV GT UVa) s 
对 某 些 a <i <r EX ERARE, 
| pi F dz tits) UF ERES » Xs ]. 
因此 对 mner EXA p glirina] H D 的 构造 ， 
Key n ZO cy Cy rey) ED. 
这 就 证 明了 (8. 8) (的 一 个 典型 例子 ). 据 弱 完 全 性 定理 8. 1. 17, 我 
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们 得 到 D HAUB a, Jer 因为 对 yéy ,一 (cc ED 所 以 我 
们 可 以 把 a, 等 同 ,因此 见 就 有 (2) 的 性 质 四 和 四. O 

上 面 我 们 给 出 了 5ew- 不 可 辨 元 , 且 证 明了 与 之 相关 的 基本 性 
M FEL ,我们 还 可 以 把 不 可 辩 元 的 概念 扩张 到 无 穷 量词 的 语 
言 , 证 明 丝 .的 不 可 辨 元 的 存在 . | 

8.2.6 定义 令 玫 是 有 可 数 多 个 关系 .函数 和 个 体 党 元 符号 
的 语言 ,中 是 2 的 结构 ,4 是 无 穷 正则 基数 , 称 所 的 有 序 子 集 六 
是 区.- 不 可 状元 集 > MX 的 每 一 基数 <<4 的 子 集 Y 和 任意 保 序 
FH h:Y>X, 

(Ay) y= C8 ACY) ,er- 

车 Lok RAR Cals. BG e R A ERY 
我 们 可 以 类 似 地 定义 Sw FRO] PRTC. 

令 工 是 纪 。 .的 可 数理 论 ,我 们 知道 存在 可 数 片段 Sa 使 得 了 
Cla 下 面 我 们 只 考虑 这 样 的 了 和 Sm 使 得 tw AEH eR 


ASAT AS My 的 所 有 定义 Skolem- 函 数 的 公理 . BRT Ra 


任意 序 型 的 和 -不 可 状元 集 的 模型 的 必要 条 件 是 7 有 任意 大 基 
数 的 模型 (参见 8. 2.4), 下 列 定 理 说 明 这 也 是 充分 条 件 . 

8. 2. 7 定理 (P.C.Eklof [1970] ) S TELS 使 得 了 有 任意 
大 基数 的 模型 . Fp 是 任意 序 型 , 则 存在 工 的 模型 所 使 得 所 有 一 
序 型 为 的 和 芯 -- 不 可 状元 集 - 

TEAR: AMIE) pe | SA BAS x 之 4, 则 SW RT RAR 
不 可 辨 元 集 . 设 A— 8... AA PERKA XC IL K. Kuratowski 
和 Mostowski 的 [1968],pp. 334—338. ) ,所 以 只 须 证 工 有 模型 A 

.使 得 XTA EFM LRR 11.1.7) 的 La FRY RR. 

假设 工 的 模型 对 sy 的 所 有 公式 有 Skolem- 函 数 . 因为 了 有 
任意 大 基数 的 模型 ,所 以 据 8. 2. 3(2) ,存在 了 的 模型 % 包含 序 型 
为 加 的 nm- 不 可 辨 元 集 .不妨 假 设 半 二 Huli(X). FE X We 
A 中 的 S.A RICH. SYK MERAS Noh: YX FER 
序 单 射 , 旦 I 是 气 的 任意 子 结构 3.3. 的 所 有 下 列 则 构 的 集合 : 
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了; BB, 

W YCB, f Y=h, HFE U UX {R ]U, | <à, B= 
Hull U,),B,=Hull UH f NU, BAU, 到 ;上 的 序 辣 构 . BS 
%, = Huli(Y) .B,=Huill ALY) UAE HK AAS £3 SB, 
At A. 下 证 1 有 下 列 back and forth- 性 质 ( 关 于 这 个 性 质 及 其 
对 无 穷 逻 辑 的 大 量 运 用 ,我 们 将 在 下 央 用 两 章 的 篇 幅 详 细 讨 论 ): 

对 所 有 CLA RICCA HEE SECLABS ,fiEI 人 使 得 
FEF FCS; CEDom(h) CERan( fs). 《8.9) 

(8. 9) 的 证 明 : 假 设 f:B,=B, HEI PLA UU, 如 工 的 定义 
中 所 规定 . 任 给 CCA,!1C| <A, MEE DCX, | DI <A, ff CS 
Hull(U; UD). 显然 为 了 证 明 (8.9) 所 要 求 的 A 存在 ,只 须 证 明 我 
们 能 把 满 射 序 同 构 ftU,: UU, 扩张 到 序 单 射 : U1UD>X- 不 
妨 假设 DNU =O, RINK XD EASRKA~M FP: 

zy OS chr yA U 的 同一 个 基业 (cut)， 
把 DD 和 写作 下 列 两 两 不 相交 的 等 价 类 De( 其 中 ECD 
D= UDs- 
WHE E<, S U I AUBA? Ac<De< Be, $ R 11.1.7). 50 
JUA < STB]. | STAT |<a HIB]. 因此 若 
. Ee= {1E X: fl Agl<x</LB:]}, 
则 Ee 是 qE 因此 存在 由 入 ge: De Ec. 定义 fiU UD>X: 
fila)= oan | 车 IzEU; 
gz), Bred. 

这 就 给 出 我 们 所 要 求 的 /的 扩张 f- 

类 似 地 我 们 能 够 证 明 存 在 扩张 了 的 f; 使 得 CCRan(f;). 

施 归 纳 于 给 的 公式 ,从 (8. 9) 易 得 

A, yyer =a AA ser O 
-HA:C ) 车 假设 GCH 成 立 , 则 上 述 证 明 就 变 得 简单 得 多 ， 

.因为 存在 苦 数 为 汽 . 的 p- X. AEE hY AX PRP BBY 
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<A, A BET SEA RS XX. aS 
(HU ,yy AOD yey- 
CI) Gas, AAS lel Wie WWE bbe pa Wh 
之 具有 下 列 性 质 : 
(2%,  #a=ß+l; 
MI-1>aw， 若 “是 极限 序数 ， 


在 结束 本 节 前 ,我 们 来 看 不 可 辨 元 方法 的 一 个 运用 , 即 用 不 可 

辨 元 构造 集合 论 模型 的 真 终端 扩张 ， 
“下面 我 们 用 ZEL 指称 
ZFU {可 构成 公理 (the axiom of constructability)}. 

给 定 结 构 多 一 (AM ,5 其 中 五 是 二 元 关系 ， 据 0.6.2, 我 
Naw N= (NF. EM 的 真 终端 扩张 ONE M AT 
张 且 对 所 有 bEN MacM,  bFa, A b6EM. 

8. 2. 8 定理 (Keisler # M.D. Morley,[1968] ) & M & ZF {H 
可 数 模型 , 则 对 有 任意 大 基数 的 初等 真 终 端 扩 张 ， 

证 明 : 为 了 简单 ,我 们 在 此 只 证 下 列 特例 ; 

EMA ZFL HTK WM 有 任意 大 基数 的 初等 真 终 问 
ak. 

H aE M ABDI Aa Sc. BM 的 语言 Sw), A 
构造 M, MF: - 

Mi =M, E.a acm: 
ARM, AIR. OP RP LK COA D= id, 
indy eS RIB SS. 4 ORE 

{9 pE Sent (L MF gh U (vz V (rE errr =e) a EM; 


; (8. 10) 
RE O RLaR TREM, 是 旭 的 模型 . 令 三 是 由 下 列 句 
子 组 成 的 集合 ， 


“324° 


“RRAK”, 

d:Edj， 其 中 Kju, 

Odi, setadi, Od, se sd ); 
其 中 Cy, az) 是 L mt 8) ACE, stp A fis to fp) PETE TE IF 
Wl. 下 证 : ce a 
GUS ARR. (8.11) 

(8. 11) 的 证 明 : 据 SKA EE, RARE Soa 

的 Con;w)- 一 致 性 质 S R SHOUA MAA pPCOUS sES, 
sU {g} ES， 定 义 S 是 乡 。。 的 所 有 有 穷 句子 集 : 的 集合 使 得 


(1) 每 一 o€s 或 是 乡 .的 句子 ,或 是 下 列 集合 中 的 句子: 
(VeV (rEerzr=e):aEM) 
U V [世人 
《2) 5 只 含有 穷 多 个 cEC 和 dED, 例 如 s 可 表述 为 
s=sEnsd,)3 
GIM, F Va Arla RRR ck AREA |x| =e 
AV BE 2B <1 <8, dik, A sims Bnd) Ie 
我 们 来 验证 $ 是 (ww)- 一 致 性 质 , 非 平凡 的 步 又 是 对 (C4) 的 
验证 ,而 它 可 以 化 归 为 对 下 面 两 个 命题 的 证 明 : 
MCEe rc €s€ES => 对 某 个 bEa, {cE ece) UsES. 
| (8. 12) 
PV PESES > sUIP ES MsU GIES. (8. 13) 
对 (8. 12) 和 (8. 13) 的 证 明 , 我 们 要 用 到 在 模型 Dt 中 成 立 的 
Prdos-Rado- 定 理 ( 参 见 Keisler [1971 ] ,p. 75). 
RICER. 12) 的 证 明 : 假 设 (8. 12) 的 前 提成 立 ， 令 a 是 骂 的 个 体 
域 My 中 一 基数 且 
M, t y=, ael). 
对 某 个 yE M ,用 7Y,y 置换 条 件 (3) 中 的 a,z; 则 (3) 成 立 。 据 在 M 
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中 成 立 的 划分 关系 《参见 9. 3- 17(4) 一 (5)) 
Y— (a) > 

对 某 个 bEa, H sU {cEe>c 二 =e} 置换 条 件 (3) 中 的 5, 则 条 件 (3) 对 
a WL, A E 

M, F Va 363xLa 是 基数 ->bEcs 作 Xz 是 序数 集 A |x| =e 

AYELL pAn A s Gin Bad 
A (Cu; E erru; =e) ) j, 

Ep csa MM 中 成 立 的 置换 公理 模式 ,我 们 可 以 固定 元 素 bEa 
使 得 6 独立 于 上 述 公式 中 的 ,因此 sU {cE ece} ES. 

对 (8.13) 的 证 明 也 类 似 , 只 是 涉及 两 个 部 分 而 不 是 1a| 个 部 分 
的 划分 ， | 

这 样 我 们 证 明了 S Elo ,ww)- 一 致 性 质 ， 显然 sZ 的 任意 逻辑 
真 的 有 穷 句 子 集 属于 S, 所 以 S 隆 入, 若 sES H vEO, MA A M, F 
8; 斯 以 sU {gy ES， 为 了 证 明 ， 

sES H gE E => sl {pesS, | 

我 们 须 再 次 EHEM 中 成 立 的 Erdös-Rado- E. 这 里 证 明 的 细 
节 类 似 定理 13. 1. 1 证 明 的 最 后 …- 部 分 ， 由 此 我 们 证 明了 (8. 11). 

Rik CUS 有 下 列 模型 ， 

V = (By dy rda) =(B,F ,ed rdis Jaga 
则 相对 和 区, 带 有 自然 序 关 系 的 集合 (das:,…} 是 由 中 一 无 穷 不 
Asc. AH UE ZFL, ARYA B=( BF) EZEL. 因为 ZFL 中 存 
在 论 域 上 的 可 定义 良 序 ,所 以 中 有 Skolem-fBAK BEAR L "的 
每 一 公式 y, 存 在 S 的 公式 9p 使 得 多 Feed. AIM di dis SE 
下 列 模 型 中 是 不 可 辨 的 : 
| g =(8" se, Jaca 


See. EL. AAT KER FERRA Y = REE 


RY OLR HAH CPEB ME 实现 经 "中 相同 的 型 ， 
因此 B HCE sca ee 中 相同 的 型 . 尤其 ,因为 遇 上 @, 所 以 我 们 有 
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C EO. 据 @ 的 构造 ,这 意味 人 MU 的 一 初等 真 终端 扩张 . 因为 


Cw YAR MU CARA IY=. O 
说 明 : 当 中 是 ZEC 的 可 数 模型 时 ,上 述 定理 也 不 难 证 明 , 只 
BARGE R. M: Solovay 用 力 迫 法 构造 证 明 的 下 列 引 理 
8. 2. 9 引 理 (Solovay,[1970]) & M =(M , E) Æ ZFC 的 可 数 
模型 , 则 存在 M WRF SECM. E, S) E ZFC 的 模型 ,其 中 置 
换 公理 模式 对 所 有 包含 EE 和 新 关系 符号 去 的 公式 成 立 , 且 
(M, E, L) FYS ARE), 


， 即 每 一 非 空 集 由 志良 序 . 口 


说 明 ; (I) 不 用 力 迫 法 证 明 8. 2. 9 h H. Gaifman 在 其 [1968] 
提出 . 

CH) 我 们 对 8. 2. 8 的 证 明 也 证 明了 如 下 命题 : 

每 一 满足 8.2.8 条 件 的 模型 (M,E, 志 ) 有 基数 任意 大 的 初等 
真 终端 扩张 . 

CH) 对 (1, 瑟 , 魏 ) 的 每 一 初等 真 终端 扩张 4 人 六, 忆 , 委 :)， 
(FEM ,五 ;的 初等 真 终端 扩张 ， 因 此 ZFC 的 每 一 可 数 模型 
CM ,EE) 有 基数 任意 大 的 初等 真 终 端 扩张 ， 当 CM ,E) 只 是 ZF 的 模 
型 时 ,证 明 思路 也 一 样 , 只 是 更 复杂 一 些 . 

(NV) 8.2.8 对 具有 其 它 关 系 符 号 的 ZF 的 可 数 模型 也 成 立 ， 
只 要 笑 换 公理 模式 对 包含 这 些 关系 符号 的 公式 成 立 . 

CV) 8.2.8 对 ZF 的 不 可 数 模型 M =M, EERTE 
OM) DAB o 也 成 立 。 但 要 注意 ;8. 2. 8 并 不 是 对 ZF 的 
所 有 不 可 数 模型 成 立 , 甚 至 不 是 对 ZFL 的 所 有 不 可 数 模型 成 立 
(参见 Keisler 和 J. H. Silver{1971 ]). l 


$ J 
8.2.10 FA'E SY, 的 Skotem- 结 构 ,XS4， 
(1) HERR: [Hull CX, A") | =max{ ds, |] ,|X1}). 
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(2) EAR Hull XA" )<_ A". 

8.2.11 令 sw BS. ATA BO BE 是 了 sw 的 模型 使 得 
A 含有 2w -不 可 状元 集 (X <>, 证 明 (X, 达 ) 的 任意 自 同 构 可 以 
扩张 为 Hull(XX) 的 自 同 构 . 

8.2.12 SUX, OAE B ETL OT RA 
Y <) ft Bo Za ROT BEC EG X ALY 的 每 一 递增 x 元 组 
实现 相同 的 型 . 假设 蕊 和 YY 无穷 ,证 明 Hull CX A Hull(Y) 恰 好 实 
ALa 中 相同 的 型 . 

8.2.13(Chang,[1968b]) $ L “是 包含 Sy WASH Bt 
AGU OX.) BY. <ALL. 证明 

(< > Hull X)<,.” | Hull). 


8.2.14 证 明 对 Ly 的 每 一 公式 GG.) TEE SLES 
R YEER Taan FOR 


3 3 ”用 超 积 构造 结构 


运用 超 积 方 法 构造 无 穷 语言 的 结构 很 受 限制 ,这 是 由 于 内 有 
当 超 滤 具有 强 完 全 性 质 时 , 超 积 基本 定理 ( 即 os- 定理 ) 才 能 运用 
于 无 穷 语言 ， 本 节 初 步 介 绍 超 积 的 概念 及 其 基本 定理 以 及 一 两 个 
运用 ,在 以 后 的 有 关 章 节 中 我 们 还 能 进一步 看 到 它们 的 作用 . 


一 .< .的 mw- 超 积 构造 


在 红 .的 模型 论 中 超 积 用 于 作为 紧 致 性 定理 的 替代 物 ; 在 那 
里 ,有 许多 结果 的 证 明 只 有 用 超 积 方法 才 显得 合理 ， 但 是 在 2 
的 模型 论 中 超 积 只 能 偶尔 用 作 模型 存在 定理 的 替代 物 ; 在 这 里 ,很 
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少 有 结果 的 证 明 用 超 积 方法 令 人 满意 . 由 于 这 样 的 原因 ,我们 在 证 
明定 理 时 大 多 选择 模型 存在 定理 而 不 是 超 各 方法 . 

但 是 , 超 积 方法 在 Se。 (乃至 更 大 的 无 穷 话 言 ) 中 仍 有 它 的 地 
位 ,有 些 定理 首先 是 用 超 积 方法 发 现 的 ,还 有 一 些 结果 说 明 只 能 用 
超 积 而 不 能 用 别 的 方法 加 以 证 明 . 

WN 妈 的 结构 ,CA4,cew ESE AOL 
{era X). FRNA Sy, OO Ba A ee 
4, 中 的 公式 中 的 自由 变 元 而 得 到 的 公式 的 集合 . Ux 表示 结 
CW aac: 

& fn 是 SH. ot AY BA Be U 是 结构 ,gCx) Em (4) ,我 们 
称 集合 

AN)=(aE A:N, F Haj). 

EA 中 (相对 Ant. 类似 地 ， Hoa DEM a (A) A A, 
Fea WA ga, z) > yy 三 z, 则 部 分 函数 
| foa la) =b SALE gab] 

RAMU PAHS, ) 的 可 定义 函数 . 内 此 fg 的 定义 域 是 类 
yp AD. 

本 小 节 固 定 Sq 是 可 数 片段 . 

8.3.1 定 义 SPEDEN PHM Ln HAHA EADE 
(相对 <y, 89 Skolem- 结 构 © 对 &y (4) 的 每 一 公式 ary) FF 
在 一 个 六 中 相对 Sy, 的 可 定义 函数 fx, 其 定义 域 为 类 ODIE 
得 对 所 有 ze pA), | 

DR Pr, fr CT)), 

8.3.2 定义 8A Æ pA) EMH Skolem- 结 构 , 纪 是 gy 站) 上 
的 超 滤 ,定义 Skolem- 超 里 JIA 如 下 : 令 B 是 处 中 定义 域 为 XU) 
的 所 有 可 定义 函数 的 集合 . ERS pM Sg EB EM, 如 下 

Fox ™o fin > (rE QR ,fy ar) = fa rE HW, 
it SEB fo Ef Emo FERMA, TIA HARIA 是 下 
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列 集合 ， 
[A={fo:f€EB). — 

TIA 的 关系 定义 如 下 :对 所 有 So SEB n TXA R, 
(fine ERS (rE GM): CF Ld PUD ERIED,. 
如 普通 超 积 的 情况 那 祥 ,我 们 可 以 验证 =:。 是 等 价 关系 且 关 系 Ro 

是 良 定义 的 . 
lī% HIR BoE LM F RAD See POF EB An TAM F, 
UIA HKR Fo: (LALA: 
Fo Sars Sa) = Sa _ 
S {rE GW FS Wo fe = SaN E Z 
LIA 的 常 元 定义 如 下 :对 个 体 常 元 ,定义 co 是 某 个 SE B 
使 得 {rE GN): flad=c Ale DA, 
如 上 就 定义 了 结构 上 1%. 
FR PR A: A [Tt EMU 到 EI WBRRA 9 h 把 每 一 a 
EA 映射 到 以 a 为 常 值 的 常 值 函数 的 等 价 类 ; (za) cE PAD}, 
即 配 射 到 某 个 了 使 得 {TE AD): Cr) 二 a EF. BRER 
ARREA 中 是 可 定义 的 ， 
8.3.3 定义 令 XL) 是 所 中 的 一 个 类 , 称 AN) LHR © 
E Ln SERB HE Sy (ABBE BGK A Om Gu) HE LH 
GU) AS fis sT 在 A 中 是 可 定义 图 数 且 对 所 有 MLW, 
(rA a F OF D a LIE, 


则 {za AOS a EDD ED. 
下 面 我 们 要 证 明 两 个 定理 ,它们 不 仅 对 可 数 结构 & 成 立 ,对 
ARB RM 也 成 立 . 


$.3.4%, - 超 积 基本 定理 4 PDEA PHS, 的 一 个 
类 ,中 是 2) 上 的 相对 Sy, 的 Skolem- 4, 2 E ME Ly- 
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完全 超 滤 , 则 
(1) 对 Hy 的 所 有 公式 pa AA 中 相对 Aan 的 所 有 
定义 域 为 PQ WBE RRS ,f°, 有 
LIA E gL /fs , fo] 
(TEA WES Ce) ,en fF Cx) EZ. 
(2) 自然 插入 有 是 初等 般 入 :- 
AM<, FIN. 
(3) A 是 真 嵌 入 (proper embedding) © Z BIE EMRE. 
证 明 :(1? 的 证 明 是 旅 归纳 于 公式 的 复杂 度 , 这 类 似 SO 
积 基本 定理 的 证 明 ,在 此 我 们 只 给 出 与 其 不 同 的 两 个 归纳 部 分 ， 
TRUE CLR mrzo…yzo)? 成 立 , 下 证 (17 对 3zog(Czo mr) 成 
立 . Oh ef ÆA A RH GUI OF ELAK, 
{LE GU) WE ad fd. FOE. (8. 14) 
令 @ 必 an 是 P 和 三 的 定义 中 出 现 的 所 有 个 体 常 元 ， 
则 存在 一 公式 OC xy Lors ran) E L g (AMER A 中 所 有 的 x 
和 xo» | 
WE Prof (x) so Fz] S A F Olax rare et? ran]. 
AA A A) KAY Skolem- 模 型 ,所 以 存在 及 See WR AW 
的 可 定义 函数 S 使 得 对 所 有 cE AW), 
A FIr Cr fio] > WEDS we La), 
所 以 ， 
{rE KM) HEAP. SOY EF. 
据 归 纳 假设 , La FL ,72], 因 此 ， 


Ty F Brol fens ttt > Sm J (8. 15) 


反之 , 易 证 (8. 15) => (8.14). 
现 假设 人 yp (zn EDEL n 且 517) 对 每 一 Pm RA, FHE) 


REA gu 成 立 ， 假 设 
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| be F A bel fines Finds (8.16) 
则 对 每 一 m<ov LIA E dn Sine ,fj], 据 归纳 假设 ， 
{rE GUM) WE PALS Cr) ee SCOPE. 
据 P A sw- 完全 性 ， 
(rE pW) A EA MP ie OEZ. (8.17) 
反之 , 易 证 (8. 17) => (8.16). 
(2) 和 (3) 易 从 (1) 得 到 ， 口 ] 
注意 ;上 述 定 理 不 难 概括 到 经 .的 情况 ， 
8.3.5 例 若 幼 是 可 数 完全 超 滤 , 则 纪 对 每 一 台 EL 
全 超 滤 ,因此 我 们 总 有 久 <, 了 1. ELEU, La, R 
PIIA ei AE 
8.3.6 定理 RRA E PAD ER Skolem- 结 构 , 则 下 列 等 价 : 
(1) 存在 初等 扩张 员 使 得 六 < 由 HAD —- PAD AO. 
【2》 PQD ERE 笃 w- 完 全 的 非 主 超 滤 D. 
证 明 , 据 基本 定理 8. 3.4,(2) => (1). 
C1) => (2) :假设 (1) 成 立 , 令 5E IA 省) 一 gx),E 是 集合 : 
E= (YA .yA CA A bE g(B)}. 
易 证 E 有 有 穷 交 性 质 , 所 以 能 扩张 到 yx 六 ) 上 一 超 滤 . 显然 多 是 非 
主 超 滤 , 因 为 对 每 -a€ GQ) 
bE (— (r=a) AKB), 
因此 (za) Ar) (A) =G@A)— {a} E Z. 
FEZES REN: 令 
N Oi Im E Ln, 
fact 是 站 中 定义 域 为 VX 六 ) 的 可 定义 函数 . 设 对 每 一 n<w， 
{za FA CT) Ae IE GD, 
因为 诸 /4 EU 中 可 定义 ,所 以 ， 
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Bik Owe SO), AAA no, 
因此 Bak AGC fyb) s+ fyb)? 
所 以 存在 公式 PO yna) EZ p (4) 使 得 该 公式 述说 ， 
Cy = Sy DIA A Cn = Sy l). 
BaF Fy yale yy act vm 16) A A0 On as Ymd 
显然 上 述 句子 是 Sp (AU 16)) 中 的 句子 ,所 以 据 2 的 构造 ， 
{za 上 Asics ym Pyst s Yast) A NGC yw IED, 
因此 (aAa E AB Fa OIE. 
EMS Hy - eH. C 
下 一 个 推论 描述 了 8. 3. 6 中 的 结构 由 STI 之 间 的 关系 
8. 3.7 推论 
假设 站 是 gk) 上 的 Skolem- 结 构 , 双 是 结构 使 得 中 < B, 
LEAB), H Z BPW) Ly ie EEE —KYQ CEA, 
bE PB) YQYES. 
G h [IAB 是 如 下 定义 的 映射 :对 WM 中 每 一 定义 域 为 GW) 45 
可 定义 函数 Syo A Sun) =a lb) WA BM SRA : 
h: IIA <, 8. 
证 明 : 根 据 8.3.6 HER, Z Bo, Ke. A 
Olay yey) E Sy 和 所 有 可 定义 函数 Sy oe 有, 下列 等 价 ; 
DAF far Sao! | 
© (rE QM) WEALD OED. 
© WEAA O Aa] O 
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二 、 红 -的 超 积 构造 


8.3.8 定义 

BAC DRERAHRS 2 BT LARR 1A 的 元 素 
之 间 的 等 价 关 系 o 定义 如 下 :对 任意 Sg LA, 

fg BF GED SWO=g@IED. 
对 任意 SS SOR /来 指称 ， 聚 合 {和 4.:iE7} 的 . 模 为 多 的 
妇 约 集 (/。:/E LTA) ALL A 来 指称 . 

当 弥 是 7 上 的 超 滤 时 , 称 114; 是 超 积 . 

若 对 所 有 IET A=A WILA IIEL LA PAIN. 

若 多 还 是 超 滤 , 则 也 4 称 为 AW RAD HM. 

众所周知 ,严格 地 说 ,记号 上 [4; 不 完全 精确 ,容易 产生 歧义 ， 
所 以 更 精确 的 记号 应 该 是 11(A4;:iE7T). 但 是 ,为 了 简单 ,在 不 致 混 
消 之 处 ,我 们 还 是 用 大 家 习惯 的 4. 

注意 :在 8- 3. 8 中 存在 如 下 定义 的 函数 h:A-|14: 

h(a)=a,, 
其 中 5: 一 4 是 值 为 a He O AA Eai =a) ,所 以 
h(ad=a4,= (aie D,. 
RER A Py RRA SURRY. TRA EA. 

RRR Riel fn THANK SMA ERS 
(A) WR ED HRA 多 的 归 约 集 是 下 列 J4， 上 的 关系 R: 对 
ff ELIA, 

atf P ER S ELSO e f ONERE Z. 

(8. 18) 


我 们 还 须 验 证 尺 是 展 定 尺 的 , 即 
=p E GEDH Sp ER gpg ER, 
但 这 是 较 容易 的 练习 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 

EHR LTA 和 关系 SCA 的 情况 下 , 易 证 上 是 从 (4,5) 到 
CTIA, RAS FAT BURT a, aE A, 

layer ES 9 hla) hla ER. 
或 者 等 价 地 : ALS J=RN CALA)’. 

FIE, M {F€ Dii n ERR Ps (AV A, 的 聚合 时 ,我 们 能 

定义 它们 的 模 为 多 的 归 约 集 是 下 列 运算 FC LAD" > TA: 

Fas Sg Sons (8. 19) 
其 中 对 每 一 2ET, SMR. SG). 验证 下 不 依赖 (8. 
19) 中 的 等 价 类 的 代表 元 仍 是 例行公事 . 易 证 六 对 上 述 函数 仍 是 单 
射 . 通过 用 通常 的 方法 把 n 元 消 数 化 归 为 n 十 1 元 关系 ,不 难 证 明 
(8. 19) 是 (8. 18) 的 特例 . 

同样 我 们 也 能 把 个 体 常 元 的 聚合 {cs:zE 丰 (其 中 cE 人 ?的 归 
约 积 定义 为 ]14; 的 元 素 co HP MMA (ETc) =e. 

由 此 我 们 得 到 个 体 域 为 [LA4; 且 关 系 、 函 数 和 个 体 常 元 如 上 上 定 
义 的 好 约 积 5 结 ait) | AL. 

下 面 我 们 来 证 明 的 超 积 基本 定理 . 

8. 3. 9 记号 :车 了 指称 属于 [4; 的 诸 映射 的 序列 ( 广 :7E 7) 
(指标 集 了 ,J Pe RAPA TET, il 了 (2) 指 称 4; 的 诸 元 素 的 序列 
PODJE) FF EI LET MS, HPRLIA 的 元 素 的 序列 
Sari I). 若 g 一 (Qj:jEJ) 是 集合 A 的 元 素 的 序列 ， 则 g 指称 映 
FFI, JEDER -aA 是 常 值 为 w 的 函数 ， 

8. 3. 10 乞 -…- 超 积 基 本 定理 FUCHS HAWK. 
EI be cee pt 经。 的 公式 ,FE TAD" 
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LILE AS] S GELA FASON EL, (8. 20) 
证 明 : 施 归纳 于 ?的 复杂 度 . 若 8 是 原子 公式 , 则 据 超 积 构造 
的 定义 , (8. 20) 成 立 . 车? 一 一 多 也 同样 易 证 . 若 8 是 <<< 个 公式 
的 合 取 , 则 据 DP <n SESH , (8. 20) 成 立 . 
设 p 一 3]Xy, 其 中 XCVar,|X|<<w, 据 可 满足 关系 的 定义 ， 
LGR AL] FE gX LA TIN Foo gl. 
(8.21) 
令 M= tE: EUS = OI. 
N={i EL: M EAr]. } | 
因为 对 iEI,Cfx QO=fG)* eG), 所 以 MEN， 因 此, 若 (8&. 
20) 的 左边 成 立 , 据 (8. 21) RE ge MEZ. By D 是 滤 子 ,所 
Wk NEZ, i (8. 20) 的 右边 也 成 立 . 
反之 , 设 NE 急 , 据 9 的 形式 ,对 每 一 上 E N， 存在 映射 5， X-> 
A, 4H WE YS) g] Fg: X->|[A, 是 序列 人 g.:zEXy, 其 中 
g(x), # CN; 
eoi 的 任意 元 素 ， ZIEIAN. 
显然 对 这 样 定义 的 g NEM, BM, € 2. 据 归纳 假设 ,这 理 涵 
(8. 21) 的 右边 ,所 以 (8. 20) 的 “<=” 也 成 立 ， 口 
8. 3. 11 推论 HO B<e SH MWA RKA AA] A 
是 Coe SOL 1.3.18). BUTE XE, | 
A< JIN. 
”证 明 :对 ecE4,P(e) 一 ae, 其 中 5:7 一 4 是 常 值 为 的 映射 . 我 
们 要 证 明 对 多 .的 每 一 公式 和 每 一 fE4"””， 
AEA] S LIA E PAC], 
EP: ASAS: cE Fv(p)) =. fait FvVO),.A 
f=6f.:2E FvO). 
eS, BRERA 
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| {A EPAD] S GELAAF A FONE Z. (8. 22) 
注意 :内 为 诸 A 是 常 值 函 数 ,所 以 
AFAI Je El; ee 
9 GELA f= 

因为 了 是 真 滤 ,所 以 (8. 22) 的 右边 等 价 WE A. 

注意 ; 据 上 述 排 论 ,除非 Z SAE EE Z 是 在 -一 罕 为 * 
KHEDE. teehee AU ARS, GM ,2 的 模 为 S He 
就 不 能 给 我 们 任何 新 东西 . 

8.3.12 定理 An PRI Le REBRE DE 
ERAGE Uae A AA E. 

证 明 : 据 8. 3. 11, 只 须 证 疡 是 满 射 . 令 太一 4, 我 们 证 明 在 下 
列 (1) 和 (2) 的 情况 下 ,存在 wEA4 EGELS O <a} CDCR f 
JL Ab ab F-F a), 因此 hla) = ay =f: 

(1) #4 REER MEE RETIENE XGI: 

XED HƏ LEX. 

FAM: ee a= fo) s WRIA ET: f@ =a} EL. | 

D EAH. BTA U SF "@M=IEF. HAG B< 
«TEP Al <0 ANS DEP, HAUL ETE ao A EIG 

F (a)= NF a). D 

我 们 将 在 下 -2 93 用 上 述 结果 研究 紧 致 基数 的 问题 . 

至 于 红 - 的 超 积 构造 及 其 重要 性 质 , 我 们 将 在 后 面 关 于 back 
and forth- 方 法 的 运用 - 章 再 讨论 . 


练 习 


8.3.13 证 明 8.3.4 的 (2) 和 (3)， 
8. 3.14 把 8.3.4 概 括 到 绎 .的 情况 ， 
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第 9 章 无 穷 语 言 的 紧 致 性 质 


本 章 我 们 研究 无 穷 逻 辑 模型 论 的 一 个 基本 问题 , 即 无 穷 语言 
”的 紧 致 性 问题 . 

我 们 知道 语言 纪 . 有 (可 数 7 紧 致 性 .人们 在 研究 无 穷 还 辑 的 
模型 论 时 ,很 自然 想 把 这 种 性 质 推广 到 更 大 语言 上 去 ,这 样 ,我 们 
就 有 了 六 紧 致 性 的 概念 ， 有 了 这 个 概念 ,研究 语言 的 紧 致 性 问题 
在 很 大 程度 上 转化 为 研究 基数 的 紧 致 性 问题 ,所 以 本 章 的 内 容 也 
属于 集合 论 的 大 基数 理论 ， 

我 们 知道 紧 致 性 对 模型 论 极 为 重要 ,但 不 幸 的 是 绝 大 多 数 无 
穷 基 数 在 经 典 集合 论 的 背景 下 既 没 有 自然 概括 了 的 A RR 
致 性 ,也 没有 推广 了 的 7- 紧 致 性 ， 所 以 在 本 章 §$ 1--2, 我 们 分 别 研 
究 可 达 (aecessible) 基 数 和 不 可 达 (inaccessibie) 基 数 南 失 紧 致 性 的 
问题 ， 在 这 两 个 部 分 ,我们 主要 采用 举 反 例 的 方法 ,构造 某 类 句子 
SUE SRY 的 子 集 有 模型 但 三 自身 没有 模型 . 

在 $3, 我 们 讨论 基数 的 紧 致 性 问题 . 

本 节 第 一 小 节 首 先 讨论 可 测 基 数 与 紧 致 基数 的 关系 . 

第 二 小 节 我 们 花 很 大 篇 幅 来 讨论 弱 紧 致 基数 所 具有 的 各 种 集 
合 论 ,模型 论 性 质 , 证 明了 这 些 性 质 之 则 的 等 价 姓 . 最 后 我 们 计 论 
强 紧 致 基数 和 超 紧 致 基数 的 一 些 重 要 的 模型 论 性 质 . 

$ 3 的 许多 结果 的 证 明 用 到 第 8 章 第 3 节 曾 述 的 超 积 方法 . 
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8 1 可 达 基 数 的 非 紧 致 性 


我 们 知道 语言 ic. 有 下 列 紧 致 性 质 ， 
对 5 的 任何 沿 子 集 , 若 的 每 一 有 穷 子 集 有 模型 , 则 三 也 


有 模型 (9. 1) 
这 个 性 质 是 下 列 和 -完全 性 定理 
“A 的 任意 一 致 的 身子 集 有 模型 (9. 2) 


的 一 个 简单 的 推论 ( 实 标 上 它们 是 等 价 的 )， 

但 是 (9. 1) 的 纯粹 模型 论证 明 可 以 用 选择 公理 (参见 Frayne- 
Morel-Scott & [1962 ] 的 定理 2.10; Æ Bell-Slomson 43 [1969], 
ch5, § 4,pp. 101 一 103); 这 种 方法 的 优点 是 用 一 种 统一 的 代数 构 
造 从 给 定 的 三 的 每 一 有 穷 子 集 的 模型 中 构造 出 三 的 模型 来 . 

但 是 在 研究 Suk? > 只 ?的 模型 论 时 遇 到 的 第 一 个 困难 就 
是 (9. 1) 的 自然 概括 不 成 立 ,除非 对 < 的 一 些 非常 特殊 的 值 ( 假 如 
有 这 样 的 值 的 话 ), 或 者 是 改变 通常 的 集合 论 背 景 , 就 象 我 们 在 第 
10 章 那 样 ， 事 实 上 ,是 否 存在 一 个 基数 cw 使 得 经 有 紧 致 性 质 
这 个 问题 本 质 上 依赖 很 强 的 集合 论 假 设 ,与 集合 论 基础 中 一 些 重 
要 问题 密切 相关 (和 参见 本 章 $ 2 一 3). 

从 下 面 所 证 的 结果 和 集合 论 的 元 数学 的 已 知 结果 看 ,假设 这 
样 的 基数 不 存在 倒是 与 通常 的 集合 论 公理 一 致 ; 另 一 方面 ,我 们 还 
不 知道 假设 它们 存在 是 否 与 这 些 公理 - - 致 . 

尽管 有 如 此 多 的 不 确定 性 ,我 们 出 于 理论 上 的 兴趣 ,还 是 要 研 
这 样 的 大 基数 ， 无 兴趣 的 读者 可 以 跳 过 本 章 直 接 阅 读 后 面 的 章 


at 3 


In]. 1 定义 令 WA EAH RA x 之 4, 我 们 称 L JE y- 
非 紧 致 语言 © 在 在 Sune) FR E ERES 没有 模型 , 且 
ER 的 村 集 有 模型 . 否则 ,我 们 称 多 -是 Y- 紧 致 语言 . 
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说 明 ; 若 ts 是 7- 非 紧 至 的 量 Aas, UN eE ERR. 

9.1.2 定义 O) «是 Y- 非 紧 致 基数 全 是 7- 非 紧 致 的 . 

(2) fl HARRY S 对 某 个 7 之 x, 它 是 7- 非 紧 教 的 . 

(3) «CH 4.) SRA RR So 它 是 «x- 非 紧 致 的 . 

(4) LAN SI 分 别 指称 所 有 的 非 紧 致 基数 的 类 和 和 所 有 强 非 紧 致 
基数 的 类 ， 非 紧 敏 基数 有 时 也 称 为 弱 非 紧 致 基数 ， 

令 C=CN 一 TWC-=CN 一 S[L 则 C 和 和 WC 的 元 素 称 为 紧 致 基 
数 和 弱 紧 致 基数 ， 紧 致 基数 也 称 为 强 紧 致 基数 .它们 对 应 的 语言 
也 分 别称 为 紧 致 语言 或 强 紧 致 语言 . 

说 明 ;( I) 从 上 述 定 义 ,显然 可 得 下 列 事实 :SICSI 因 此 Co 
WC. O. D. RIJE @EC. 中 是 否 是 C( 甚 至 WC) 的 唯一 元 这 个 
ea RMA. MARRE ENARA, IR C= (ew) BE 
的 ， 这 里 值得 一 提 的 是 (条 见 后 面 的 8 3), 

CAiws > CAWC. 
(CE) 9.1.2 20. 1) 的 自然 概括 : 
KEC S 对 每 一 语言 2 和 St 的 每 一 句子 集 IE SHR 


Ecc 的 子 集 有 模型 , 则 三 有 模型 . (9,3) 
KEW © 对 每 一 语言 YS, HE-RSe 句子 集 也, 若 
SHB- Ke 的 子 集 有 模型 , 则 三 有 模型 ， (9. 4) 


下 面 我 们 要 考虑 的 一 些 非 紧 致 结果 早已 为 Tarski 所 知 ,他 建 
立 了 许多 布尔 代数 和 相关 论题 的 定理 可 运用 于 可 达 基 数 . 后 来 他 
又 认识 到 ,他 所 研究 的 性 质 密切 相关 于 (其 中 有 一 些 实际 等 价 于 ) 
所 涉及 的 基数 的 非 紧 致 性 ,用 这 种 方法 ,所 有 的 可 达 基 数 被 证 明 孝 
是 非 紧 致 的 ;这 些 结 果 已 经 隐 含 在 Scott-Tarski 的 [1958]j 中 ， 对 
Tarski 考虑 的 结果 给 于 广泛 明确 地 揭示 是 在 Keisler-Tarski 
[1964] 关 于 不 可 达 基 数 的 论文 中 . Hanf 在 其 L1964j 对 Tarski 的 结 
果 给 出 一 个 新 的 、. 稍 有 改进 的 模型 论证 明 . 当 * 是 可 达 基 数 时 ， 
Dickmann 在 其 [1970] 对 Hanf 原 米 的 证 明 做 了 一 些 改 进 , 从 而 把 
_Hanf 的 结果 从 SEE Lew 
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9.1.3 定 理 EAV A K Ml AR RB 

说 明 : 这 个 结果 原 是 命题 语言 中 的 结果 ,为 了 避免 用 命题 符号 
和 关于 这 些 符号 的 赋值 ,我 们 在 此 给 出 一 稍微 不 同 的 证 明 . 

证 明 : 我 们 这 里 考虑 的 语言 由 下 列 符号 组 成 :一 个 一 元 谓词 R 
AMA CSR (c, F< <A}. RAT HPS TAR: 

(1) A NRE) 

(2) {> ARG: pa) SEN}. 
TA SWEAR. Fil: 

TEAR. (9.5) 

C9. SAS TERR Beit I ARAA. HEC) BE ES FD) 

是 最 小 的 7<4 使 得 ce,E R*( 据 (1), 总 存在 这 样 一 个 办 ;因此 
| WE ARs | 

我 们 令 f= Fos W (2) 的 元 素 一 八 R(ce.j o BE A HRZ, AP HA. 


所 以 (9. SHE HS. FHE: ‘ 
tt fEN,& E= i> ARC Cge) t 则 E; 有 模型 . 


a (9. 6) 
(9. 6) 的 证 明 ; 令 Wy, 是 下 列 结构 
个 体 域 Ay = {0,1}; 
f= 人 a 对 E<Y; 
R“={1). 
Fie CL Al 2 (2) Pay BF FE A, 中 成 立 . (9. ERR. 下 证 ， 
(2) 有 模型 ， (9.7) 


SB 是 下 列 结构 : 
一 {0,1) R®={1}; 
Geyer MEST, BRA. 
显然 ;路 上 (2)， 把 (9.6) 和 (9.7) 结 合 起 来 就 证 明了 THR 
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真子 集 都 有 异型 [] 
从 现在 起 本 节 所 考虑 的 结构 的 语言 都 有 二 元 关系 Ros AT A 
观 ,我 们 用 rcy KRR y ER. 
9. 1.4 定 理 若是 奇异 基数 , 则 Late x- 非 紧 致 语言 ， 
证 明 : 据 假设 ,存在 8<x AFI (Ye F< BC EG «= Ue. 
S R 是 新 增 一 元 关系 .考虑 下 列 SQW aT S: 
(3) “个 体 域 被 之 线 序 ”， 
(4) eV LR Ve g(r ds 
(5) dalg (ARG), XÍ gax. 
其 中 和 多 是 例 1.2.5 和 1.2. APRO Mg. 显然 ,5 有 基 
Box. HE 1, 2.6, 句 子 (4) 述 说 : 
在 芋 的 任意 模型 六 中 ,存在 E<B 使 得 得 若 a 是 民 的 元 , 则 由 a 
确定 的 RE P PSNR AS: HANK RA. 
因此 六 的 序 型 一 <， 句子 (5) 述 说 ; 
在 入 的 每 一 模型 六 中 ,RI 包含 确定 4 中 所 有 序 型 <x 的 节 
Hik. 
REAL RY >r X RDA E ET RR 
BPSD ATi <e REHE T HRN NA, 如 下 : 
ra Ar=x, <Gr=€fe, 
= (7ex:dalg@) AR (x) JEP}. 
S Bo 是 R PITER ERT RO. 即 
RT SEA 其 中 uao > p 
AR OIE | <a. 因为 < 是 基数 ,所 以 6。<x 因此 存在 名 
<P MEAG Boss FUE: 
An F Vat Riad V Cx) (9.8) 


WW EER WMH pO, HM RAGE 1. 2. 6， 
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SAR APPR » H Ar k gi KI AREIA CE REP 
AVEKO O 


ULNA C4) EA 中 成 立 ， 而 据 R BE TE T PRR G) Cp 
RAVER OF the Ar 中 成 立 . O 

HEA. C1) 9. 1.4 的 证 明 方法 非常 重要 ,因为 它 的 精致 形式 
还 可 以 用 来 证 明 一 大 类 不 可 达 基 数 的 非 紧 致 性 (参见 后 面 的 § 2). 

CI) 在 原来 Hanf 对 所 -的 非 紧 人 敏 性 的 证 明 中 ,他 用 良 序 概 
念 来 代替 线 序 概念 .为 此 他 还 需 引 入 下 列 句 子 : 

—rdut wl Ax, $10) l | (9. 9) 

在 他 的 证 明 中 ,下 列 公式 (刻画 对 应 的 良 序 结构 的 第 了 个 元 素 》)， 
jv} WL A CA veco) A Valea V =v) ] ， afya 


(9.10) 
saae AG Dickmann 在 其 [1970] 中 去 掉 了 (9 9) ,用 例 1. 
引入 的 公式 多 来 代替 (9, 10)， 用 这 样 的 公式 ,Dickmann 改善 
a 所 得 的 结果 . 在 上 述 征 理 中 ,他 证 明了 当 * 是 可 达 基 数 时 ， 
MX Frees WE A E th RAR R BAYT. 
9.1.5 定理 Bx ERED. SE w- 非 紧 致 语言 . 
证 明 : 令 “是 后 继 基数 是 eA, APES H 9.1.4 证 明 中 的 
《3) 即 上 下 列 句子 组 成 ， 
(6) Yryzl Fir, wi ARCryz) 一 y=E=Y] 人 Vasil E 
A Fize) >y=r] A Yri yR (r)—>Fiz,y)], 
(7) Vz[R C2) V g) ], 


(8) JCR COD A Yy Flr pO], 对 每 一 7<x. 
三 的 非 逻辑 符号 集 为 {< ,Ri F) TAIHA. ACRE, 
F x ¢H4 fF R,CDom(f). 
下 证 号 没有 模型 ， 假 设 = AMM U.S =F EOR 
Dom (f). 据 (8) ,对 每 一 7<x, 在 RanCf | RO) PIETEI ETKA y 
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的 节 的 元 素 ( 参 见 1. 2. 6), 所 以 jRanCFR, |e 因为 
[Ran(f PR) (=[R"| SIR 是 这 些 集合 间 的 单 射 )， 
因此 |R' (See. BW. (BRR 的 每 一 元 素 ( 在 4 中 ) 确 
定 序 型 < 的 一 个 < - AUER, DFR <A 被 < 良 序 , 所 以 

IRI (S4, Fa. 
STEELER < APR, Pie ARY. 不 妨 假设 形 
如 (8) 的 句子 在 了 中 出 现 、 令 6 一 supX ,其 中 
X= {ne e:4z Ria) A Vy Few eGn jer}. 
显然 ,|X| 志 || 志 4. AR e BRERA e 是 正则 基数 .因此 
<e PRR Ra r WRH A, 
Ar=p, <Sr=€fp. 
分 两 种 情况 定义 R' A F, 
情况 1 p<: WER" =p A PR id, pp hw eR 
数 ) 的 图 形 . 显然 ,在 这 种 情况 下 , (6), CDA PMH AF 
HE Ar 中 成 立 . 
Rus 2 2 二 p<x; 因为 |XX| 过 4, 所 以 六 CSET ULE NI 
= |X ESA 即 存在 双 射 gE 我 们 定义 ， 
R =6, 
F "roy áy FA A 
= {(8.7):8<6, YEX B g(f)= y}. 
因此 Rant `r) Ran(g) =X. 显然 , 据 & 和 F” "的 定义 , CO) ZE Wp 
PROL FA OSA PEVAC Ar 中 成 立 . 
@ 7<x HACR AVI) e Cy JEr IEX. 
我 们 写作 7 一 5 MW 7< MERT H gO =y A, 
Urk gfe], 
AE PIE a COW a A te A 中 成 立 , 所 以 AE r OI 
综述 上 面 的 结果 ,就 有 下 列 推论 ， 


”344。 


9.1.6 推 论 (1) “是 可 达 基 数 一 SERRE. 

(2) kx 是 强 可 达 基 数 > SERIE RT a. 

(3)(Tarski) « 是 可 达 基 数 全 “是非 紧 致 基数 (或 表述 为 

X 是 紧 致 基数 一 天 是 列 不 可 达 基 数 ). 

(4) 是 强 可 达 基 数 > x 是 强 非 紧 致 基数 (或 表述 为 

KADARA 之 上 是 弱 不 下达 基数 )， 

证 明 ; (1) 假设 «是 可 达 基 数 , 则 «是 奇异 基数 或 对 某 个 基数 
2<x,k 信 2， 在 第 一 种 情况 下 , 据 9. 1. 4, 汪 -是 护 非 紧 致 语言 ;在 
第 二 神情 况 下 , 据 9. 1.3.0 ok 2- 非 紧 致 语言 . 在 这 两 种 情况 下 ， 
据 9. 1, 2(2) Mu EAE BBB 

(2) 假设 < 是 强 可 达 基 数 , 则 <“ 是 奇异 基数 或 “是 后 继 基 数 ， 
据 9. 1.4 和 9. 1.5, 客 .都 是 拓 非 紧 致 语言 ,所 以 据 9. 1. 203) Z w 
是 强 非 紧 致 语言 . 

(3) TEER OD TEA. 人 ww 是 «- 非 紧 致 语言 , 据 9. 1.1 
后 面 的 说 明 , 丝 mw 也 是 x- 非 紧 致 语言 ;车 SSE 2 - 非 紧 致 语言 , 同 
理 , 妈 也 是 2*- 非 紧 致 语言 .所 以 据 9. 1, 2(2) ,在 这 两 种 情况 Fox 
都 是 非 紧 致 基数 ， 

(4) 证明 类 似 (3)，[ 

说 明 : CIO 据 GCH ,可 达 基 数 类 AC 和 强 可 达 基 数 类 SAC 重 
合 , 所 以 
(GCH) ACCSI. 

C1) 本 章 一 并 始 就 说 过 ,假设 “= {w}” 和 “Win 一 {w}”( 其 
中 In 和 Win 分 别 指称 不 可 达 基 数 类 和 腊 不 可 达 基 数 类 ) 可 以 一 
致 地 增加 到 通常 的 集合 论 的 公理 上 .推论 9.1:6 证 明了 Can, 
WwWCSWin, 因 此 下 列 陈述 句 也 能 增加 到 通常 的 集合 论 公 理 上 而 不 
破坏 一 致 性 : 

G) “RAR Sw RRR” (C ~{w}). 
GD “RA A> w BRR RR” (WCs {a} ). | 

CH) 下 一 章 我 们 将 看 到 在 KPU 集合 论 中 人 们 能 找到 某 种 较 
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EEEE 
$ 2 不 可 达 基 数 的 非 紧 致 性 


本 节 主 要 致力 于 9.2.6 的 证 明 , 这 是 Hanf 关于 非 紧 致 性 的 主 
要 结果 . 它 说 明 , 对 大 量 之 w 的 不 可 达 基 数 ,车 它们 存在 ; 则 是 强 非 
RAHI. Hanf 原来 的 证 明 是 对 Laik. Dickmann 对 此 稍 加 修改 
使 之 适用 于 Lo ,但 他 并 没有 把 这 种 方法 成 功 地 扩张 到 经 。 在 后 
AY § 3.Dickmann 却 用 不 同 的 方法 证 明了 ， 

Lg RRS > 4 是 红 紧 致 基数 . 
同样， 若 Su A TR HE Sth Ae AE a. A, 
.对 Fo SL oe TRH BV fo 35 KH RR RF Hp 04. 
这 个 事实 是 Dickmann 在 L1970j 第 一 次 明确 提 到 的 ， 

在 本 节 的 末尾 ,我 们 说 明 如 何 修正 Hant 的 证 明 以 便 可 用 于 更 
丰富 的 基数 类 . 用 这 种 方法 ,无 需 GCH ,我 们 就 能 证 明 许 多 可 达 和 
弱 不 可 达 基 数 不 仅 是 非 紧 致 的 ,而 且 还 是 强 非 紧 致 的 ， 

Keisler 在 其 [1962] 构 造 了 一 个 SWARM Ae, KPA 
式 述说 了 所 是 可 达 基 数 ” 的 性 质 . 我 们 在 后 面 的 证 明 中 要 用 到 这 
PAK. 这 要 求 我 们 在 此 作 一 些 预 备 性 解释 . 

假设 我 们 有 线 序 生 和 两 个 恰好 有 三 个 自由 变 元 的 公式 2 og. 
令 Fnr y ORR: “gr, es RAMS, 的 一 子 集 到 5; 中 的 映 
HH PMH: 

Veurl gr. ziw) APT ZV) -rE | 
AVew( rz ww) zy Awa]. 
FIAR Ellr pEi “HE yar RAF, 是 从 SS, 到 ASF 
的 草 射 使 得 对 ir Fa = {uplrszsu))” BE 
Jyly A Veeder zu :x AH) AVewle<r 
Aw<ia A Vuldlare a er wu =rw jj, 
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下 列 公式 Oc, ORB RB ycr RE Or, s RMS, 的 一 
子 集 到 .5S; 中 的 映射 且 Kx，"，* ) 的 值 域 与 S; HA” BP: 
3yLy<<zAFnCzyyy PA Yulu< rj (gr, zw) 
Au<w)]]. a . 
er ee Cee 
运算 M 及 其 基本 性 质 ， 

92.198 集合 CSON econ UH e 对 所 有 非 空子 集 
4SC, 若 存在 zEC 使 得 对 所 有 ye 4,y<z( 这 样 的 A 称 为 在 C 
中 向 上 有 界 ), 则 AEC. | 

9.2.2 定义 若 XEON, 定 义 M MF: 

M(X)={€C ON, A AMAR COX BA E= UC}. 

9.2.3 5/92 运算 MGCX) 有 下 列 基 本 性 质 : 

(1) XSMCX), 

(2) XCY > M(X)CM(Y), 

(3) XSCN > M(X)CCN, 

(4) M(ACU (ON—CN,)) =M(AC) U (ON—CN,), 

(5) M(AC)=ACUM Sing), 

其 中 Sing 表示 所 有 奇异 基数 的 类 . 

证 明 : 据 MM 的 定义 CJ 

车 我 们 把 下 列 公理 加 到 ZFC 上 : . 

”和 在 在 一 足够 大 的 使 我 们 考虑 的 问题 不 落空 的 不 可 达 基 数 A, 
旦 把 <“ON” 解 释 为 “小 于 吕 的 所 有 序数 的 集合 ”", 则 不 会 出 现下 列 
问题 : 

人 上 的 庶 良 序 关 条 一 一 对 应 序数 w 使 得 Da < 人 
因此 《ON ,有 &R 的 序 型 存在 , 即 存在 唯一 的 序数 使 得 Oa <A H. 
{ON,R) 宇 ta Efla) 我 们 用 zx 来 指称 这 个 序 型 . 

任 给 ON 上 的 良 序 关 系 R, 我 们 用 。 来 表示 对 应 的 枚 举 函 数 ， 
Ble 是 (rx,E€) 和 (ON,R) 间 的 (唯一 ) 同 构 .- 为 了 方便 ,以 TE 
=e, 4 RR 一 EE 时 ,对 所 有 EON, e, =7. 
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9.2.4 定 义 (D 递归 定义 MOE: 
M” (和 X) 一 入 ， 
Me"! CX) =M" (KO UCM (MX) )— Ce, +1) J, 
. 车 EON. 
M° (X= UM”) ， 车) 是 极限 序数 且 ADO. 
M"(X)= WM™X). 
(2) 递归 定义 MM 如下: 
M'(X)=X, 
M"'CX)=M’?(X) ULM(M"(X))—(e,+1)]. #7EO0N. 
M*(X)== Um‘ x), 车 处 是 极限 序数 且 ADO. 
M™(X)= U MX). 
注意 :在 上 述 定义 中 ,M“ E MPRI, M E M" 的 概括 . 
9.2.5 说 明 在 9,2.4 的 第 二 步 加 上 类 M” 是 为 了 使 诸 M" 
的 值 随 $ 递增. 减 去 集合 ey 十 1 是 为 了 使 条 件 “aE MCX)” KR 
限 <a 的 序数 上 的 关系 R 
9.2.6 定理 SRAON 十 的 良 序 关 系 日 xEIn 一 {w}, 则 
KE M*(AC) > Sun E «I RBG A. 
证 明 : $ e 是 对 应 R 的 枚 举 函 数 , 了 RR E TE ee 
M™ (AC). NX Eln lw) H. M" (CAC) 一 AC, 所 以 有 7>0. 因为 
MP CAC) = UME (AC) ,其 中 2 是 极限 序数 ,所 以 7 是 后 继 序数 
(车 7 是 极限 序数 , 则 它 就 不 是 最 小 的 使 得 xEM" “(AC)), 不 妨 
S 7 一 t 十 1; 因 此 A&M” CAC). 因为 据 9. 2.4, 有 
MCAC) =M” X) = M(M*"(X))— (et1). 
所 以 KE MM” CAC)), 据 9.2.5, >er 因此 存在 相对 闭 集 舍 使 
CEM" (AC), «= LC. 
现在 我 们 来 构造 一 个 句子 集 号 以 证 明 Aa 的 非 紧 致 性 ,这 个 
三 由 (限制 于 小 于 < 的 序数 上 的 ) 丸 ,er 和 (构造 起 来 ， 
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三 的 语言 的 符号 有 下 列 意义 ; 
Ro 是 良 序 关系 所， 
R, 表示 R 限制 在 小 于 «的 序数 上 ， 
Rs 表示 由 aE€M"”(AC) 定 义 的 .x 和 7 间 的 二 元 关系 ， 
R; 以 序数 的 相对 闭 集 的 元 素 和 它 的 上 确 界 之 间 的 二 元 关系 
的 形式 表示 该 相对 闭 集 ， 

R, 和 Rs 表达 可 达 性 的 三 元 关系 ， 

CR, 和 Rs 分 别 起 本 节 一 开始 荐 虑 的 pg 和 的 作用 ,) 
一 元 关系 Rs 指称 所 及 论 域 的 所 有 序数 或 奇异 基数 的 集合， 
一 元 关 杀 Ri 指称 所 有 不 是 强 极限 基数 的 基数 的 集合 ， 
一 元 关系 Rs 周 于 与 集合 C 相连 . 
总 由 直列 句子 组 成 : 
《1)“ 个 体 域 被 所 线 序 ”， 
(2) YrxLRe(x)I OCr, R,) |], 
(3) YrLRi(T) Sx, Rs) ]， 
(4) YrwrL R; lw, T)—> Re) V R: Cw) 

V IyLRiCGy, 2) Ay<w A ¥2( Ry (wz) Ri (2 y))]], 
(5) Ywale<w yd ylaxyA yw A R lwy] 
(6) Vwrla<w AVele<a>dyle<yA are AR (wey) ] 

>R, (wz), 
(7) rY yiya V yx), 
(8) Wal Vele<iredyCe<yA yr A Rs(y)) >R; (zr)], 
(9) Jele., CAV aC Rely RC ya) 1, 
(10) Aryl (2) AD(y) ASRiCasy)) J, 
It êg, E, PER, 

(11) Ir, AR Ce) ], 对 所 有 VEC, 
(12) —~(J3v f w) A (po Uy). 


注意 : C1) ERD, DA PRE 1. 2. 4 中 的 多 1% fl gp. 
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CI) 除了 (9)--(12), 王 中 其 它 句 子 都 是 经 .的 句子 , (9) 一 
(11) 是 区 -的 句子 ,只 有 (12? 才 旦 带 无 穷 量 证 的 Lan- GER 

FERNIJEN I RARA. 

PR TARE YN 12) kA i He — Aaa, A 
被 <” 良 序 , 所 以 不 妨 假设 对 其 个 序数 p, A= p <= pp. 据 
(7). A 有 一 最 后 元 (last element) ,因此 p 是 后 继 序 数 ， 不妨 令 p= 
O+1. 据 (11)， 对 每 -.7EC, 吕 有 序 型 为 了 的 初始 节 ， 因 为 < 一 
UC. EAA 有 一 个 译 型 六 < 的 初始 节 . 因为 < 是 极限 序数 ,2 是 后 
继 序数 ,所 以 c<p, 因 此 ed 且 <E 4. 下 证 ， 

R UR CAO (AO=(ON—CN) UAC). (9.11) 

(9.11) 的 证 明 :假设 <E RY 据 (2), 纪 上 BLe,R'], 据 日 的 构 
i SS” 一 a 或 者 不 是 基数 或 者 是 奇 漠 基数 ,而 在 这 两 种 情况 下 者 
有 aEAO， 假 设 ER 43) WE Elek] Iya, 

FD={BE A: la 49,8) ER: }- 
马 的 构造 ,对 某 个 7Y<ia Ria 六 名 (7) 是 单 射 ,因此 a 考 2 , 即 a 
是 可 达 莫 数 ,所 以 aE AG，(9. 11) 证 毕 ， 下 证 : 
Ha Swe, <r Hla oe, ER, A] aE MECO). 9.12) 
(9. 12) 的 证 明 ; 施 归纳 于 x” 假设 对 所 有 E<, 


着 Bx eee (Be ERR) BEM (AO). (9.13) 
S aH e, MO. 12) 假 设 所 规定 ,到 = {ALa (a PER). Fk: 
a= JN. : (9.14) 


AV <a , 据 句 子 (5) ,存在 BE4 EAR <P <a Hla BOER,» 

这 意味 8€ED,, 所 以 YE UD Abel UD,. 而 据 DD 的 构造 ,显然 
AUD Ge. (9. 14) 证 毕 . FHE: a 

2X 46 Hf 14) 44. (9. 15) 

令 Bn 非 空 且 存 在 PC DIAM ITA YEB, YSL E BBY 

BE D, 为 上 界 的 集合 ， 还 令 BAR BEUBCD,. BRE 
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对 任意 zE LB, 存 在 yO BG xEy 因为 BCD, BRL yE D, 
MBAS CMR ye B= yOUR. 车 y= UBM yey, 
矛盾 .所 以 yCU B. AA” B 是 非 空 序数 集 , 所 以 据 Jech AY 
[1978].p.15, UB EAR. ye UB, 因 此 对 任意 2 过 UB, 存 
HF y<U B cy 及 yED. 因 为 U8 很 8 过 a; 所 以 对 任意 z 和 和 山 B， 
FUB<a HE zE HB, 则 存在 y 使 z<y< BHta,P)E 
Ri ,所 以 据 (6), (a, UD ERI AE DMI. UBE D, BRL 
已 是 相对 闭 的 . 

EEI a ,ey) ERI 和 人 句子 (4), 下 列 (9. 16) 和 (9.17) 总 有 一 
个 成 立 : | 


aCRs A. a€ RY. (9. 16) 
存在 ecE4 使 得 e<<a let ER) RH PA, 
(a DER, => B, OER). (9.17) 


# (9. 16) 成 立 , 据 (9. 11) ,我 们 有 aE AOTM (AO). 所 以 
《9.12) 成 立 . 假设 C9, 17) 成 芯 , 因 为 e<a 委 < 且 e<e, 所 以 我 们 有 
Let p ER SALE F U0) (ee eR ,这 与 (9.17) 蔬 盾 . 因此 
对 某 个 <I,e 二 ee。 据 卫 的 构造 各 (9.17) 的 最 后 一 个 断定 ,有 

(BeoeR, 对 所 有 BED. 
据 归 纳 假 设 (9. 13), 有 
NEM"(AO). 
据 (9. 14) 和 (9.15) 和 M 的 定义 ,我 们 有 aE MMM? CAO), HA e 
=e; <a ARAL ad ee +1, A oe M* (AO). 因为 <7, 所 以 aE 
M*"(AO). TECO. 12) A EB Se. 

HAA ESRA, ARATO CRE. 据 句 子 (8) ,Rs 
是 <*- 闭 的 ( 即 R, 包含 它 的 元 素 的 任何 递增 序列 的 极限 ) 因为 
= UcC, 所 以 <E RS. HAF (9) FRNA (ese ERI. HBO. 12) ,我 
们 有 EM" (ADO) ,与 GE 各 一 {w} 了 矛盾 . 这 样 ,我 们 证 明了 三 没有 
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模型 ， 最 后 我 们 来 证 : 
三 的 每 一 协 之 k 的 子 集 有 模型 ， (9. 18) 
令 卫 是 互 的 寡 <x 的 子 集 ,Pp 是 本 中 形 如 (9)- ADH LH 
SA D, 中 出 现 的 所 有 序数 7 的 上 确 界 . 因为 xEIn 一 iw) ,所 以 < 
不 是 奇异 基数 ,因此 p <e W SE D WR An: 
Ar=ptl, R=RV (p+1), 
"r= {la esa ep EM "AC)}. 
对 每 一 序数 a 委 p, 若 对 某 个 9， 
a€ M*"'(AC)—M*"(AC), 
则 选择 相对 闭 集 DOM (ACER e= UD, FMS Dwa. $ 
R."={(a,8): PED}. 
对 每 一 序数 < <p, aE (CON—CN,) USing, 则 我 们 选择 一 特定 的 
函数 大使 得 Dom(f.) <a, Ran fa H URan( =a: FM. S 
f.=O. & | 
R = {la Ep EP Efa | 
对 每 一 序数 < 扫 p, 若 对 某 个 Yaa <2’ MWS 是 从 a 到 7Y 的 某 
个 子 集 族 上 的 双 射 ,否则 五 .定义 如 下 : 
(办 二 {97}， H ge. 
RES: RE = { (an) FER}, 
R?" = (a <p:a€ (ON—CN,) USing} » 
R" = (a < pra K? HER IY <a}, 
R?" =CN (p+). 
现在 验证 A Fr EAGAR AACR. O 
令 Hin) =CN,-- M*(AC),H*(In) 的 元 素 你 为 序 型 为 «的 超 
不 可 达 (hyperinaccessible ) HAW; 令 H? (In) = CN, — M5 (AC), 
H’ Um WK KN BAP BR ABR. 
9.2.7% (1) 所 有 不 属于 H"CIn) 的 非 枚 举 强 不 可 达 基 数 
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“是 强 非 紧 致 的 ， 

(2) H (mm) 的 前 ww 个 基数 是 强 非 紧 致 的 , 

(3) eFC ON), (et ECON), (etc:EEON,… 是 imn 的 庄 
枚 举 , 则 所 有 的 ee,es ,ee ,… 都 是 强 紧 至 的 ,除非 Fe, =e, f= 
ee, 特别 是 第 一 个 ,第 二 个 ,…, 第 w 个 ,…, 第 w Pe Bo, 
个 ,… 强 不 可 达 基 数 是 强 非 紧 致 的 . 

证 明 : (1) 因为 aEM'(AC) > aE MS (AC). HAS R=E, 
则 (1) 是 9.2.6 的 推论 . 

(2) 这 里 我 们 需要 在 ON 中 定义 一 良 序 关 系 RR 使 得 H? Cn) 
的 前 o CERE Ms(CAC) 中 ,我 们 把 这 一 证 明 作 为 练习 留 给 读者 . 

(3) 可 以 证 明 所 有 基数 esyes ,ee ,… 使 得 <<ee, ECE Eee, 
… 是 MCAC) 的 元 素 ， 口 ] 

说 明 :9.2.7 并 没有 穷尽 9. 2. 6 所 涉及 的 具有 强 非 紧 致 性 的 
所 有 强 不 可 达 基 数 ,读者 自己 还 可 以 继续 这 个 工作 . 

令 BC=SACU (KE CN: =A", EE ALY <e} ;我 们 在 本 章 
8 ICRA 9. 1. 3—9. 1.5) 已 证 明 BC PARAM BEE Ea, 
WH BCSAC， 介 一- 般 地 说 ,BC 天 AcC ,除非 增加 其 它 集合 论 公理 
(例如 GCH).， 在 这 种 情况 下 ,下 面 的 定理 9. 2. 8 与 9. 2. 6 相同， 

9.2.8 定理 © REON 上 的 良 序 关 系 且 coo, 

cEM*(BC) > Lak «- IE RIES. l 

证 明 : 若 <E BC, 则 我 们 已 让 明了 该 结果 ， 在 “从 BC 的 情况 
下 ,本 定理 的 证 明 非 党 类似 9. 2. 6 的 证 明 . 它们 之 间 的 主要 差异 在 
FHRA R AR, 的 选择 ， 在 此 ,我 们 想 要 使 R 的 每 一 元 素 或 是 
一 个 后 继 基 数 或 是 一 个 不 是 基数 的 序数 ， 这 就 需要 引入 一 新 公式 
加 (I,9) 述 说 ;“ 存 在 yar 使 得 对 所 有 zz< 之 x ,f(z,z，*…') 定 义 一 个 
AS. 到 S, 中 的 单 射 ”, 当 然 R, 也 必须 首相 应 地 改变 ， 

REZ R 包含 所 有 形 如 8 (其 中 7 ,8 之 PP) 的 基数 ,这 也 需 
要 引入 新 公式 号 (zy,g) 来 述说 :存在 yz<zr 使 得 对 所 有 we, 
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多 (zzo) 定 尺 一 从 Sy 到 9. PAR, BF wwe 使 得 tot 关 
w BREA PCr wis) Fe PCr wy ORA”. 在 这 种 情况 下 ,Rs 是 
一 个 四 元 关系 符号 . 此 外 ,还 须 增加 Ay * 的 一 无 穷 公式 述说 ,对 
某 个 O<P HY RHEE PH BRA Be” O 


练 习 
9.2.9 验证 9.2.6 的 证 明 最 后 构造 的 六 是 厂 的 模型 . 


S3 更 大 基数 的 紧 致 性 


在 2, 我 们 研究 了 “构造 性 定义 的 ”不 可 达 基 数 的 非 紧 致 性 . 
本 节 我 们 要 研究 使 语言 乞 - 具 有 某 种 紧 致 性 质 的 基数 < 的 特性 和 
“规模 ” 这 里 我 们 要 研究 三 类 基数 ;(1) 弱 紧 致 的 强 不 可 达 基 数 
类 ,(2) 可 测 基 数 类 ,(3) ( 强 ) 紧 致 基数 类 . 

我 们 将 看 到 ,除非 这 三 个 基数 类 是 空 的 ,否则 ,它们 每 “类 都 
包含 在 前 一 类 中 : (3) 夺 (2) 守 (1)， 对 (1) 和 (2), 我 们 还 有 (2)C 己 
(1). 对 (2) 和 (3) ,是 否 有 这 样 的 真 包含 关系 还 不 知道 . 此 外 ,我 们 
知道 (1) 的 第 一 个 元 素 小 于 (2) 的 第 一 个 元 素 ,而 这 种 情况 对 (2) 和 

《3) 还 不 清楚 . 


一 :可 测 基数 的 紧 致 性 


可 测 基 数 有 许多 等 价 的 定义 ,下 面 的 定义 最 符合 我 们 的 需要 . 

9. 3. 皇 定义” 称 不 可 数 基数 < 是 可 测 基数 S x LEES E 
全 的 非 主 超 小 . 

下 曾 研 究 可 测 基数 和 ( 弱 ) 紧 致 基数 的 关系 . 

9. 3.2 定理 “是 可 测 基数 > ERRAR. 

证 明 ; 令 x 是 可 测 基 数 ,入 是 x 上 <x- 完 全 的 非 主 超 滤 , 是 
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SAE <a FS EE SE He 的 子 集 有 模型 ， 令 
(oaa < 是 对 了 的 元 素 的 一 个 枚 举 , 且 对 每 一 Bw,As 是 ,人 cr 
的 模型 ， 只 须 证 ， 

TIA p 5. 

因为 多 是 非 主 超 滤 且 是 <<x- 完 全 的 ,所 以 2 包含 每 一 区 间 

O LEOLA HA Eh ace i L ERA 
{EASE} EKA kat, 

因此 右边 的 集合 属于 纪 , 所 以 据 SRA EH (8. 3. 10) ,有 
LIN, F d 对 所 有 的 ALK. 

因此 三 有 模型 . 口 | 

9.3.3 H FF REON 上 的 良 序 关系 且 xEM*CAC), 则 x 
是 不 可 测 基数 .特别 是 在 9. 2. 7 中 提 到 的 所 有 强 不 可 达 基 数 是 不 . 
可 测 的 。 因 此 ,车 «是 可 测 的 , 则 存在 «个 <« 的 强 不 可 达 基 数 . 

证 明 : 据 题 设 和 9. 2. 6, Lee, BATH 丝 …, 是 x- 非 紧 致 语言 ,所 以 
“ 是 强 非 紧 臻 基数， 因为 wWC 王 CN 一 SIL, 所 以 < 不 是 弱 紧 致 基数 ， 
因此 据 9. 3. 2,x 是 不 可 测 基数 . 口 

说 明 :;Keisler 在 其 [1962] 用 赵 积 构造 直接 证 时 了 9. 3. 3 的 最 
后 一 个 断定 . 

9.3.4 定理 ”假设 x 是 光 穷 基数 且 有 下 列 性 质 : 

对 每 一 基数 1k 在 圭 为 1 的 集合 上 (或 等 价 地 ,在 1 上 ) 的 每 
一 < 之 k- 完 全 的 非 主 滤 子 可 以 扩张 为 过 k- 完 全 的 非 主 超 滤 ， (9. 19) 
则 “是 强 紧 致 的 . 

证 明 : 令 三 是 HERB EW <a 的 子 集 有 模 
型 (注意 :这 里 并 没有 限制 瑟 的 基数 ), 要 证 三 有 模型 . 令 | 了 | 一 p， 
(ora <p) FE SAMA. 不妨 假设 plex, GIRL 就 有 模型 . 

任 给 p WFR 的 子 集 ISU, Ao. 的 模型 , 且 令 

J ={KE P,P): JEK}, 
其 中 多 (Pp) 二 {XCp;|X|<x). JHU JEZ), FEIA 
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下 列 < 之 k- 非 室 交 性质; 
XCJ HIX|I<« = X42. a 

假设 X= 《Ji CARP <e. « 是 正则 的 ,所 以 UJ。 

WEE o WR <n 的 子 集 ,所 以 
ULE Oye == (1X: 
-AE BANJA AERA xE 门 J, 则 对 所 有 "EJ,x 
EJ Rig 2 Re). AE ZET 如,(p) 上 存在 一 之 x- 
完全 的 非 主 滤 子 Z PB ISS. HOOLID A,m A 能 扩张 六 
Pp) hoe FRM EB Z. P 9. 3. 2 的 证 明 , 有 
LX, 3. O 

在 本 小 节 的 其 余部 分 ,我 们 先 离开 主题 来 证 明 可 测 基数 的 其 
ERR MER. 这 些 性 质 中 的 :~ 部 分 为 我 们 后 ETE FE Oa A 
数 的 紧 致 性 所 必需. 

我 们 这 里 的 结果 ,一 部 分 来 自 Kcisler 的 [1962], 另 外 儿 个 结 
果 由 “的 可 测 性 所 蕴涵 .下面 9. 3.8 的 (8) 一 (10) 来 自 Dickmann 
的 [1970j. 

9. 3.5 记 法 (ER ACHE AFA 指称 结构 人 .和 ?< as 
Fr Ma 是 A 上 的 完全 结构 .3 的 语 “元 关系 符号 集 { Rx :XX 

它们 在 总， 中 的 解释 为， Ri = 

E C1) ao n. 每 一 aca fF, 中 可 以 用 原 
LEK Rus (vo) 来 定义 :对 任意 BE Ar, 

Mi F Ria BI a= k- 
这 使 我 们 有 下 列 更 - Bien 

Ch) AUS WAMU HIER a HEM 中 可 以 用 
cu 的 公式 多 (wm) 来 定义 (这 里 简称 二 在 3 PR Mo TEA). 
且 B=, a) F! ee DAEB PAZ A 此 我 们 能 用 下 列 

方式 定义 映射 i 六 
oe orn 


因此 我 们 有 下 列 引 理 ， 

9.3.6 5| (1) FA=_V HAME- EREA 中 是 = 
可 定义 元 . 则 映射 i, 六 一 双 是 -个 st- 单 射 ( 因 此 称 为 典范 单 射 ). 
《参见 1.3.18. ) 

(2) 据 (1) 的 假设 ,每 一 SB FMB i 相同 . 

(3) 若 此 外 还 有 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 

DUK, AR 

QACBAAGHE-ALAEAUMU PTA. 的 ) 一 个 无 重 
词 公式 来 定义 ， 
Wl FEA A 到 器 的 恒 等 映 射 . 

证 明 ; 对 每 一 aE A, 令 plvo) 是 在 站 中 定义 4 的 和- 公式 . 

(1) S paS, g: XEF, 因为 |Fv(g) | <A, Bi 
Ik |Ran(g) |<ac<e. AAe EU RPE Va AIDE B.A 

UE dg] S AF Wot OLA Peo we] A 
WE gee g] S BE Woh OLA Benl v, )—>g]. 
”因为 右边 的 句子 是 Zar ASB A 
: —WEgde] a= BE dicg], 
这 就 证 明了 :是 一 个 乞 。- 单 射 . 

(2) 令 如题 设 所 规定 . 因为 /和 i 都 是 经 .- 单 射 , 所 以 据 
ace Hila f@eg. AAF 1g) B PRA , HL 
ila)= fla), Ab i= f- 

(3) 假设 还 有 情况 名 成 立 , 据 定义 ， 全 等 函数 id: AV 是 - 
个 fo BLAS C2) ,i 一 id. 

假设 情况 人 成 立 . 因为 半 己 吕 , 所 以 对 每 一 原子 公式 或 原子 公 
GE ge =e 门 4, 因 此 车 8p 是 诸 原子 公式 任意 的 (可 能 是 无 

4 ) 布 尔 组 合 , 即 对 (经 -的 ,车 价 地 ,对 SER iA 
F, a a =P NA. 因为 史 是 无 基 词 公式 ,所 以 cE 绊 ， 据 
《2) 中 相同 的 论证 ,我 们 有 :ea) 一 a， 癌 ] 
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F 面 我 们 来 证 明 可 测 基数 的 主 引 理 ,为 此 我 们 需要 下 列 引 理 . 

9. 3. 7 Shepherdson-Mostowski- 定 理 若 尺 是 类 天 上 的 良 建 
且 外 延 关 系 , 则 存在 一 传递 类 M 使 得 l 

(K, RSM, ETM). 
府 且 存在 由 下 列 条 件 递归 定义 的 一 个 唯一 的 同 构 : 
F(x)= {FGO):auRr), 对 xEK, - 
这 个 映射 称 为 从 (天 ,&) 到 传递 集 M 上 的 崩塌 同 构 . 

证 明 : 据 1.2.9 的 证 明 ， O 

9.3.8 可 测 基数 的 主 引 理 ”对 每 一 <ECNi, 下 列 条 件 等 价 ， 

(1 x 是 可 测 基 数 . 

(2) 每 一 答 为 «的 结构 义 在 同 构 意 义 上 有 … -个 真 SAP. 

(3) 对 每 -- 短 为 «的 结构 六 ,存在 结构 池 使 得 

ATB, AXB, A= 8. 

(4) 对 每 一 结构 A EA 中 每 一 元 素 可 用 A eA 
词 公式 来 定义 , 则 存在 结构 风 使 得 BEA ABE. 

(4) 对 每 一 结构 名 使 得 % 中 每 一 元 素 是 ie 可 定义 元 , 则 
存在 结构 B 使 得 VHA ABE. ' 

ML 9.3.5) 在 同 构 意义 上 有 一 个 真 PK. 

(6) 存在 结构 B 使 得 UCB BHM, A BAA. 

(7) 存在 结构 B 使 得 BHU, A BEA. 

(8) 在 同 构 的 意义 上 扩 ,. 有 -个 真 -扩张 . 

(9) 存在 结构 DB 使 得 半日 == A BAA. 

(10) 存在 结构 BF VHA, H BEN. 

C11) 对 每 - -序数 a 半 0, 存 在 传递 集 4 和 从 (R(x 十 a), EP 
Riet FKA ETAO PHEA 了 使 得 对 所 有 7Y<x,f(7Y) = 
Y AB << fC) ,其 中 RR 定义 如 例 1. 2. 11, 了 称 为 移动 < 

(12) 存在 传递 集 AMAR), EREINDA EP 
4 中 的 初等 嵌入 /使 得 对 所 有 <a, fY AE LS e > 
证 明 : 本 年 理 证 明 的 关系 如 于 图 :其 中 -> 表 和 党 , 
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ai 3 
(DD) — D > @ 一 (4) 
y y y 
6) 一 6 一 (7) ap 
y y + AY 


(3) — (9) > ao —> (1) <— (12) 

(4) => (4) 和 (11) => (12) BARRE YR PR 
件 都 是 前 者 的 特例 。 下面 我 们 来 证 明 其 余 的 部 分 . 

(> (2);: 令 儿 I 是 x 上 一 之 wx- 完 全 的 非 主 超 滤 ,f;:x 一 4 是 
BAT A ALIN 是 典范 单 射 . 下 证 fw 人 Ran(h) ;假设 相反 , 则 对 
SE aC 4,fg=dg 一 h(a), 因 此 {a€Ex;f(a) 二 a)€ 统 因为 /是 
AW Are ieee: fle) =a} | 二 1; 因 为 络 是 非 二 的 ,所 以 {aE x, 
Oa Z 8. 

(3) = (4). (6 > (7),(9) > (10):4 A, 表示 (3) > (4) 中 
HAER > (7),(9) > C10) FY A, FFEA 表示 前 两 种 情 
RPA ARR AnP o SR ENA, WER La NE 
等 价 的 真 扩张 . BALBA, AS AASL, S E Ha MH. A, 
的 每 一 元 素 由 一 个 无 基 词 公式 来 定义 (在 第 一 种 情况 中 据 假 设 , 在 
其 它 两 种 情况 中 据 9. 3.5 后 面 的 说 明 (I)). 据 9.3.6 的 (2) 和 和 
DHO .f=id: A >B. Hw BAA ,所 以 了 不 是 满 射 , 矛 盾 ， 

(2) => (4) :这 个 证 明 几乎 与 前 一 证 明 相间 . 令 EW, 的 真 
ww- 扩 张 ， 用 (3) 的 人 代替 (3) 的 @, 就 能 得 到 f=id 的 结论 . 

(10) => (1): 令 轴 如 (10), 据 9.3.6(1), 典 范 单 射 i: 半 .一 J 
是 一 个 So A. AA BHU, BA tT. A FE A. 
HRS] ARAN UCB CSR ET RE 中 .< 处， 虽然 
XP REL). SCBA, HX 2G (Co 如下， 
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XELZS bER?®. | 
下 证 多 是 < 上 的 非 主 超 滤 .为 此 先 证 : 
tt Be Xu XEDP Ru—-XEP (9. 20) 
显然 96 二 Yvo[ 一 Rx CR, _x (vo) HEN. PR. AH VHA, 
(Hp B= A) AL BEB PRE PRICE RY 或 6E y 
因此 X EZ K «e—-XEP,(9. 20) Mae. 
由 此 显 见 ,只 需 用 BSW. 这 个 条 件 就 能 证 时 Fe — HE. 
下 面 我 们 用 LSB Al be B-- A, RUE: 
DB RR. (9. 21) 
假设 7 FEF RE , 则 存在 a€ r 使 得 对 所 有 Xe: 
aEXO NE (CBERY). 
BE bE RY. HUB, A a€ Rar BAM, =F! wR ia) ve) 在 
A 中 成 立 , 所 以 2 WEB 中 成 立 , 因 此 ab, bE B>A, X 
所 以 (9. 21) 成 立 ， 
最 后 我 们 来 证 明 ; 
DALK EPH. (9. 22) 
任 给 DOD, D| <r, FENZ EZ, DER e: ARG, 
=Yv Raz, (vm A, Rx (vo) E .中 成 立 , 所 以 h EEB 中 成 


立 , 因 此 
RR 
1 KEL, 

因为 据 假设 对 所 有 XE Z H DER, SRL OER, ,证 得 (9. 22). 

据 9. 3. 1,x 是 可 测 基数 . E 

(D> QD: RRM. FARe«eb—-<e CeHsete 
I B= (Reta), Eh Reta). BRB TTS HE 8. 3. 11,118 
=. 8. ALLIS 是 外 延性 公理 的 良 建 模型 , 据 9.3.7, 

[IB=<A,EbA), HP ARH. 
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Ae of EAL BULB 中 的 经。- 单 射 和 从 日 四 AA 中 的 崩塌 同 构 & 
的 复合 函数 , 则 了 是 从 见 SU 中 的 初等 谋 入 使 得 SECA 
要 求 ， 施 归 纳 易 秆 ,对 所 有 Y< FCW). 

fe) RYE ES ya PER 


cE ve fCe) > ce fe). (9. 23) 

L yE fle) => x€yVa~yV yer. (9. 24) 
Kaglided€ fle), HP idee >Ret+ D2 te Fkh 

(9.25) 


rH (9. 239A C9. 25) 可 得 eC Pe). 据 (9. 23) 和 (9. 24), f(x) 是 
FERI APL ee f(x). 这 个 证 明 的 细节 留 给 读 洛 去 补充 . 

(12) => (1) R2). & B= (REKA1), EP REAL) f E 
MB SGA A =A ETORRA E S 满足 (127 的 规 
P= IX ECP GE fC(X)) ,下 证 : 

FW 是 k 上 <K- 完 全 的 非 主 起 滤 ， (9. 26) 
显然 ,多 是 上 的 非 主 超 滤 ， FIP Be eh. Sax 
x, (Ye€<aj CP, BE NYE Z. 令 Y 一 人 17*, 因 为 对 所 有 E<a, 
YELP ee ya ,因此 
rE NDIY». 《9. 27) 
@ S=(Esy) y EY: H E<a} M SERU+D= U PRAD, 
HRIH: 
Ye={y: E, PES), Ht Ee. (9. 28) 
Y= ty tt A Eca Ey ES}. (9,29) 
运用 了 于 (9. 29), 因 为 4 是 传递 集 , 了 是 初等 企 入 日 Sa) a B 
H a <a) ,所 以 | 
FOO = Cy PRAT Exe, Ey) EFS). (9. 30) 
JE ,运用 了 于 (9. 28), AW SOE, Lh 
Cl: AY BERMAN c= glido) ,骨节 参考 练习 9. 3. 36， 
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ETE y: p Ef. 
据 上 式 和 (9. 30) ,有 
f= NIY. 

据 (9. 27) ESY), PAYEZ. 由 此 证 得 (9. 26) 成 立 . 因此 “是 
可 测 基 数 . 口 ] 

9.3.9 定理 ” 绎 -是 强 紧 致 语言 全 < 是 可 测 基数 ， 

证 明 :我 们 来 证 2 的 强 紧 致 性 蕴涵 9. 3.8 的 (8)， 据 9. 1, 4， 
不 妨 假设 < 是 正则 基数 . SU, E KEERA, A= SMA), S 
是 经 二 YU {4) 的 下 列 综 句子 集 ,其 中 4 是 新 个 体 常 元 : 

(1) THe (M, 

(2) >Re ld), 对 E<e. 
今 BCE, E<, X= EEn Ra A E PER) BR, Xl <r. A 
此 存在 Ge 使 得 CR X. ERAO OE E 的 模型 ， 

因为 人 是 强 紧 致 语言 ,所 以 了 有 模型 小,， 据 句子 (1)， 

BV=B, L= A | 

据 9.3.6(1) ,不妨 假设 ， 在 同 构 意义 上 ， x 28. 据 句 子 集 (2) BW 
是 时. 的 真 扩张 . O 

由 此 可 见 , 强 紧 致 基数 是 非常 大 的 . 这 样 自 然 就 产生 一 问题 : 

强 紧 至 基数 如 全 与 可 测 基数 比较 ? 
GRERKMS BAGH MRAL AR. P. Vopénka-K. Hrbáček 
在 其 [1966] 证 明了 下 列 定 理 9. 3. 10, 这 是 对 Scott 在 其 [1961] 证 
明 的 下 列 命题 精致 而 又 自然 的 概括 : 
“A VIL, WAT MRR”. 

9. 3. 10 TEE (Vopénka— Hrbáček [1966]) 车 存在 强 紧 致 基 
数 , 则 对 每 一 集合 a. VÆLA), HP LOE XM 0.8.5 

证 明 : 假 设 对 某 个 集合 a, V=L(a). 因为 存在 一 个 F 序数 集 mm 
使 得 Lla) =L Ca) ,所 以 不 妨 假设 a 是 一 个 序数 集 . A « 是 强 紧 致 
基数 ,4 Sew 是 基数 使 得 aC. 因为 是 强 紧 致 的 ,所 以 在 人 上 存 
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在 一 个 二 x 完全 的 超 滤 多 REM XCD, X= CLS 
P PRRP: 1A 一 X|<4}). 
因为 D 是 < 完全 的 ， Br A 8B LEV 是 良 建 的 ， 因此 可 以 把 
它 等 同 于 一 个 传递 集 M. 若是 上 的 函数 , 则 我 们 用 [下来 指 
称 由 了 表示 的 M 中 的 元 素 . S j==jz 是 由 Z iBA V A M h 
HA RRA. | 
考虑 超 窒 的 另 一 种 形式 .这 里 只 考虑 ** 上 那些 至 多 有 4 个 值 
的 函数 ， 对 这 类 函数 ,用 通常 的 方式 ,定义 
f=y g 2 {a:f 0)=g(0)} ED, 
f€ag Olaf (a Ega ED. 
这 样 得 到 一 个 集合 论语 言 的 结构 ,我 们 有 LV 来 指称 它 ， 施 归纳 
于 集合 论 公式 pg 的 复杂 度 , 易 证 对 这 种 形式 的 超 容 , 超 积 基本 定理 
仍 成 立 : 若 f,… 是 at ERRUR Ran <A, M 
TIVE fae) © (a fla) EZ. 
因此 TIV Æ ZFC HO, ATV =v. 因为 纪 是 <*- 完 全 的 ,所 
以 上 IV 是 良 建 的 , 据 9. 3. T Lv" 同 构 于 一 个 传递 集 N. N 的 每 
一 元 素 可 以 用 + 上 的 一 个 函数 矿 使 得 |Ran(. 六 | 魏 为 来 表示 ， 我 
们 用 [ 门 指称 由 了 表示 的 N 中 的 元 素 ， 这 样 可 以 如 下 定义 一 
SRA I: VON: | 
i(z)=[C] ， 
其 中 C, 是 对 上 值 为 z 的 常 值 函数 . 
对 At ERAR SEB Ran D |<A, > 
ALFI > =L]. 
FL RLEY ) 的 定义 不 依赖 N 中 表示 [Lf] W fe. Hk N> 
M 是 初等 嵌入 . 
HYLA WAAR Y 中 的 每 一 函数 至 多 有 A 个 值 ,因此 对 
所 有 Sa YL] =O). Bf at oat BSH AMA RET 
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YLA faatr. AU EAB FCAT) = sup i) <A}. 
A=, 对 所 有 EKOA). 
类 似 地 可 证 ita)==j(a) 且 
M=L(j(a)) =LUCa) =N. 

因为 对 角 线 函数 "qd (a) 一 a 在 M 中 表示 一 序数 使 得 对 每 -7 
SAY ,该 序数 大 于 (7) ,所 以 (CA! sup (1) :7< .而 所 NN 的 
FE CAT A TCA) IS SRR OM 的 构造 ,ij(4') 是 j() 的 后 继 
序数 (上 且 1 =1)) RM A>) AE MEN AIR. 加 

WAR: & « FEO] WER AS ewe bce SEEM ERE , 则 

LCSD E VSLCZ) A “r BT RAY”. 

所 以 从 9. 3. 16 可 得 到 下 列 推论 : 

9.3.11 推论 E ZFC 十 “存在 可 测 基 数 ” 基 致 的 ; 则 ZFC 十 
“存在 可 测 基 数 ” 十 “不 存在 强 紧 致 基数 ”也 是 一 履 的 . 特别 是 ， 

ZRFC 十 “存在 可 测 基 数 " 上 一 (可 测 > 强 紧 致 ). 

“TR > RRA IX SBR ZFC AAR RK 
数 ” 中 成 立 ,这 个 问题 似乎 还 没有 解决 ,虽然 KK. Kunen 已 经 证 明 下 
列 蕴涵 关系 在 ZFC 中 不 可 证 : 

ZFC 十 “存在 可 测 基 数 ”- 致 全 ZFC 十 “存在 强 紧 到 基数” - 致 . 

Magidor 在 其 小 册 “The First Strongly Compact Can Be the 
First Mersurable” 中 部 分 地 解决 了 与 上 述 问 题 相 关 的 问题 , 即 第 一 
个 强 紧 致 基数 等 于 第 一 个 可 测 基数 : 

9. 3. 12 定理 (Magidor) 若 ZEFC 十 “存在 强 紧 臻 基数” 一致， 
则 ZEFC 十 “第 一 个 强 紧 致 基数 等 于 第 一 个 可 测 基 数 ” 也 一 致 . 口 ] 

说 明 :(T)9.3.12 和 下 列 定 理 的 证 明 所 使 用 的 技巧 己 超 测 
本 书 的 范围 ,请 读者 分 别 参 考 有 关 文 献 . 

CL) 9.3,12 中 的 “等 于 ?能 否 按 成 “大 于 ”这 个 问题 似乎 还 未 
解决 . 

Kunen 在 其 [1971] 还 证 明了 以 上 下 定理; 

9.3.13 定理 ” 若 存 在 强 紧 致 基数 , 则 对 每 一 序数 a, IE ZFC 
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的 传递 模型 MN 使 得 员 中 的 可 测 基数 集 至 少 有 序 型 a( 即 至 少 有 a 
个 可 测 基 数 ). 

沿 者 这 些 思路 ,近来 还 得 到 其 它 -- 些 绪 果 ,可 参见 Magidor 的 
另 一 个 小 册 “The First Supercompact Can Be the First Strongly 
Compact”, T. K. Menas 的 1L1974] 和 本 Stern #11973 ]- 


二 、 紧 致 基数 的 其 它 性 质 


在 上 一 小 节 我 们 研究 了 可 测 基数 和 ( 归 ? 紧 致 基数 的 关系 ,这 

一 小 节 我 们 要 研究 紧 致 基数 ,特别 是 弱 紧 致 基数 的 其 它 性 质 . 为 此 
我 们 先 引 入 一 些 慨 念 和 定义 . 

-对 每 -使 得 1 委 4<am 阶 语言 到 "除了 通常 的 逻辑 符号 ,还 
包括 下 列 变 元 : 

Xe Xt Ne gt 
这 里 上 上 标 为 的 变 元 指称 第 & 阶 集合 . SWABS hy LE 
相应 的 扩张 ， 这 样 , 半 上 YX*p 表 示 
MEGS), 对 每 一 SCH (PCA) )). 
ey 


kt ' 

称 包含 高 阶 量词 的 公式 具有 前 束 形式 © 该 公式 所 有 量词 成 
串 处 于 前 部 ,其 中 最 高 阶 量词 在 最 前 面 ,…: 

KARAR pg 是 TEGA DD-AR o FIRE EE: 

(1) 在 pg 中 出 现 的 最 高 阶 量词 是 nti ME, 

(2) 最 前 面 的 量词 是 全 称 (或 存在 ) 量 词 ， 

(3) HA mAT E ntl 阶 量词 排 成 一 串 , 中 间 没 有 其 它 
阶 量词 ,因此 MAAS LARIH Be 


VX IY ep, JX VY eg. 
= A 
mõintih Ei mentik OE 


进一步 的 细节 参见 A. Church 的 [1956j. 
9.3. 14 定义 ” 称 基数 «是 作 ( 或 可)- 可 描述 基数 > cow E 
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强 不 可 达 基 数 且 存在 集 台 UCR (Ce) AT OO Ca EO- TF o 使 得 
(Re), EU) F o (ASAPH a<e.a€ ON, 
(Ra), E€ UM Rad) E a. 

EMPR eE CK EL PaE. 我 们 用 n 指称 第 -- 个 大 于 
的 [CV- 不 可 描述 的 强 不 可 达 基 数 ( 若 它 存在 的 话 ). 

下 列 引 理 综合 了 关于 可 描述 基数 的 基本 人 性质: 

9. 3. 15 引 理 (Tianf-Scott,[1961]》 

(1) s ÆR -描述 的 S 存在 m<w 使 得 x 是 人 多 -可 描述 的 . 

(2) #4 n>0 A 区 存在, 则 ze 是 了,,- 可 描述 的 . 

(3) Ha>l.m>0 oot FEN e 是 忆 - 可 描述 的 . 

(4) == HP KT OM RR TARR. 

(5) E O<ins pia? FETE <p ak m<q) W mat. El 

9.3.16 定理 (1) CHanf-Scott, {1961 |) 

x 是 可 测 基数 > x 是 下- 不 可 描述 基数 . 

(2) (Vaught) « 是 可 测 基 数 之 对 所 有 nymo, <a. 

WEAR: (1) $ r BET] ER UCR Ce) o ECHR BARE, 
UH -AE ,假设 (RCK) ,€ UD Eo. 要 证 对 某 个 wa <u, cE ON, 

(Ria), E ,UNR(a)) F o. 

据 上 述 假设 ,我 们 有 o=YXgX), KP X B= BIE. pX) 
只 包含 二 阶 和 一 阶 量词 ， 因此 

《有 Ce 十 1 EX ROOD UE GO, 对 任意 XCRCc 十 1). 

(9. 31) 

其 中 gO 8 Dy RV 2 € RC) ME RO) BR pg 中 形 如 Yix 
和 3z 的 一 阶 量 词 得 到 的 句子 . 

现 令 甸 是 < 上 的 正规 和 < 完全 的 非 主 超 滤 , 令 

A= U Re) ,€). 

因为 R(x 十 1 六 二 有 R(x 十 0, 所 以 (9.31) 也 在 并 pka. AAW 
中 可 以 用 函数 a + ROKR R), MA at Rt RR 
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示 Rc+1), AR e 1 站 RCo 来 表示 万 ,所 以 
la: (R(a@+1),€.X RCo) UNR F, 对 所 有 XS 
Rlat+ DI}E ED, (9. 32) 
AMI. 32) 花 插 号 中 的 表达 式 变 成 三 阶 语言 ,我 们 有 
ta: (Ra), EUNRCGO Fos E Z. 
因此 对 某 个 < <n, (Ria), E UNR Fo. 
(2) 的 证 明 留 给 读者 ， 口 
9.3.17 定义 (1) OT. SBM CARR 1.2.12). STT {È 
F rES H ray> yES MSS) DRA. FR. 
Xf HR ETS S= (vy ET yar) WS. <) 5,) 的 序 型 称 
为 工 的 长 度 ( 或 敲 度 ), 用 H(z) 表示. 
supi HD rE RAT MEE. LOR. 
对 每 一 EL(Cz) ,下列 集 合 称 为 了 ' 的 第 a 层 ; 
Levia) = {rET,H(r)=a}. 
开 的 任意 用 科 线 序 ( 即 用 委 良 序 ) 的 子 集 称 为 了 的 一 个 链 . 
{ERR KEK ARE. 
了 的 任意 过- 极 小 元 称 为 了 的 树 根 . 
令 x,yE7T, 称 > 是 工 的 直接 后 继 洁 zx<y AP GE CET fË 
得 zx<z<<y、 
Pr 和 yy 不 可 比较 OS 一 (z 委 )) 且 一 (> 委 z). 
一 个 反 链 是 由 了 的 两 两 不 可 比较 的 元 素 组 成 的 集合 . 
(2) RAT, DORITA S TODOR ARRECA 
一 元 素 至 多 有 两 个 直接 后 继 . 
(3) PRIT, <) dz k-Souslin- 树 (其 中 ECNO e T HRY 
K dE T AY) fe — A Se RB ER <x. 
(4) 对 任意 基数 p 和 集合 XRAY THR XARA oh 
元 素 的 子 集 的 集合 : 
[Xj= {ZCX,|2Z1=p}. 
PCer ELX 的 一 划分 使 得 |7} =«, HX} isj El, Æj CG: 
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和 C; 两 两 不 相交 但 它们 不 必然 非 空 : 
[xY= UC. 

PR YOX 是 相对 土 述 划分 的 齐 性 筑 (homogeneous set) & 对 
HA iE YTE. 

(5) SUB-D x 的 集合 和 和 每 一 把 LX] 了 划分 成 < 个 业 
WR AEE FEA AM FER. RINSE: 

my (Ai 

说 明 ; I) 关于 树 的 概念 和 基本 性 质 , 可 见 1. 2. 12 一 1. 2.14. 

CD) 用 上 述 (4) 的 方法 定义 划分 如 同 定义 函数 LK Y-k. 
因此 YAAR SAY ARABEK. 

CH) FARMERA RRE DEEL HUD ARIE 
指 [X= UC 中 的 诸 C; 无 须 是 不 相交 的 . 

下 证 关于 弱 紧 致 基数 的 命题 之 间 的 等 价 关 系 , 在 这 些 证 明 中 ， 
我 们 对 与 无 穷 语言 模型 论 性 质 密切 相关 的 命题 给 予 更 详细 的 证 
明 . 在 下 面 (1) 一 (14) 中 ,我 们 假设 eo 是 强 不 可 达 基 数 : 

(1) Sak e 紧 致 语言 ( 即 上 是 弱 紧 致 基数 ). 

(2) RRA 是 满足 下 列 条 件 的 内 -结构 : 

OD |S \|<x«<lAl, 
人 @ A 的 每 一 元 素 在 半 中 是 区 -可 定义 元 ， 
则 存在 结构 路 使 得 ， 
@A<,%, 
@® BEA, 
© 对 每 一 YE Form (ZER lg |e, FE ORE 
bE BA. bE. 
(3) 对 经 的 每 一 满足 (2)@D 一 -四 的 结构 器 ,存在 结构 外 使 得 
B= ， BÆN. 
(4) #-RCP RRA KHOI RAAR « 的 树枝 . 
(5) Hue x- 紧 致 语言 . 
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(6) 若 F 是 由 k 的 诸 子 业 构 或 的 志 护 完全 的 域 ,| 多 | 一 上 县 
DF R-AK RER UN PTE 多 中 扩张 为 一 个 之 
«x- 完 全 的 超 滤 . 

DEF 如 (6) 规 定 且 包含 * 的 所 有 单元 集 , 则 多 包含 一 之 
x- 完 全 的 非 主 超 滤 ， 

(8) x —> (2) 

(9) 每 一 睁 为 的 线 序 结构 有 翅 为 * 的 良 序 或 逆 良 序 子 集 . 

(10) 基数 «AER. BRAK 的 树 , 使 得 该 树 的 每 一 芋 
<a. SH «NAAR. 

Ci) 对 每 一 传递 集 M ERIM =r HEEM, FERRE N 
和 从 CM,EFM) 到 CN,EMN) 中 的 初等 嵌入 使 得 对 所 有 ace, 

fla)=a, f(x)>x. 

(12) 对 kw 上 的 每 一 个 有 穷 关 系 号 , 结构 (x,E 卜 x,S) 有 形 如 
(AEA MET KAP ec. 

(13) 对 每 一 子 集 TCRKe) ,结构 (R(x), EP Re) UH 
(ETMV) 的 初等 扩张 ,其 中 MERRE HEM. 

(14) e 是 四 -不 可 描述 基数 ， 

上 述 结果 都 可 以 在 文献 中 找到 ,我 们 特别 指出 下 列 参 考 文献 ， 
Keisler- Tarski 的 [1964] 中 的 § 4,Keisler [1962144 § 2, Silver 
的 [1971] 中 的 pp. 23---28,Morley 的 [1968] 中 的 $4 Al § 9,Hanf- 
Scott 的 [1961] 和 A. Lévy 的 [1971],Dickmann 的 [1970]]. 

(1) 一 (14)? 的 荀 涵 关系 可 以 用 下 图 来 表示 ;其 中 一 表示 >, 


(11) = (5) < 人) —> (Q2) —> (12) 


Ý ý t yun 


(7) <— (6) (4) <= (3) (13) 


t A "4 


《8) —> (9) — (10) < (14) 
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证 明 (14) > (10) 和 (12) > 〈13) 要 使 用 超出 本 书 的 技巧 ,所 
以 我 们 在 此 省 略 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 Silver 的 [1966]. 

注 灾 :上 图 并 没有 穷尽 所 有 蕴涵 关系 ,例如 ,Silver 在 其 
[1966] 还 证 明了 :(6) => (1),(6) => (10),(10) = (1). Morley 在 
其 [1968] 给 出 (8) > (4) 的 直接 证 明 , 他 对 (1) > (4) 的 证 明 经 过 
Dickmann 在 其 [1970] 的 修正 成 为 (3) > (4) 的 证 明 . J. L. Bell 在 
其 [1970] 给 出 (1) > (13) 的 证 明 ，Jech 在 其 [1978] 给 出 (5) 一 
(10), (14) => (4) 的 证 明 . 

我 们 在 (1) 一 (14) 中 预 设 >u 是 强 不 可 达 基 数 . 车 取消 这 个 
假设 , 则 其 中 有 些 蕴 涵 关 系 不 成 立 ,参见 Dickmann 的 [1970]， 
CH3, 8 9,B 和 [1975] ,附录 E. 

下 面 我 们 分 别 来 证 明 上 图 给 出 的 萤 涵 关系 ,其 中 (1) > (5) 
和 (2) => (3) 是 显然 的 . 

9.3.18 定理 〈1) => (2). 

证 明 , 令 和 满足 (2) 的 四 和 加 ,因为 | 色 | 委 k 且 和 -的 每 一 公 
式 是 一 个 从 大 全 «的 符号 集 构造 起 来 的 ,长 度 < 之 «的 符号 序列 ,所 
以 据 x 的 强 不 可 达 性 ， 

(Form (Z a) | {47s AEG CN, A} = Ke. (9. 33) 
(9. 33) 中 的 等 式 成 立 是 因为 « 的 强 不 可 达 性 . 显然 ,(9. 33) 和 假设 
OAW AIS EOD, A| =«. 

对 每 一 a€ 4, 令 p EEA pE a Sa BHR e EA) 
E QE Form, (La): i= E. EO. 33) ,4 可 以 看 作 
ee MRR. Side ECA RA a RAAR, E EU 
(d E< ANA PATS: 

(ITh。 A), 

(I) eld), aË aCA EÀ, 

CI) & (de), HB EA. 

(9. 33) iH | Th, CQ) | <n. HHLA] AAS“ 所 以 | 了 | 所 < 
现在 我 们 来 证 明 E Hg-K TETARA. X= 
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{a€E A:9 El). Y= (bide EP PHAY 有 答 二 x， 据 基数 
的 基本 性 质 , 对 每 一 fEY, 有 

-Ng 
MB LEY, 4 ee" UF HEA deer RP z RA 
d; 6) MAE) SL Py. | 

因为 ZuE «- BBR SS MAr ARA B. SBL fw. 据 
HPC) B=. HOM 9. 3. 6(1), 在 同 构 意 义 上 ,不 妨 假设 
X<.B. HIM WHAT. d; E€ B-A ME HAF, BR, 
MEA, deg. 因此 断定 合生 成 立 , 据 9. 3. 6(2) 和 (3) ,每 一 
Le BST SAB EA ESR. AARO BAAO, F 
以 我 们 有 BEY REDRE O 

9.3.19 定理 (2) > (12),(2) > (13). 

证 明 ; (2) > (12) :结构 =(x, E hx,S,a)oe: 显 然 满足 (2) 的 
DAMO. 令 吕 是 (2) 的 结论 所 断定 的 结构 , 则 吕 寺 并 和 w 汪 w 蕴涵 
<* EN B 的 良 序 ， 因 此 不 妨 假设 对 某 个 序数 4, B= H< = 
Età BA ASB H Asr P Aare Amr AaB E 
R=SCLPRAU PAKS 的 二 元 谓词 村 号 ), 因 此 只 之 站 ,与 
DHOTE. 因此 A>. BAR l 

(x, ETSIA EP A,TI=BE(<,R}, 
其 中 T=R 注意 :这 里 我 们 没有 用 到 (2) 中 的 @@. _ 

《2) > (13):4 W=(R(«), EIR) ayocgoy PHA p 
指称 U 的 一 元 谓词 符号 ， 因 为 «是 强 不 可 达 的 ,所 以 |R(x) | =x, 
因此 发 满足 (2) 的 要 求 . +B 如 (2) 中 所 规定 , 据 吕 ==。X A ee, 
B 既是 外 延 的 又 是 良 建 的 ,所 以 据 9. 3.7, 存 在 映射 到 某 个 传递 集 
M 上 的 隔 构 f :BF (EE}->(M,EFM). 

下 面 我 们 施 归 纳 于 Rank (zx) ( 即 最 小 的 序数 aEON HH rE 

“RCa 十 1)) 来 证 明 , 对 每 一 cE R(x), 
Je =r. 


假设 Rank(y)=a <k 日 对 所 有 并 使 得 她 ank(z)<<ay fc? )= 
x BR yS). MAR, S cE fC) HM 的 传递 性 ,zEM ， 
因此 对 菜 个 wEB,z= 了 (w) 有 是 《wrod EE. BAlyi<« H 0= 
VoleEcy> V vc. JEA 中 成 立 , 因 此 9 也 在 鸭 中 成 立 . 所 以 对 某 
个 5Ey,tw 二 3, 则 Rank (6)<g， 据 归纳 很 设 ， 

b=f(F)=fw)=z, 

-因此 zE€E y, 这 就 证 明了 PCy. 至 此 归纳 完毕 ， 

现在 我 们 有 ROCM AS V=S[ PPI. 

(Rew), Eh Rc) L<(M,EfM,V>. 

最 后 我 们 来 证 <E M、 考 虑 (2) 的 @@ 中 特定 的 Law AAP) 
使 得 gkvo) 述 说 : “vo 是 一 个 序数 ”,P 是 RCIc) 的 子 集 <, 据 回 , 存 在 
bE B 一 R(x) 满 足 8 ,所 以 SOBER. > f(b=a. AOE 
RC) ,所 以 a 之 x， 因 为 M 是 传递 的 且 EM, Ai eM. O 

9. 3. 20 定理 (5) > (11). 

证 明 : 假 设 给 是 二 紧 致 的 ,其 中 wx>wm 是 强 不 可 达 基 数 ,M 
是 满足 (11) 的 假设 的 集合 , 令 了 是 (M,E1M}) 的 SER: 

T=Th,((M, EF M raea). 

对 每 一 a&€ MM , 令 c, 指称 a 的 个 体 常 元 . 增加 一 个 新 个 体 常 元 < 给 
原来 的 语言 , 令 由 TT 中 天 有 句子 和 下 列 句 子 组 成 ; 

GQ) “c RAR”, 

@ ces 

Dale, 对 每 一 <x. 
类 似 9. 3. 18 的 论证 可 以 证 明 ||=« E EARR 的 子 集 有 
模型 . 因为 是 x- 紧 致 的 ,所 以 有 模型 . 据 9. 3.7, 此 模型 间 构 
于 传递 结构 CN ,EFN). 定义 映射 f:; MN 如 下 : 对 每 一 a€ MM， 

fi. 

则 了 是 满足 (11) 要 求 的 .从 CiM .EM 到 CN,ETNN) 中 的 初等 从 
入 (事实 上 是 So HH). FRA 9. 3. 19 的 证 明 的 第 二 部 分 中 的 
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归纳 论证 ,用 上 述 句 子 中 和 图 , 易 证 对 所 有 «<u, f =a. 而 x 过 
f(x) 是 这 一 结果 和 人 @ 的 直接 推论 。 口 

9.3.21 定理 (5) => (6). 

证 明 : 这 里 我 们 使 用 的 技巧 已 经 在 证 明 9. 3.8010) > (1) 时 
以 比较 简单 的 形式 出 现 过 , 任 给 语言 红 使 得 对 每 一 XE 多 ,S 有 
一 个 一 元 请 词 Rx ,考虑 红 的 结构 外 二 (x, 革 )xew， 我 们 要 构造 六 
R L a PK © 使 得 在 & 中 存在 元 素 cE 人 了 Rx- 


S SRR Z LU enic UFA 经 人- 句子 集 ， 
其 中 新 增 符号 是 个 体 常 元 符号 ; 

D Th, (CU He.) 

© Rd), Hä XED. 
因为 据 假设 ,| 多 | 志 1F |= AS HES. Gr EIERN 
<r RFR G 党 二 {XE€E 恕 ;Rx ET PRR). BR, ZEZ A 
12r|<e 因为 于 是 < 上 完全 的 ,所 以 门 .22rE 如 .因为 儿 是 真 渡 ， 
所 以 介绍 短促 . cE NH ARAWA, E KET RA. 

据 乡 的 «- 紧 致 性 ,5 有 模型 器, SBB IL. EFO, 
BKA MAFO Ae N Re 

现在 固定 具有 上 述 性 质 的 加 和 c 对 XE 多 ,定义 

XED, cERs. 

恰 如 9. 3. 8(10) > (1) 的 论证 ,可 以 证 明 2 CF EAE 
SHG. Hace N Rx, 所 以 cA. O 

注 剖 :(I) 在 cE4 的 情况 下 ,多 , BER. 

CL) 令 4x, 上 述 论证 也 能 证 明 下 列 (5) > (6) : 

(5) 21.58 wx- 紧 臻 语言. 
(6) 车. 久 是 由 «的 诸 子 集 构成 的 <x- 完 全 的 域 且 |.F |= 

x, 则 .多 中 每 一 到 ec- 完 全 的 真 滤 能 扩张 为 < 人 -完全 的 超 滤 . 

9. 3. 22 定理 (11) > (7). 
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证 明 : 证 明 类 似 9. 3.802) > (1) 的 证 明 . OF 是 由 x 的 . 包 
含 k 的 所 有 单元 集 的 庄子 集 构成 的 二 x- 完 全 的 域 使 得 | 这 |==x. 令 
M 是 最 小 的 传递 集 使 得 xE M,. 岂 性 IM 且 对 所 有 a 二 x 和 所 有 
fia >F, ilr, PESE Ea EM. 因为 x 是 强 不 可 达 的 ,所 
以 经 过 简单 的 计算 能 证 明 |M|]==x. 据 (11), 存 在 传递 集 N 和 初等 
RAS: M, ES M+ iN, ES NDE APA a 过 x,f(a)=a 但 
fon &D=(re.F E f(r)), M9. 3.802) > (1) 的 证 
明 , 可 证 得 纺 是 .多 中 <<x- 完 全 的 非 主 超 滤 ，[] 

9. 3. 23 定理 (6) > (7) => (8) > (9) > (10) => 4). 

证 明 : 因 为 这 里 的 证 明 是 纯粹 集合 论 的 ,所 以 除了 (9) 一 
(10) ,其 余 皆 概述 . 

(6) > (7): 令 多 是 满足 (7) 要 求 的 .< 的 诸 子 集 的 域 .、 易 证 
={YEF,|w 一 |< 之 x} 是 .FF 中 之 x- 完 全 的 真 滤 . EG, Z GE 
扩张 为 过 x- 完 全 的 超 滤 Z. HAD, 包含 每 一 单元 集 的 补 ,所 以 
DP, 是 非 主 超 滤 . 

(7) => (8) :假设 [KJ 划分 为 CoUC 对 每 一 +<x, 令 MM(T) 
二 {y: {Xx1y}ECo},. 扩 是 由 的 诸 子 集 构 成 的 .最 小 的 过 wx- 完 全 的 
bh BM <n, F 包含 M(xz),{zx} 和 x 自身 . 因为 BRK 
集合 构成 的 一 个 族 生成 ,所 以 | 多 1=e CT ,在 多 中 存在 一 个 
<“- 完 全 的 非 主 超 滤 多 ， 归 纳 定 义 序列 (zy:y<e)Ex T: 

TE QM), M(x) =M MEZ. 
因为 A Er PUM D EDAN PAD. 
注意 :对 <E, 
EMi SO Mlp EZ. 
AS S= {apar} S= {rE S: MOEZ), ME EARS HK, 
z yEsS => (rey EC, TyES—S => ry EC). 

HERA S 和 3 一 3 相对 划分 (C,,C1) 是 齐 性 集 , 因为 I51=x, 所 
LAS, Al S-S, PR ASEH <, 这 就 证 明了 “一 (xc):， 
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(8) => (9): 今 (4,<) 是 基数 为 的 线 序 , 任 给 x,yE 4, 若 
reyp E La Miry EC GUS (ay EC. W, FEASA 
使 得 [LA4,JCCC,( 其 中 i=0,1) 且 |A, | =x. 

(9) > 10:6%=(A, DRA «he APR -BAR< 
x. KARRA 只 有 一 个 树 根 ,因为 否则 我 们 可 以 把 这 片 “ 树 林 ” 砍 
R<« 棵 不 相连 的 .只 有 一 个 怪 根 的 树 使 得 其 中 的 每 一 棵 树 仍 有 
TEA <( 据 x 的 正则 性 ), 这 样 的 子 树 的 任 一 索 为 “的 树枝 就 是 我 
WIERE WU 的 树枝 - 

我 们 要 在 4 上 定义 一 个 扩张 工 的 序 二 使 得 对 每 一 zE4, 集 
FRS {yE 4:7 达 y) 是 一 个 之 - 节 , 即 

uurw HuwER(r) > vER(2). 
首先 , 施 归纳 于 «我们 要 在 Levy{a) 上 定义 一 个 具有 下 列 性 质 的 线 
Fe< Rt x. yEClLev(a). 

rm, y 这 对 所 有 7Y<<a fo PR zw Levy). elr,wTy L 
zur, 则 <y w. (9. 34) 
若 对 所 有 pCa, <a 已 定义 完毕 , 且 xx;yElLevta), 则 我 们 能 据 
(9. 34) 定 义 ra y ANP: 

情况 1: 车 分 别 存在 z,y 的 、 属 于 同一 层 的 也 前 趋 =vw Ho 
ws MW RNS 

za y E (9. 34) 49 SW R 

情况 2. WA EB she M<. 

条件 (9. 34) 之 所 以 成 立 是 因为 在 情况 2 中 (9. 34)? 的 右边 空洞 
地 真 . 

其 次 ,我 们 定义 所 如 下 :对 zyE4， 

ay S «Ty Kary 是 了 -不 可 比较 的 且 

OD H(zx) 志 H(y)》 (HARK r HRA) LAA WE 
Lev (HCD 8 wT y A w= ys hae yy wi RA 

@ HiyWSH(DHABA zELev(H(v)) 使 得 Tr 或 
z= 2558. ry yj. 


可 以 证 明 每 一 RC(z) 相 对 之 是 一 个 节 . 
据 假 设 (9), <4, 二 ) 有 一 个 只 为 «的 子 集 C RBC RR 
RI RA. 通过 砍 掉 C 中 几 个 元 素 , 不 妨 假 设 (C,<NC? 有 序 型 < 
RUF HR x. RRC A cA eo 的 情况 也 同 理 可 证 ), 定 义 
B= {rE A:R) p A C 的 一 之 - 终 节 (二 -final segment) }. 
下 证 : 
BRAT AGRA FR. (9. 35) 
假设 (9.35) 不 成 立 , 则 存在 T- 不 可 比较 元 r yEB BR, 
RO) NR(wW= C8. 另 一 方面 , 若 D D: FMB R(x) Ry) 
CHEM tab, AAC 没有 最 后 元 , 所 以 D NDAD, R-RE) 
NRW = AF. 因此 (9. 35) 成 立 。 下 证 : 
|B| =x. (9. 36) 
只 须 施 归纳 来 证 明 对 所 有 a <x,B 站 Lev(a) 关 名 @， 假设 对 所 
Fi B<a, Bf) Lev MAO. I — ze€ BY) Lev (8) 4B (9. 35), 这 样 
的 元 素 是 唯一 的 )， 令 Ds BASE RGD PH CH-TER.M « 
的 正则 性 草 涵 D=) DAO DAR x( 因 为 它 是 C HAM). 此 
DCLev(a) U U RO). 
AA ilLevla) | 过 x, 所 以 存在 yELev(a) 使 得 1DNRCy) | =e HH 
数 的 基本 性 质 ,这 个 集合 与 D 共 尾 ， 因 为 RC(y) 是 一 个 节 , 所 以 它 
包含 厂 的 一 个 子 尾 部 ,因此 ye BA BN Leva AD. 
(10) > (4): ZERA H wA B=, T) ,我 们 须 证 明 它 
有 一 个 逢 为 «的 树枝 . 据 定义 ,一 棵 树 的 长 度 是 它 的 所 有 树枝 的 长 
度 的 上 确 界 . ASS AKERS. MEA-TKE RHA) 
Sr 的 树枝 ,所 以 我 们 只 考虑 长 度 委 < 的 B. 
施 归 纳 我 们 能 证 明 ;对 每 一 < <i BAB Lelo. 据 
(10) ,对 每 一 B<<x 和 ELev(B) ,集合 S.=(yER:yT x} EB A, 
如 下 定义 的 子 树 的 一 个 树枝 ， 
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(yE BHO) <A = U Lev (A). 
PORRE A- TRAR < REE < PAK. 因为 «是 强 不 
AEH ATRL |Lev(@) <. C 

9.3.24 定理 (3) > (4). 

证 明 : 反 证 . RIL BT RERA e CREB RN A A 
RN <n. A A= BT brr RE OMB. 考虑 经 -的 
FADS HPEY TS Sucr ER ARA 
中 ,yy 是 :的 直接 后 继 ”; 

(A) “<A XBA”, E 

“<2 RA”, H 
“Yau } OLA Cond V Cone D], 
《B)“< 之 定义 一 个 二 元 树 ”, 即 
JxYytr<yY =y) H 
YaJyzlSucle, y) ASucCzr.2) A Vw(Suc(z w) wE y 
V w=z)]. 

(C) 0 Kess F birba EB ES biT bas 

(D) 一 人 cs Cens IF A EB ERHET), 

(E) Jl aSucler), 对 吾 中 每 一 只 有 一 人 直接 后 承 的 如 

(F) 3v A ees) » 对 ‘BB, 了 了) 的 每 一 树枝 C， 

(G) Velu<a V (v=c,) |]. 对 每 一 bEB. 

注意 : 8,7) 的 所 有 树枝 的 窒 <<x > (FD) 和 和 (G) 是 S.-W F. 

下 证 (A)--(G) 的 每 一 模型 所 之 外 ,而 这 与 (3) 耶 括 , 从 而 证 明 
了 (3) => 4). l 

今 5 的 论 域 是 C， < 二 S$, 则 根据 句子 (C) 和 (CD) 的 构造 , 显 
W top bE BEB TREE ARIE OP IEB, T). 
令 cEC 一 B, 我 们 要 得 出 矛盾 ,从 而 证 明 (C，,S)=(B.T). 

因为 c 仿 B, 所 以 c KFS. RR, A X= (bE B:&bSc} 关 
四: 易 见 叉 是 (8B, 人 TT} 的 线 序 子 集 , 我 们 分 两 种 情况 讨论 之 : 
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情况 1 XARI b: AE CE B 使 得 对 每 一 zxEX,z7b， 
则 令 6, 是 这 样 的 5 中 最 小 的 一 个 , 据 (G) yc 是 5 的 TT- 前 趋 ,与 cE 
C 一 B 牙 盾 , 所 以 并 非 cSb. 据 (B),c lb, 都 是 (C,S) 中 6 的 过- 直 
HEA. HA cB A 在 4B8,T) 中 恰好 有 一 个 后 继 思 ,与 (E) 
牙 盾 . 相反 ,车 不 存在 具有 上 述 性 质 的 5E 喇 , 则 是 (8,TT) 的 极 大 
线 序 子 集 ( 树 枝 》， 因为 对 所 有 TEX, A zSc, 而 这 与 (FE) 了 矛盾 . 

情况 2 没有 最 后 元 : 据 (F), 易 见 区 是 (8,T) 的 一 个 树枝 ， 
如 上 述 论 证 , 仍 会 得 到 牙 盾 . O 

9.3.25 定理 (4) > (1). 

证 明 ; 这 个 证 明 类 似 纪 -- 紧 致 性 定理 的 标准 证 明 : 令 三 是 
和 .的 每 为 * 的 句子 集 使 得 王 的 每 一 客 <x 的 子 集 有 模型 . 不 妨 假 
Y=, I PERKASA) Se. 

BAL FA RIB LZ 扩张 到 Skoiem- 语 言 LZ * , Xt Form) 
HRA ERETTE unic MARK p ,我 们 引入 新 (Skolem-) 个 
体 常 元 符号 集 {c?:&<a}, 令 "是 如 此 扩张 的 语言 对 经 ”的 每 
一 公式 g, 我 们 也 如 此 进行 从 而 得 到 CODE. I nw, KR 
们 都 能 如 此 得 到 eo’. + 

c2z "一 [se 


n< 


因为 «是 强 不 可 达 的 ,所 以 1 S 显然 ,对 每 一 有 自由 变 元 集 
tive: 之 qa} 的 公式 9 ,在 和 PARMA OGR epice HEE 
们 都 不 在 ”中 出 现 ， 
对 每 一 rw:e<a), 今 中 是 9 的 Skolem- 句 : 

J {vg F <a} glug: ta Ach: E<a). (9. 37) 
BOD =f: pk HX MDA). STR BRER 的 子 
集 , 则 荆 有 模型 . SA ETNE H 区- 模型 ,通过 解释 Skolem- 常 元 
符号 使 得 每 一 形 如 (9. 37) 的 句子 真 ,我 们 可 以 把 所 扩张 为 双 的 
Say". 显然 ,所 ”上古 ,这 就 证 明了 

rA "的 住 意 办 < 的 子 集 , 则 并 有 模型 . 
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Fina <e EL 中 所 有 句子 的 一 个 枚 举 . 令 4S,E) 是 由 所 
H s: {0,1}, 7 <e ARMORY « 的 二 元 树 使 得 

A & EN {e,:a@€& Dom(s)}) 的 模型 使 得 对 每 一 waE Domis), 

s(a)=1 S Ao. 
因为 (4) 成 立 , 所 以 S 中 有 一 个 者 为 < 的 树枝 C， 令 
A= {osla =i AEC 
BRICA 令 4 是 经 "中 所 有 项 的 集合 ,定义 
ta: O 21, A. 
PRSE A, 上 的 等 价 关 系 ， 令 A=(t/~ 1E A). A 作为 个 体 
域 ,我 们 构造 SMM 如 下: 
Œs /ER SO Rete ) EA, 
PY/ gta F(t) [Fs 《9. 38) 
Accel, 
其 中 R,F,c EZ 的 关系 、 函 数 和 个 体 常 元 符号 ， 据 等 词 公理 的 
有 效 性 和 4 的 构造 , 易 见 尼 ,天 和 只 是 良 定 义 的 , 施 归纳 于 公式 
的 复杂 度 , 下 证 ， 
AWEsocEeA : (9. 39) 
原子 公式 的 情况 是 (9. 38) 的 直接 推论 . 联结 词 的 情况 显然 . > 
a=] (v:a) Kove: Ea), MFE (cf: Eca) tE 
Aver F<a} ves Eager Ea) E A. 
因此 ， 
WE oleh <a) S ald Ea) EEA. 
所 以 《9. 39) 成 立 , 从 而 证 明了 ADT ARAB. O 

9.3.26 定理 (13) > (14). 

证 明 : 设 (13) 成 立 . S UCR), o ETE M= (Re), EUP 
真 的 了 -句子 ， 不 妨 令 c= YXP(X) HEX BOMBLH CHA 
一 阶 量词 . SM =M, E UDEM 的 传递 的 初等 扩张 使 得 E 
MM， 因 为 


”379。 


(YXER DM F AN), 
A Re)” =R), RA 
Mk LYXCRKR(«)) R), E UND FX], 

因此 
中 上 [LG3zEON)CVXSRCo)CRCa E U Da) F CX). 
从 而 

Mk [CAa@E ON) (WV XSR(a2)) Ra), EU Ne) E MX). 
这 样 我 们 证 明了 对 某 个 a <k,@E ON, 

Rla),E€E ,UFo. O] 

说 明 : 至 此 我 们 完成 了 01) 一 {14) 的 等 价 性 证 明 .， 考虑 下 列 命 
题 (15) 一 (17) 之 间 的 关系 以 及 它们 与 (1) 一 (14) 的 关系 : 

(15) fou «BRE SZ. 

(16) Lo 是 REF. 

AD EF he HEF RIR I -EA g L F j = 
则 多 phei EAE A KA Co SY ABE. 

Bell 在 其 11970]j 和 [19724] 证 明了 , 若 ew 是 强 不 可 达 基 数 ， 
则 (15) 一 (17) 等 价 且 被 (1) 一 (14) 中 任意 一 个 蕴涵 . 若 再 加 上 假设 

“x 不 超过 (exceed) 第 一 个 可 测 基 数 ”， 
则 (15) 一 (17) 中 任 一 命题 草 涵 1) 一 (14) 中 任 一 命题 . 

显然 ,我 们 有 (1) > (15) > (16). 据 9. 3. 21 的 论证 ,我 们 也 
能 证 明 (16) 一 〈17) ,请 参见 9. 3. 21 的 证 明 及 其 后 面 的 说 明 . 

9. 3. 27 定理 (17) => (15). 

证 明 :这 个 证 明 是 大 家 熟悉 的 用 超 滤 来 证 明 Ww" HE EE BB 
的 一 个 变种 ， 

BSE S.A MOP REG TARR TR 
ARR. $F C37 )Skolem- BAK BE EE BS BE aT A 
被 一 适当 的 Skolem- RFS BR. A AN RE DS E Skolem- 脱 
胀 SS" 中 的 全 称 句子 集 . 因为 我 们 可 以 消去 三 中 句子 的 存在 量 
词 , 所 以 我 们 还 可 以 假设 | 经 | =e. 
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令 PA CDR SHAR <e HER. 对 每 -- AE 
PZ) ,选择 A HRA A, HE RE — BF (Skolem-) BAS HE 
ACA PT BCE & PE A) & 2 Be. 

5 AE Ae MBA AKAD ARLES}, 
因为 | 外 “|=x, 且 «是 强 不 可 达 的 ,所 以 存在 1 {2,4AE€ PAZ} 
的 宕 为 “的 子 集 下, 使 得 巨 在 经 "的 所 有 运算 下 封闭 ， 

对 每 一 序 对 (2 ,/), 其 中 8 是 和 2 的 无 量词 公式 , 且 SE 
B™ ,我 re 

J /= {AE PE) :Us F [prac f]. 
其 中 对 每 一 4E 多. 2), pra: [[ (Ms: AE PCIE) jA, 指称 下 列 投 
YAR: 

Pral las: AE &,(2))) =a. 
显然 每 一 投影 函数 是 一 同 态 ， 对 每 一 AE 多 (35), 令 . 

A= {A EP, (I): ATA}, 
H F EHNA AAA J, JER SADT RN -RE 
域 ， 因 为 « FG GARY» PAIF | =. 

注意 :小 于 “个 么 的 交 也 是 形 如 4 的 集合 ,因而 是 非 空 的 , 因 
WA AEP, MD ER F 的 一 个 之 x- 完 全 的 真 滤 2 , 据 (17)， 
A, 可 以 扩张 为 多 中 的 一 个 <m- 完 全 的 超 滤 Z. i 

对 BRM TCH f,g ,我 们 定义 下 列 等 价 关系 : 

fg {A flA =g) EZ, 
xt FEB, 我 们 用 fs 表示 S/ ~~ 如 同 超 积 构造 那样 ,定义 结构 六 如 
F: 
A= (fo:f EB}, 
(fie fi ER (APA) f(A ERED, 
FY Cfo Fat = Ff (A) fA) a) AE BAS) os 
= (f(A): AEF,CE)) os 
KRPRES "的 任意 CARNS FES MER CI) MR 
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数 符 导 .c 是 所 的 任意 个 体 常 元 符号 
易 证 对 Loa 的 每 一 无 量词 公式 "和 每 一 AE 亲 了， 
MEAS) (AC #2) F pre SE 
£ Jp EZ. i (9. 40) 
给 定 o€Z2, 令 yy 是 通过 删 去 o 的 所 有 全 称 量词 而 得 到 的 无 量 
WAKH SER. HA o 内 含 全 称 量词 , 故 对 每 一 AE FAD). 
s&EA> Aike 
=> Wak glpra e f]. 
REA DSJ, e (RY E, (0) EZ, RE J, EZ. 据 
(9.49) REGS, |. AA fot A WIERE. Ares A, F o, AUK 
AFE G 
Bell 的 结果 中 最 令 人 感 兴趣 的 是 , 若 « 不 超过 第 -- 个 可 测 基 
数 , 则 415) 一 (17) 中 每 一 个 等 价 (1) 一 (14) 中 每 -个 ， 这样 的 证 明 
要 用 到 9. 3.19¢2) > (13) 论 证 的 一 变种 和 9.3.8 的 (12) => (1). 
9. 3. 28 定理 Ae 是 强 不 可 达 的 且 不 超过 第 一 个 可 测 基 数 ， 
HGS) = 13). 
UES: Sa WM = (Re), EP RO) U adero ibs = 
(E P) Ula: Re) Ules FR Lan TR RPP EG 
谓词 符号 ,c 是 新 个 体 常 元 : 
D Th, QO, 
D “是 一 序数 ”， 
@cEc, HE acr. 
RRISE -E< HTE T HIRA 
(ROD), EPR) UF, accrs 
EF Y= {ER HEP PUR). F< we BH BAF Y 中 出 
现 的 所 有 序数 的 序数 . 
HS) ISARN B. 9.3.6. FE eM SB. AAR, 
Cp (A) ESP RE ALB hy. PAGE 9.3.7, 存 在 从 PCED BISE ME 
WM. ET MO EARRA. Fal, S= heg EMR), 
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El R(x) > 到 人 EM) 中 的 初等 映射 , 因为 < 不 超过 第 一 个 可 测 
基数 ,所 以 9. 3. 8 的 条 件 (12) 蕴 涵 对 所 有 a <u, flal=a. 

下 证 f ESAM: RiR Rank(y) 二 a <r 其 对 所 有 oc HA 
Rank (r)a, f(r) =r NBR yE ZSE) A 
ERRA ENH f 是 初等 映射 ,所 以 

Rank (/(y)) = f(Rank (y)) = f(a) =a, 
因此 Rank(z)< 达 a ， 据 归纳 假设 ,f(z) 二 z, 因 此 foe f(y) jie 
H rE y AE /DISy, 从 而 证 明了 是 恒 等 郴 数 ,因此 ROOM, 
J: Re), Ef ROK) DSM, ENFM,V), 
Hp V=], A aE M 中 一 序数 使 得 Ac 至少 有 < 个 前 
B- 据 HE. RITA KEM. C 

HAR. C1) SES... -映射 ,上 面 只 用 到 /的 初等 特征 . 据 9. 
3.19.47 f fe 终了 映 射 , 则 即使 没有 其 它 假设 ,了 也 是 恒 等 函 数 ， 

CE) 假设 Y=E 是 集合 论 公 理 , 则 不 存在 可 测 基 数 ,内 (15》 

过 (13) 对 所 有 强 不 可 达 的 «都 成 立 . 但 这 个 命题 甚至 在 有 可 测 基 
数 的 集合 论 中 也 真 ， 事 实 上 ,J, Paris 已 证 明 ( 他 的 成 果 没 有 发 表 ， 
Rade Bell 所 说 ) : 车 坟 是 一 可 测 基 数 上 的 正规 超 滤 且 V= 
LCD), Wl ik op MK ar. 
. CH) 对 许多 大 于 第 一 个 强 紧 致 基数 x 的,(15》 过 (13) 不 
RA FREER Se 的 基数 1S。。 是 人- 紧 致 的 ， 但 对 mA 后 
面 的 第 一 个 强 不 可 达 基 数 A, 来 说 ,(13) 不 成 芯 , 根据 本 章 82 的 有 
RRA 不 是 弱 紧 致 的 ,而 且 在 对 所 有 强 不 可 达 基 数 的 枚 举 * 
PA =e. 1. 注意 :这 个 说 明 是 由 P. Aczel 做 出 的 . 

下 面 我 们 考虑 强 紧 致 基数 的 一 个 重要 特征 . 前面 我 们 已 经 用 
超 积 方法 证 明 ,< 过 «- 完 全 的 滤 子 的 下 列 扩 张 性 质 

“对 每 一 基数 4 法 k,4A 上 的 每 一 之 tk- 完 全 的 非 主 滤 子 能 扩张 为 
4 上 <<<- 完 全 的 非 主 超 滤 ? (9. 41) 
蕴涵 多 -的 强 紧 致 性 ， 现 在 我 们 考虑 这 个 命题 的 道 , 据 9. 3. 21 的 
证 明 中 类 似 的 技巧 ,下 -定理 证 明 区 -的 强 紧 致 性 质 蕴涵 (9. 41): 
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9.3.29 定理 2 是 强 紧 致 语言 > (9. 41). 
R: S ASK SFA b<e HEMET. AA & 是非 
EHRMANN ZAZ, RHE. 是 真 滤 ， 因 此 我 们 首先 来 证 明 : 


v=. (9, 42) 
RENZO, EX Z =D {2 一 {4} :a€ NZ} FHE: 
DED, HIA |< > NDAD. (9. 43) 


我 们 先 分 解 A, 如 下 : 
DB, = (PNAU {A— {a} :a€X}, 
HPXCNH HIX <. AR 
N= (AN ZIMNA-X). 
BWAIZNF\|<«BA,NPSCDA FURS H<e Bett, 
NANMEDZ. AANZEDZ. RL 
XGNBGCM(ZN®), 

EEN ZAO BNC. 43) 成 立 . 据 集合 论 的 基本 事实 ,每 一 这 样 的 
P, 可 以 扩张 为 4 上 一 个 之 x- 完 全 的 真 滤 多 ,因为 

Ng = NDN N, a-teh=NPANa-N\#), 
MAND, =O. 但 多 守 罗 ,所 以 门 史 = 人 7. 车 多 能 扩张 为 本 定理 
所 断定 的 超 滤 , 则 多 也 能 扩张 为 这 样 的 超 滤 ,由 此 证 明了 (9. 42). 

邻 半 ;, 是 A4 上 的 完全 结构 (参见 9. 3, 5) ,我们 要 构造 六, 的 真 
L m THK B BE B 中 存在 5€ Rx 

& S=Sm(U,) I E LU {4Q) 的 下 列 句子 集 , 其 中 4 是 新 个 
体 常 元 : 

D Th), 

@Rld), XH XEZ. 
如 同 9. 3. 21 的 证 明 那 样 ,可 以 证 明 SR FE< KK HT RAR 
型 PS WHR. SHRED, BT, 

BV=B, | +=. M. 
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据 句 子 加 ‘dE N R- 因为 A BRR EAN 中 是 SW 
义 元 ,所 以 据 9. 3. 60). PAR M<. BANZ, HRV 
bE N Rz => bE B-A,. 

固定 具有 上 述 性 质 的 器 A b XTA EN 

XED' OLER. 

如 同 9. 3.8 对 (10) > (1) 的 证 明 那 样 ,我 们 能 证 明 经 是 过 x- 完 
全 的 非 主 超 滤 . ER. VIA, Msc B 一 4, 的 事实 用 于 证 明 Z 是 
FEM OC 门 ,Rx 的 事实 用 于 证 明 SoZ". O 

93.3078 SUTRA BURR @ SABRE. 

证 明 : 据 9.3.29 409.3.4. C] 

说 明 ; 强 紧 致 基数 还 有 许多 重要 性 质 , 但 其 证 明 方 法 主要 是 集 
合 论 的 ,所 以 这 里 不 再 研究 ,有 兴趣 的 读者 请 见 Jech 的 [1978]. 

最 后 我 们 来 考虑 超 紧 致 基数 的 一 个 重要 的 模型 论 特征 . 

9. 3. 31 定义 ” 称 基 数 « 是 超 紧 致 基数 © 对 任意 14 Se, 
2.( 办 中 存在 一 个 过 x- 完全 的 超 滤 纪 使 得 

(1) RE a <4,{sE P.O) .¢€s} CP. 

(2) 2 是 正规 超 滤 , 即 对 所 有 fA >A, FB GERA): 
FINES} EA, MTSE a <A, (sE P(A): f(s) Ea} ECD. 

9.3.32 定义 ”(1) 称 CC 多 .(X) 是 封闭 集 与 HHSC 
{sara CAIC F PZE), Us€C. 

、(2) RCEP KELAA S 对 任意 sE F(X) FEE rE 

使 得 sr. 

注意 :我 们 知道 ， 

关上 的 诸 圭 闭 无 界 子 集 能 生成 一 之 x- 完全 的 正规 滤 子 ， 

下 面 我 们 固定 了 是 和 区 -的 一 个 理论 ,ECzvy) 是 袜 的 一 个 型 
(这 里 为 了 简单 ,只 考虑 2 个 变 元 的 型 ,但 下 面 的 结果 可 以 撤 揪 到 
用 并 yy 表示 < 个 变 元 的 型 ) 使 得 在 <x 的 人 台 取 下 封闭 . 任 给 AC 
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z ,我们 用 3y4 表示 位 yo:o€ 4A) H aslx) 表 示 
人 3y4A 一 3yA 人 4. 

注意 :只 有 当 | 王 <x tt (OAR SHOR. 

9. 3. 33 定理 (M. Benda [1978]) 下 列 命题 等 价 : 

《ix 是 超 紧 致 基数 ， 

(2) 车 本 是 和 -理论 ,Zz,y) 是 TT 的 型 使 得 

(AE PAZ): T+) 2a, (ARB) ERPI, 

W THI O AAN. 

证 明 :(1) > 2): Ri e BARAT BSH. BR Ea, y) 
是 了 的 型 使 得 

B=(AEP,(E) :十 ra (z) 有 模型 ) EDA). 
AR i BK | Z| =A Sw, MH ACBL SA, Era (HRA. 
是 多 .(5) 上 由 «的 超 紧 致 性 规定 的 正规 超 滤 . 据 Jech 的 L1973] 的 
ARBED RERIN FIERET: 
A= KA, 4EB) = LIA. 
国 为 于是 < 六 完全 的 ,所 以 和 FT， 令 了 是 如 上 的 函数 ， 
f(A)E As HAH AEB, A, F a [f(A]. 
因此 对 AE KW Agya BER < 的 趣 紧 致 性 ,对 每 一 acE 三 
(AE PCE) cE MED, FURR Z 的 < 已 完全 性 ， 
AF AIYE Efa]. 
因此 下 面 只 须 证 ， 
有 一 3yAZCzy)LF]. (9. 44) 

假设 (9. 44) PAW WUE AYA SWS) AME gc 
BAE 入 ZCrx,y)[fs,goj， 因 为 对 每 一 AE B, Fa LA], 
所 以 有 上 一 jy 人 ALS(A 1 BEE cE 使 得 

WE sel f(A), g(A) I. 

我 们 用 h(to) 来 指称 这 样 的 o, 则 有 是 B 上 的 函数 :hC(A)E A， 所 以 
据 «的 超 紧 致 性 ,对 某 个 ES, 
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{AE PELAA =60}E 2, 

MXE AE 一 coLFo ssgo], 与 假设 矛盾 ,所 以 (9. 44) 成 立 ， 这 样 
我 们 证 明了 U 是 3xasltzx}) 的 模型 ， 

(2) > (LD); ADT 

A= PMU PLPA UA),- - -) 
的 理论 ,其 中 - - -ERT 2, DU LA AHIR MAWT 
集 和 所 有 的 二 元 关系 。 4 Ey EN 
(UD AaErAyErh—(y=a) a LÀ}, 
EFU BERK PAOR, a <A 自 指 . 注意 ;的 元 素 都 是 
有 穷 公式 ， 任 给 ACE ERJA cR 
Aha Dlia ciak APER] 
WA FTU (azar). BARK 4 构成 的 集合 在 多.(3) 中 是 
封闭 且 无 界 的 ,所 以 该 集合 是 SDHC. AH) ,我们 得 
到 全 十 3xay(z) 的 模型 @， 不 妨 假设 守信 。&， 令 aEC 使 得 @ 卡 
afal HEX 
DZD= {XEDNW CF Xia], 

其 中 式 是 指称 关 的 一 元 谓词 . HAK<.. RUE DS 是 所 性 完全 的 
MM. 因为 a€ ir: E FaEr)} MUERA EEZ. FIED 
是 正规 的 : 令 SPADA EEPO: SOE EZ. HD WE 
义 ,EEF7a)ea, 其 中 子 指称 BAA y Eal ya) a A) 
ES PRAM NC 中 没有 元 素 满足 该 型 ,所 以 对 某 个 a <A,€ F 
fiad=a, AK sEF,.A:f(o=a3ED. TF 

说 明 : 上 述 定理 的 (2? 也 被 称 为 省 略 型 的 超 紧 致 性 质 , 关 为 若 

3za:(z)=3zL[A3ayEA 一 3y 人 三] 

EA PRY, MFE a€ A WIA F Ay S Cz, y) [a] XH a 实现 
三 在 a 上 的 投影 . XAA A Fay, yla], MATE y 的 
型 Scary) BM. | 

9. 3, 34 反 例 uw 不 是 超 紧 致 的 . 


证 明 : 令 
ET y= {m< A (ym) Ayr: mo}, 
W SETH Co <DA. HEAR ACS Eao 
FF SES ht w< WA re ORAE co, oO RAA. 
9.3. 33,0 不 是 超 紧 致 的 ， 口 ] 


% 5) 

9.3.35 令 <>w 是 强 紧 致 基数 , 则 对 每 一 对 序数 a, p 使 得 
B>0, FFE EIB M ABSA 

J: RHA, EP RGB > 1M, ERM) 
使 得 对 所 有 E<, SO =F fC) kw. 

[提示 :论证 如 9.3.20 的 证 明 .] 

9.3.36 PREM e 上 的 二 -完全 的 非 主 超 滤 多 是 正规 的 ( 正 
E 电车 Ex Hla <r fla) EZ, 

“TalED, WHET a<r. 

(IT) 他 红 re EAS <i«-58 4 EERE 证 明 & fe HE 
的 <2 对 某 个 传递 集 M 使 得 eM, ide 在 | LCM ,EFM) 中 是 “第 
«AS FPS” DE id FE e EA TES aR. 

(2) 令 了 是 从 《Re EN 中 Co) 到 传递 结 梅 CM ,ET MPE 
动 序数 的 初等 嵌入 ( 即 请 对 片 数 不 是 恒 等 画 数 ), 令 “是 第 一 个 被 
了 移动 的 序数 (参见 9. 2.8011)). EH: 

{awe f(x) px x LAG EMAC. 

(3) $ Z Ær LAKME., M 是 传递 集 使 得 R(x 十 1) 守 
M. 令 SM, Et MORII THET M, EMi ER p 
HAURRA TERA, Z= {ree f(a)}. 

[提示 :用 (2) 证 明 AS ree flay). | 

9.3.37 证 明 有 关 弱 紧 致 基数 的 (5 :> (10).,(1) = (13). 
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第 10 章 可 容 集 的 2. RR 


从 第 9 章 $1 一 32, 我们 已 知 绝 大 多 数 无 穷 语 言 在 经 典 集 合 
EKER PRAT Pi RRS. KKH ARM). PRR 
们 要 以 可 容 集合 论 KPU 为 背景 ,研究 一 种 受 限制 的 紧 致 性 一 一 
三 - 紧 致 性 ( 评 称 Barwise- 紧 致 性 ) ,我们 将 看 到 这 种 紧 致 性 是 普通 
紧 致 性 的 最 好 替代 物 ， 在 第 4 章 证 明 丝 ..。- 可 数 片段 的 完全 性 时 ， 
我 们 已 经 证 明了 所 有 的 可 数 可 容 集 M ,也 即 所 有 的 可 数 可 容 片 段 
Lan ;是 - 紧 致 的 . 本 章 就 是 要 进一步 研究 是 否 存在 不 可 数 的 也 - 
紧 致 可 容 集 和 可 容 片 段 , 以 及 它们 的 构造 和 特性 (如 果 它 们 存在 的 
ṣi). 

本 章 $ 1 EREHE MAM Med A -RAER RA 
VAREM 满足 -0-6 RN. 

$ 2 讨论 树 与 共 尾 度 为 w 的 2,- 紧 致 集 的 密切 关系 ， 

§ 3 讨论 共 尾 度 大 于 中 的 2,-RRR. 

§ 4 讨论 弱 紧 致 性 和 £,- 紧 致 性 的 关系 ， 这 里 的 结果 类 似 第 9 
章 3 的 结果 ,但 这 是 在 可 容 集 合 论 中 讨论 的 ,所 以 无 论 从 表述 上 
还 是 其 证 明 的 方法 上 都 有 许多 令 人 感 兴趣 的 东西 . 

本 章 $ 1 一 $4 的 工作 主要 来 自 Barwise 的 [1975]], 

SSRN Se 更 强 的 语言 Sa, sM Sm(CWFE) 中 的 马 - 
紧 致 性 ,这 部 分 工作 主要 来 自 N.J. Cutland 的 [1978]. 在 本 节 我 们 
主要 要 建立 Sock 1- 紧 致 性 的 充分 条 件 以 及 在 某 些 场合 的 必 
要 条 件 ,还 要 讨论 与 wm (WPF) 的 2- 紧 致 性 等 价 的 自 返 原则 . 
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$1 s- 工 - 自 返 原则 与 = REE 


我 们 先 定义 s- istrict-M )- 句 子 , 然 后 考察 s-[01- 自 返 原则 的 
性 质 及 其 与 六- 紧 数 性 的 关系 . 

令 FO = SUL E yee SEF KPU 的 语言 这 时 假设 ”中 
只 有 关系 符号 各 个体 常 元 符号 (注意 :这 里 没有 函数 符号 并 不 是 本 
质 的 ,只 是 为 了 方便 ,但 要 注意 落 按 照 标准 的 处 理 方法 把 泗 数 站 作 
是 关系 符号 , 则 Ao- 公 式 会 灾 形 为 王公 式 和 -公式 ,而 不 必然 变形 
为 A- 公 式 , 因 此 互 -公式 也 变形 为 王公 式 ). 令 民 指称 无 穷 多 个 新 
关系 符号 的 集合 {Ri:i,j<<w 且 7 了 表示 民 OAK) ORR 

R= UR}. 

10. 1. 1 定义”(1) 4 ( 玉 ) 的 s-Ti- 公 式 类 是 包含 A RH 
-公式 且 在 有 穷 合 取 八 ,有 穷 杭 了 又 V Ju YR. Ya 和 Ex 和 了 Eu F 
封闭 的 最 小 公式 类 . "的 s- 了 0- 公式 类 由 那些 新 关系 符号 巨 只 有 
全 称 量 化 出 现 的 和 "(中 ) 的 s- 于 -公式 组 成 . 

(2) s-Z1- 公 式 类 是 包含 ie (RD) 的 Au- 公式 县 在 有 穷 合 取 和 ， 
FHR VY We IR Veeu 和 3wE€w 下 封闭 的 最 小 公式 类 ， 

注意 :1 ) 在 s- 册 -公式 的 定义 中 有 两 个 本 质 的 限制 . 

第 一 ,在 个 体 变 元 上 不 允许 无 界 的 全 称 荐 词 . 

第 二 ,只 允许 对 关系 符号 使 用 全 称 并 阶 基 词 . 因此 下 列 公 式 类 
之 间 有 真 包含 关系 :其 中 +SEE YDS 


sI- 公式 类 
ZAK I-AA Žž 


一 阶 公式 类 
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(1) 中 可 以 有 其 它 关 系 符号 ,它们 允许 在 AARP 
现 , 因 此 也 就 允许 在 s-I- 公 式 中 出 现 . 

CH) 本 章 我 们 用 DP RR s-IT- 公 式 ， 

s-I- 公 式 和 s-Z- 公 式 的 可 满足 关系 用 经 典 二 阶 方 法 来 定义 : 
若 fear , i 

A FYRO] © HA REA, A,R) kØ]. 

下 面 引 理 表 述 了 s-II- 公 式 最 重要 的 性 质 之 一 . 

(为 了 简便 ,我 们 以 后 用 Rn 表示 Rae Ra) 

10. 1.2 引 理 (Cs- 开 -公式 在 终端 扩张 下 向 上 保持 ) 

Wa Ns BS HAE DCs AOE SA 
s-}-2X , RUST ATA TLE Ma, 

My FP] > Ny F BL J 

证 明 : 我 们 需要 证 明 更 强 一 些 的 结果 以 使 施 归 纳 于 s- -2 
式 . BE Myce , 施 归纳 于 SX" RA s-IT-AROR,.3,) ,我 
们 要 证 对 Ne 上 所 有 关系 Rn 和 所 有 ZEMa, 

(MaRi Mast Re Ma) E OF, | 

=> (Ny, Ris, Ra) BZ. 

因为 三 公式 的 保持 性 证 明 已 在 第 0 章 中 给 出 ,所 以 在 此 只 需 考 虑 
VS 的 情况 ， 假 设 

(MarR, May Ra Ma) bE VSWR S)). (10.1) 
R SEM, 上 有 适当 元 数 的 关系 , 据 (10.1), 有 

Ds Rit Mae Ret Mas Sh Mad bE KE RS), 
据 归 纳 假设 ,有 
(Ra Riss Reo S) FEC RnS), 
因此 ， 
Ma Rie Ra) EVSORE RD DO 

A Ma FES" SE. RAN Dian EMEA P desl © P oT 

以 用 参数 来 自 Ma 的 -- 个 (2 Hs M-ARIE X. 
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称 关系 王 是 s-z @ 己 可 以 用 参数 来 自慰 的 一 个 s- 忆 -公式 
来 定义 ， 

KP E s-A © P Esi Ms =i. 

PK — eR CEE s-T, 8-2, 或 s-Al So 它们 的 图 形 分 别 是 s-Ih， 
s-Z1 或 s-Ai， 

10.1.35) EM, LÆRK fs. / E s-A- RM. 

证 明 ; 因 为 f ES A 

FAI Ay e Jelfa) =zAzy] 

H =z H -ELEK SGD RRA EA 的 s- 
并 -定义 . 换 和 名 话说 ,也 就 有 了 的 图 形 的 s- 卫 -定义 ， 在 上 述 等 价 式 
两 边 加 上 否定 号 ,就 有 等 价 f(z,) 二 y 的 s- 世 -公式 O 

10.1.4 例 今 驶 是 可 容 集 ,我 们 给 出 三 个 在 一 般 情况 下 不 
是 3, 的 s-i- PEGER HM ATRYN PAE). 

da) EX Plab) S fal<|6|, Pet EÉ s-IL. 

(2) 定义 Pla) © ja <M) WPM bs. 

(3) 定义 Plab) S b=Powerla), HP Power) RR a WE 
FE (real power se) MP ÆM ke si}. 4 Dt 在 每 集运 算 下 圭 
A.W PH Dt 上 的 s-A- 

证 :(1) RMB lal<l6lSfe: 

VRLRZ6XaAVxcE br y€aR (ry) 
—~Fac€ FAyE€alaFzARawWARGsy)) J, 
Ebi bXa 上 没有 一 个 关系 能 把 5 BHA a 中 . 我们 也 可 以 把 上 
式 改 写 为 下 列 模式 ，; 
VRED, (R) AAo(R)-~As(R)]， 

用 V 置换 一 ,有 
VRLE CR) V ACR) V ACR), 
显然 ,这 是 s- 开 -公式 . 

(2) 与 (1) 的 证 明 类 似 . 
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(3) 因为 8 一 Power(a) & 
Vx€ b(rCa) A YRJyEbYrEalrE yo R(z) |. 
(3) 中 的 第 二 个 句子 可 以 从 10.1.3 推出 口 
我 们 称 公 式 ?是 s-m- 范 式 O p 形 如 
YRI mpn Im R)» 
Hp gE H, RAE X s-2,- iR 
下 面 的 引 理 说 明 每 一 s-I- 公 式 逻 辑 等 价 一 s-Ii- 范 式 . 
10. 1. 5 s- 中 -范式 引 理 ” 设 号 有 个 体 常 元 符号 0, 对 和 CR) 
的 每 一 s-HH- 公 式 OG, RR.) ,存在 s- 孙 -范式 更 使 得 本 AY DH 
” 同 的 自由 个 体 变 元 和 自由 关系 符号 旦 对 所 有 经 ” -结构 Ma: 
M, EVRAVELOG, Ra) OD, (n RR.)]. (10. 2) 
证 明 : 施 归纳 于 名 (元 ,六 .的 复杂 度 ， 为 此 只 须 在 下 列 5 种 情 
- 况 下 ,用 外 移 关 系 量 词 的 方法 把 s-I- 公 式 变 成 -于 -范式 ， 
(1) VRWR[OCR, Re) JV SLO, (5) ], 
其 中 R 的 元 数 为 n,R; 的 元 数 为 mS WICH n+ mG, BMS 
通过 下 列 置 换 得 到 的 公式 ， 
用 SG,,0,…,0) 园 换 R, (I,)， 
FA SOs Orin) Bi Ro (tn) 
(2) VRiAZ PA YRA yp VRY RAZA Im GAP), 
其 中 各 种 符号 互 不 相同 ， 对 V 也 类 似 处 理 ， 
(3) Ward RI@Cr RYICIR Yelda, R )], 
其 中 @ BM OMAR a iO BR RG, ) 得 到 的 公式 TE (3) FA 
边 加 上 和 否定 号 再 变形 ,有 
(4) JzVR[GCr,R)ISVR JxlO, (aR )]. 
式 (4) 人 允许 我 们 以 某 种 方式 把 YR 移 到 3x 前 面 有 界 存 在 量词 的 
情况 从 C2) 和 (4) 得 到 ,因此 下 面 只 4 须 考虑 有 界 全 称 量词 的 情况 . 
(5) YxEaVRIAy[P(z,R,y)] 
eVYUVRI yl lau | <1? V rE aU (a) Ba R dh 
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上 式 第 二 个 方 括号 中 前 公式 是 Ao- 公 式 , 因 为 它 可 以 写作 ; 
YrEayz€EalU (ry AU(e)—z=z] 
>Y xrEal Uir) O(2.R,y)]- O 
10. 1.6 推论 ERS ATEA OMS (六) 的 每 一 
s-Z1- 公 式 台 (区 ,六 ) ,存在 一 s- 忆 -范式 ©, 使 得 一 有 与 多 相 同 的 
自由 个 体 变 元 和 自由 关系 符号 且 对 L” 的 所 有 结构 M 
M, FEVRYE, Ro, (FR) Je (10. 3) 
证 明 : 据 10.1. STEM MABE. O 
19. 1.7 定义 (Kenig- 第 一 原则 ) SM 是 可 容 集 ,. 称 完满 足 
s-TT 一 Z SNR 上 每 一 s-IT- 关 系 是 路 上 的 也 -关系 . 
10.1.8 定义 ”我们 称 可 容 集 多 是 艺 - 完 全 可 容 集 S wx, 
的 每 一 -理论 了 ,7 了 Mik MIRE C= {gE Sm i TE 9} 是 
M bay =. 
10.1.9 引 理 每 一 巴 - 完 全 可 容 集 满足 s-[h =}. 
WHA. PM kes- $ s-i AE P 
写作 : 
P(r) © MEVREa.R), 
其 中 是 基 个 -公式 . 令 荆 是 下 列 句子 组 成 的 驱 7... BR: 
D TheM), 
D Volvca> Vu=z]. 
据 10. 1.2,s- 王 -公式 在 终端 扩张 下 向 上 保持 ,所 以 
P(r) 全 M EYRER, r), 
GNEVRAR 2), 对 所 有 RD aM. 
S R, OFAR, 2), ARA NRN DaM 和 RON". 
S TE GR, z). 
最 后 一 个 等 价 式 成 立 是 因为 全 的 任意 模型 总 是 器 的 某 个 终端 扩 
K. FM BS HEH MCE Ma: TEGEM 上 的 己 - 集 合 , 因 
此 P(x) 可 以 用 参数 来 自 DM 的 -公式 pH AP eM 上 的 
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2.-kKA O 

10.1. 10 推论 每 一 可 数 可 容 集 满 足 s- = 5,. 

证 明 : 据 10.1.9 4.3.13. OF 

下 面 我 们 把 第 0 章 给 出 的 相对 化 公式 的 概念 扩大 到 二 阶 公 
式 , 即 对 二 阶 公 式 台 ,定义 相对 a 的 公式 ”如 下 : 

对 锡 中 所 有 无 界 的 一 阶 晶 词 , 如 通常 处 理 ( 即 用 3xzEa 来 置换 
3z ,用 YuzEa 来 置换 Ya)， 对 关系 量词 ,我 们 进行 如 下 置换 ， 

用 习 民 [CRSaer AC) IERIRG), 
FLV RL RGa™ (+) ERY RO), 
其 中 尺 是 元 关系 符号 . 

注意 : 若 定 是 s-ILi- 公 式 ( 甚 至 是 丕 -公式 ), 则 多 "是 含有 更 的 
所 有 自由 变 元 和 新 变 元 “的 si- 公式 ， 

10.1. 11 引 理 对 纪 ' 的 每 一 结构 叉 。 和 每 一 s- 开 -公式 
Pn), FABRE Ma PREL: 

(1) WaVd, Cal Tran(a) AP) O >P) |, 

(2) Yab i, € al Tran(a) AaZb A Dn) Dn) ]. 

证 明 ; 这 就 是 s- 卫 I- 公式 在 终端 扩张 下 向 上 和 保持 的 另 一 种 表述 
形式 ， 据 10. 1.2, 立 得 本 引 理 . O 

10. i. 12 EX (Konig BAW) BMayABM He s-TT!- 自 
返 原 则 > 对 每 一 s- -公式 OG IMHE—-ZEM, 

史上 下 (元 ) 一 3af Tranla) AÈ, Ea ABR)” J. 

10.1. 13 定义 ”我 们 称 可 容 集 M 是 五 - 紧 致 可 容 集 Oo 对 每 
一 可 容 片 段 Mo fl “mn HRD -BRT AT HRM 的 元 
RN FMT. OTET LT EMARE, M TARH. 

说 明 :2- 紧 致 性 亦 称 Barwise- 紧 致 性 ,以 纪念 Barwise 在 这 个 
方面 的 首创 工作 ， 据 4.3.12 的 Barwise- 紧 致 性 定理 ,所 有 的 可 数 
可 容 集 都 是 忆 - 紧 致 惟 本章 就 是 要 研究 是 否 存 在 不 可 数 又 是 五- 
紧 致 的 可 容 集 ,以 及 它们 的 构造 与 特性 (车 它们 存在 的 话 )- 
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10. 1. 14 定理 

HARM 是 一- 紧 致 的 , 则 骂 PE s-i- AKR. 

证 明 : 令 (3) 是 s- 鲁 -公式 , 据 10. 1. 5, 存 在 与 下 逻辑 等 价 的 
sD KR VG). Aw POO RRS O°. ATU ATE 
s-i- #5 AE s- M- HRR: 

假设 OO, FE MY RAG, R) M=My 日 M EYRE R), EK 
P pẹ IL-AR, ZEM. m10. 1.9 WEE, S TÆN 的 LAA 
象 . 正如 在 10. 1. 9 的 证 明 中 看 到 的 那样 ,我 们 有 TEAR). 据 
Z- 紧 致 性 ,存在 了 .了 使 得 ToE 趾 BOT. F gR). 

D aosiy: y ET, PERI 人 (元 ),a 一 TC(a) 使 得 a€ M, Ml 

(Mas aED ET, 

所 以 M Nas; as €E ,FY RY, RY). 
这 就 是 用 另 一 种 方式 述说 DOH M Ay z or. 

10. 1. 15 推论 每 一 可 数 可 容 集 满足 s-Ii- 自 返 原 则 . 

证 明 ; 据 4.3.12 和 10.1.14. O 

10. 1. 16 引 理 OM Baas, Ln 是 Skolem- 片 段 使 得 
La 是 路 上 的 Al( 在 8.1.13 惠 义 上 ), 则 存在 一 个 AFAD) 
使 得 对 任意 DCM, _ 

D 是 My 的 超 有 效 性 质 > M ,D) FE MD). 
证 明 : 偶 为 L m 是 M 上 的 Ai Lh T skoi EM H T Skorin EM 


上 的 A ,因此 
D 是 Yn 的 超 有 效 性 质 ON DTA RAHA: 
DoH», 
T suem ED, 
Voly 是 La 的 公理 iJED]， 其 中 1 二 1,…,6， 
D 在 推理 规则 j 下 封闭 ， 其 中 j= 二 1,2,3， 
Yy[yED->— yD]j, 


YB[V SEDACV GS 24 F)-I¢EOSWED)]. 
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上 述 每 一 条 件 可 以 用 一- I 句 子 0(CD)? 来 表述 ,其 中 忆 指 称 D， 显 
然 , 这 样 的 句子 的 合 取 仍 是 一 个 at. Ae S| BRE. C1 
注意 :这 里 Skolem- 片 段 起 本 质 的 作用 . 若 我 们 不 得 不 去 掉 
“T skoten- SD” ÉY 条 件 , 则 必须 加 上 下 列 条 件 : 
Vrlr=¢lv) A 3v v) ED—I pv/ ED)]. 
但 由 于 3 了 不 是 有 界 量 词 , 所 以 该 公式 不 是 开会 式 . 
10. 1. 17 定理 SM BART 是 经 wm 的 句子 集 使 得 了 
EM 上 的 s-I, 则 Cn(T) 一 (PESm :TF 也 是 轩 EH s- 
证 明 : 据 8.1.13, 不 妨 假设 Ln 是 Skolem-H BASE Mt EB 
Ao T 的 每 一 模型 可 以 膨胀 为 一 Skolem- 模 型 ， 据 弱 完 全 性 定理 
8. 1, 17(2) , RMA TESS 
YDD 是 Zn 的 起 有 效 性 质 ATGD-9ED]. 
据 10.1.16, ERA BEA 
YOLE) AVz[@(2)+xEDI>¢ED], (10. 4) 
其 中 OWE MT MBIT. AH OD) AVe[ (2) V2 ED] 
fis SAX, BILE Be ke s-M-AR LA 0. DE pH s-i- 
谓词 ,因此 CnC) M Eé s- L] 
10.1.18 D METRE, M 
M AX sD =3,0 MX z-ZEM. 7 
D FARR Me WAR AT Bee DE sh. 
证 明 : (1) 据 10. 1.17 和 10.1.9. 
(2) 在 10.1.17 中 令 了 一 必 . O 
10.1.19 定义 GM ETRE, REM 上 的 关系 ， 
(1) R ft 只 -递归 枚 举 关系 OH REM FAY. 
DREM 递归 关系 OREM ENA. 
(3) REE 3- 有 穷 关系 OREM. 
(4) 假设 函数 了 了 的 定义 域 和 值 域 都 是 束 的 子 集 , 定 义 
是 人 3- 递归 函数 oO S HEEE MAN. 
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(5) 集合 X 是 只 -递归 集 XMR AMER EM 
上 的 A. 

& M=Lte)( FKL 0.8.5), 则 我 们 分 别 把 上 述 定义 称 为 a- 递 
归 枚 举 的 ,a- 北 归 的 ,a- 有 穷 的 . 

象 在 普通 的 ww 递归 论 中 那样 ,一 个 中 -递归 的 全 函数 有 一 个 
Wt - 38 VA AY PFE. 

我 们 称 XM 对 可 容 集 中 E L-BAR 5-17, - SEAM) & 
X EDRs MAM M ROME D-H s-1-Y ,存在 
一 对 一 的 M- HAK 下 使 得 对 所 有 ye MR, 

yEY © F(yEX. 

10.1. 20 推论 SUM BARS DI Ulz EM), 
sw EAM 给 定 的 可 容 片 段 ,7 EM 的 Lo AR. 

(1) XX 二 {gE Lg: T M E E. 

(2) X= (PE ZnT E IEM E sM- FER. 

证 明 :(1) 可 从 (2) 直 接 得 到 ， 

证 《2); 据 10.1.17,X, 是 s- ,而 据 10. 1. 9 的 证 明 , 每 一 
s-ITi- 集 可 以 -一 对 一 地 化 妇 为 X， 口 ] 

在 证 明 本 章 的 主 定理 之 前 ,我 们 还 需要 下 列 定义 和 引 理 ， 

10. 1.2 定义 CG) OM BAK KM BREN clf- 
definable) © 对 某 个 经 DSmM(M) ,存在 Ym 的 -Eie T iti: 

DM 的 某 个 对 S MAN. BT OR, 
DENR, FAT ER A My NRSM, 

这 样 的 了 称 为 自我 定义 MN. 

(2) BT BREA Mo HM o MM 称 为 强 自我 定义 . 

这 样 的 称 为 强 自我 定义 M. 

10.1.22 引 理 MATRA > M 不 是 自我 定义 的 . 个 

10.1.23 例 对 所 有 e20 HR JERR LH. 

证 明 : 令 M=H( 闪 ,1), 了 是 下 列 句 子 构 成 的 理论 ; 
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(1) KP, 

(2) Valr€an V r= ], 对 所 有 aEM, 

(3) Vad PISES AS TC 是 双 射 ]. 
则 对 语言 Z= (aa EM) T È Zan 的 3- 理论 ， 根 据 对 个 笨 常 元 
符号 的 自然 解释 ,Mr,E 是 T 的 模型 . BERN DET HERA 
它 模型 ， 据 句子 (2) ,不 妨 假设 

iM, E)Z N, E). 
THEN DOGM, E€): GLEN ARR VEN 使 得 
ENE) E “TEClr) =y”. 
选择 8S, 使 得 据 句 子 (3)， 
NE FISS RA y alany). 
于 是 ,存在 某 个 FCPBXB 使 得 (NE 是 (yy 五 SR 的 模 
型 ,因此 
NEFOR RG”. (10. 5) 
我 们 要 验证 ， 
(B-P M, ER REA. (10. 6) 

i632, FORM, COOPER EM. $ XCR RA F-k 
TAIX < Sao ATRL XE MON, AEN, O EX AA FA 
小 元 ”的 模型 ,这 与 (10.5) 予 盾 , 因 此 (10. 6) a 

IE ARRE ETVS BNE EHU D P A 
以 yEHCS..,), At LEHN AMN ESM, E) A 
就 证 明了 

(M.€>=(N.E). O 

HERRN 是 有 效 可 容 集 o N 的 有 效 ( 无 穷 ) 句 子 集 在 M 
上 .是 3). 

10. 1. 24 定理 令 法 是 可 容 集 ， 

WM 是 自我 定义 的 , 则 闪 不 是 -完全 的 

(2) EN 是 强 自我 定义 的 纯 集 , 则 M 不 是 可 容 有 效 的 ， 

DSETHEGD ARE LMM 如 (1) 或 (2) 的 前 提 过 件 所 
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规定 ) 的 理论 XCM EM HM. We M-AR / fE 
aa czEM, 
TEX S SMET = (9 Sm: TE). 
| TER AWE Dt W 0,-FREBAFREE 3;,。 因 此 存在 
M 的 U1) - “FSB i KF AB REE). 所 以 (1) 和 (<2) 可 以 从 (3) 证 得 . 

(3) 假设 xEX @ M FYRER, x) KP RERE Sm(T) 
出 现 的 符号 ， 在 人 1) 的 情况 下 :不妨 假设 了 包含 中 Hy «A. 
则 

IEX HARZI ECNT). 
E DRAF: RARE AT M TCU PHARA R). 
I 

由 以 上 儿 个 定理 各 下面 推 论 可 知 有 许多 不 可 数 可 容 集 不 是 
L- RAH. 

10. 1.25 推论 AM BRAKE VHA MEE <n 的 有 
效 句子 使 得 c 不 能 从 2.1.14 定义 的 公理 和 规则 推出 . 

证 明 :可 证 句子 集 是 3,- 集 .[] 

10. 1.26 推论 SMBBRELHTAR MEM ED = 
saM 鞋 每 一 正 - 关 系 能 用 一 s- 开 -公式 来 定义 

TERRIS TEEM 自我 定义 的 sea 的 有 -理论 , 据 10. 
1. 17,Cn(T) 是 s-IH- 公 式 , 但 据 10.2. 2403), M Eä — 还- 关系 可 
以 一 对 一 化 好 为 Co(T) ,所 以 每 一 -四 -关系 是 ss- 下 ， 避 ] 

10. 1. 27 主 定理 SM EJW. 

M fe TRB eN 满足 s- 丁 - 自 返 原则 . 

证 明 ; 据 10. 1. 14, 只 须 证 “<=”: 假 设 M 满足 s- 世 |- 自 返 原则 ， 
TE So 的 -AR TETTEM, HAA. 据 8.1,13, 不 
妨 假 设 Sm 是 Skolem- HR, HETET, TEM , tf Skolem- 
型 RAJEE T 有 Skolem- 模 型 . 

假设 全 没有 Skolem- 模 型, 则 据 弱 完全 性 定理 8. 1. 17(2), 没 
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有 一 个 Sm BH ATER D 能 够 把 了 作为 子 集 包 含 在 其 中 . 因此 
(OT Bik FAS BH s- 卫 -句子 更 ( 开 )， 

VD[LD 是 Ln 的 超 有 效 性 质 ->]rx (rETAxrE&D)]. 
Hep THR T. 令 8lv) 是 定义 工 的 五 -公式 , 则 上 式 变 成 

ME YO(D 是 wm- 超 有 效 性 质 ->]x(8Cx) Ard]. 
显然 .这 是 一 个 s- 了 -句子 加 (3%), 其 中 的 参数 六 就 是 8(v) 二 
Ov» 9) PH ARSE SM. 据 s-I11- 自 返 原 则 ,存在 传递 集 a€ 级 使 得 
wea AMES DK] 令 
RM,=ANa aE), To= {rEa: Hr)}. 
EA ABAT EM. 很 没 yE€T, 则 yEaA8Cly) 中 , 据 10. 1. 
LAEM 中 成 立 . 因为 2(v) 是 定义 了 的 也 -公式 ,所 以 yET. 
REA TOT. AAM Ep” d LL 
(Mo PVT). 

我 们 不 知道 更 (关于 Dt AHA MAA OM, TICs (MT). 
Es ARBRE. AMT ECT). AT. RE Se 的 
te - 趟 有 效 性 质 D AF RAF T 没有 Skolem- 模 型 .矛盾 加 

这 样 我 们 证 明了 本 节 的 主 定 理 ， 王 面 我 们 先 来 讨论 几 类 没有 
2,- 紧 致 性 的 可 容 集 , 然 后 考察 既是 ,- 紧 致 的 又 是 -完全 的 可 容 
集 有 些 什 么 性 质 . 

10.1.28 EM PRAM My ETIR (resolvable THRO 
存在 Dy iA HR Ff tE Domi JD =Ma) H Ma = U Ran f). 

10.1.29 定理 ”可 解 可 容 集 的 类 可 分 为 两 个 不 相交 的 类 :一 
个 是 五 - 紧 致 的 , 另 一 个 是 自我 定义 的 - 

证 明 : 据 10.1. 22, 自 我 定义 的 完 都 不 是 马 - 紧 致 的 ， 现 令 蚤 
是 可 解 卫 非 互 - 紧 致 的 可 容 集 ,我 们 要 证 它 是 自我 定义 的 . AAM 
是 可 解 的 ,所 以 可 以 证 明 ( 参 网 练习 10. 1. 39) 存 在 一 个 与 -递归 的 
ERK DON 使 得 

a ZR => JOMES, 
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SOR HREM, AMA a, 

M= U (f(a) a <olM)}. 

HAM REIZH. PELLHE 10. 1.27,09 不 满足 5-0 ANN 
IEE s-M-AR OOM cEM HAM BA PAAR: 

P(r), ~J Tran HH ArEbAP A]. 
显然 ,第 二 个 公式 是 s-Z- 公 式 , 所 以 据 10. 1.6, E% fft s- 2 - RX 
3Rp(z,R), 其 中 8 是 全- 公式 ， 令 clu,v) 是 定义 的 ZZ- 公式 : 

fl@=y ÈM F alay). 
SERELM -MeT 由 下 列 句子 组 成 : 

Th, M), 

Vo(vEa~ V v=z) P 

Yuol Ju) =ved(usv)}. 

VuvlOrd (2) A Ordo) Aux<u fae f@)), 

VadulOrd(u) Axe (nu)], 

WulTran( f (1))], 

gar R). 

SR DET HERR. AMBRE Dace. 要 证 Ms 
二 Rg. 设 要 证 结果 不 成 立 , 令 rERa— Ma ,所 以 据 关 于 c 的 公理 ， 

Ne E JalOrda} ArEF a). 

选择 这 样 一 个 a, 则 a 是 第 w 的 一 序数 但 a 世 哎 y. ANF EM. my 
据 OH. f(a) EM. RAR EM. 因此 对 所 有 序数 BE M, 
a>p. 但 对 每 -一 BE 驶 ,f(DEf(a)， 因 为 f(a) 是 传递 集 , 所 以 
AP) 己 fw) 在 和 Rs 中 成 立 , 因 此 MC Fa) E) ,所 以 Da 
RZ EX 5 Na FIR RFE. WIR Gr. R) S r 
一 jb[Tran(5) ArEb ADDO ARA A EBB o LS b 
=f la), DP? 不 成 立 ， 因 此 Ma =R. O 

10. 1. 30 推论 (Nyberg) ”每 一 世 - 完 全 的 可 解 可 容 集 是 2,- 紧 
致 的 。 换 各 话说 ,相对 可 解 可 容 集 ,10. 1.7(Kenig- 第 一 原则 ) 落 涵 
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10. L. 12(K5nig- 第 二 原则 )， 

证 明 : 若 s-T ==, , My s- 1} AM). eee 10. 1. 26.92 不 是 自我 
定义 的 ,而 据 10.1. 29.9 是 了 ,- 紧 致 和 的. 口 

10. 1. 31 定义 SMH My, 是 传递 结构 ,多 (z.) 是 s-I 了 -公式 ， 
95 是 -公式 ,其 中 8 中 可 以 有 来 自 驶 的 参数 ,我 们 称 p HM 
上 齐 一 等 价 os 

(1) M EYELE) pi) B 

(2) M F Vas, €alTran(a) A Kü) P) J. 

10. 1.3238 9 M=M, 是 传递 结构 且 在 对 集 和 TC- 运 算 
FHA. AGE -AR AEM LFS s- -AR OW.) A 
HKA TEM, MWE: 

DZ, ++ MF,) 
«Jal Trant) AŻ Ea Apa) ] 
«Jaf Tranta) A Ea ADE) ]。 
证 明 : 令 gwT H y 是 A- 会 式 , 据 10.1.31(01)， 
M FEI yp G y). 
ME Oy) MS a=TCCy.7,}). A M 在 对 集 和 TC- 运 
RHA. AEM Be RL AMMA TEM, Dw 
Æ r 
P24al Tranta) AZ, Ea Aga]. 
据 10. 1.312), ERA HAW 
3 了 atTran(a) AŽ, Ea AÐ)” ].- 

# 10.1.1101), ERAR 2). 

10.1.3 EX RY ARM 满足 “ 齐 一 地 s-ni =” — 对 
人 "的 每 一 s- 了 H- 公 式 OG.) ,存在 TBH 9G.) 其 中 可 以 含 来 
BM HBR. Be oH MN 上 齐 一 等 价 多 . 

10. 1.34 定理 ”可 容 集 骂 满足 条 件 “ 齐 一 地 s=” HM 
满足 s-I = 和 s-Ii- 自 返 原则 ， 
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证 明 :"=>" 直 接 来 自 16.1. 32. Vek". RM 满足 s- = 

X, Ml s-0- E R RME OGO $ s-0; A. FART PEM LF 

Fit OOOH TOR PG). SWE, bE FS si AR, 

Tranh AZ, E bA PEO O. 

HA s= LEAD ES EEDA DER phh). 
F PDO EI D. ATE pDA ore oG ) ,首先 假设 

ME OS). Wen- AER GEDEN {E u DEM ch 

moe. REM F gib) Ai M EAR) 这 样 我 们 证 时 了 10.1. 

31 的 (1) 被 满 是， 下 面 我 们 来 验证 该 定义 的 (2) 也 被 满足 ，; 

Rit ae Dt 是 传递 的 .了 Ea 有 目 ¥3.) "在 红 中 成 立 , 则 存在 
bE a Wi tea, OCEM 中 成 立 , 所 以 据 第 0 HA DBR, 
OF, BFE TR 中 成 立 . 朵 此 

MRE Tran(s) ALERAP”. 
H yéee Hu Aa By ARLE bad 10.14.1102), 
MER. D 

10. 1.35 推论 > De ROT AY. a} 

M BALA s=” OM AE -AA A Z-RAM. 

UES HH 10. 3.34. 18.14.97 RIO LLR 24 

10. 1. 36 推论 ”相对 可 解 可 容 集 ， 

AIE Hes = 5, SG HP ss =g. 
EBA. “o>”. 10. 1. 34, 可 解 可 容 集 DG HE h s- 
"=> M 满足 sE 
”假设 可 解 可 容 集 名 满足 s-I==,. $10. 1.18, & 
5.- 完 全 的 . 面 据 10. 1. 306M Ea 10. 1.35.0 
WEA esI O 


4 5 
10. 1:37 H eR H A L HO es ARE 


e ADSL © 


10.1.38 AMN ETER BG He 的 每 一 -理论 了 ,车 
-TETTEM FRAT 有 模型 . GED 电台 - 紧 致 的 . 

1 提示; 证明 s-ITl- 自 返 不 则 成 交 ,] 

10. 1.39 GEARS Dts 是 可 解 集 , 则 存在 如 10. 1. 28 规定 的 函 
数 了 使 得 对 等- BEOM), (SER. A 

Bay => SAMES). 
10.1.40 用 扩张 的 完全 性 定理 4.3.13 DER: 
Mf BY Be BT AGE => M 满足 条 件 “ 齐 一 地 s- = 2”. 


$2 树 与 共 尾 度 为 w 的 三- 紧 致 集 


PRR SHEA oD, RRMA. Rif] 
要 达到 的 是 标 主要 是 下 列 定理 : 

KcRPAAA w RRR ER AM =H). EF, RAF 
容 集 , 则 了 ZT - EHH. 

本 节 讨 论 的 树 .二 《了 7 , 态 ) 有 姐 下 规定 (请 与 1. 2. 12 和 9.3. 
17 比较 }..7 有 最少 元 .通常 用 ( ORR OGRE. AACE BH. 
所 以 可 以 如 下 定义 秩 函 数 Rank; 

Rank(z)}=sup{Rank Cy)-+1; yxr}, 对 ET， 

Rank(.7 ) = Rank(<) 

=sup{Rank(z7)+1;r€ET}. 
T HKR Rank. RAE ARE. 
RÜLET EZ HE PR PHBA 
S #x€ Lev(#)= {rET Rank( x)= 8}. 

显然 ,如 此 定义 的 Lev 一 Levy FE MO Rank OF RM. 

我 们 称 二 元 树 ‘ 工 , 专 ) 是 完备 二 元 树 OT h FARAO 
穷 个 0 和 1 组 成 的 序列 ) 构 成 , 且 

ASh S h 是 的 真子 序列 : 
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RIN SK 
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- # 

ona 
a 

a ‘i 


16. 2. 1 Konig- 无 穷 引 理 

PSL S ORLEA. ERAH R W FAS: 

(OO 5 RALAR H t. 

(QS EREN. 

(3) 5 是 良 建 的 且 有 有 穷 秩 . 

(4.58 2A SH. 

WES: (4) > (2) > (2) => (1) 是 显然 的 ， 所 以 我 们 只 需 证 
(1) >>《〈4) ,或 等 价 地 证 明 一 人 4) > 一 (1 ): 

BIL S 是 无 穷 的 , 令 必 = (ES MITES PO M1 有 无 穷 多 个 
WS US 由 是 这 些 前 趋 中 最 小 的 一 个 使 得 它 在 S 中 也 有 无 穷 
多 个 前 趋 . 令 d.E5 在 5S 中 有 无 穷 多 个 前 趋 且 令 do ,是 加 0， 
di 中 第 一 个 在 S 中 有 万 穷 多 个 前 趋 的 结 点 ， 固 为 S 是 无 穷 的 ， 
所 以 d, “0 和 d, “1 中 必 有 一 个 如 此 ,所 以 这 样 的 di 可 以 取 到 ， 内 
IE b= (dosdi edie FRE S MRK KBE. O 
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我 们 称 集 合 M 是 本 质 上 不 可 数 (essentially uncountable) 集 合 
63 Dt HR REM 的 元 素 . 

杰 节 园 定 要 讨论 的 > RARE PMS YT AH w 
M= UN 其 中 每 一 ME 中 因此 它们 中 没有 -一 个 是 在 本 质 上 上 
不 可 数 的 . 

对 本 质 上 不 可 数 的 忆 - 紧 致 集 的 存在 性 证 明 ORE PT h. 

AM BURBS KM THT, SOE M-BOTCM.,T. 
<,Lev, i M-p A Rank( 7) =o). 特别 地 ,对 每 一 有 
<M), T HE p BHAA A Rank? )=0o(M)) (AR PB 
的 所 有 结 点 的 集合 是 M-BAHCAA Lev( MEM), 

这 样 Konig- 无 穷 引 理 就 可 以 重 述 如 下 : 

A M=(HF, E ,R}), 则 每 一 M-A KHR. 

10. 2. 2 定理 

EM EIL- ZAHTER, WE M-AR RH. 

WEAR: SF ST EM. 假设. RARA DO 
Æ FA s-M-WF 

YCIC % 4d Pv z€ Lev(f) (2 GC). 
因为 Dt ELKA, AE s-T- AR FEEN 使 得 
YC[C 244-3 P<aVr€ Lev A (rE) ]. (10.7) 
若 存 在 yE Lev(a) MM C= (zET:zsy) 而 这 与 (10. DFE. HY 
Leva) =Ø, tt Rank(F )<e <M) 4 M-Wihe LFS. O 

HA: g- MN-MAKME’ RP ARARKERVAKYH 
Kenig- 原 则 ,但 下 面 的 定理 说 明 事 实 上 这 个 假设 非常 弱 以 致 不 能 
引起 广泛 的 兴趣 、 

10.2.3 引 理 2M ETARE e= MARRE o, Ml 
每 一 喷 - 树 有 长 树枝 . 

证 明 : 这 是 Konig- 无 穷 引 理 的 一 个 直接 概括 ,所 以 本 证 明 也 
是 该 引 理 证 明 的 一 个 扩充 ， 令 a=suplain<e}, KP a<a<- 
Lala OF S(T. )EM-B. 我 们 首先 来 找 xz，… 使 
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4% rE Levia,d H rir si WEE: 
Jr.E Levta YA>adzElev flr Sa). (10. 8) 
假设 不 看 在 这 样 的 zo: 则 
V.r€ Lev(a, df >a NE Lev 3) az). 
据 ABRI, FE oC Ut 使 得 
YrE Lerta, dB<aa < 8 ANE Lev (2) (rz) ]. (10, 9) 
S wE Levla) RORE ow 在 第 w% 2H —-P ATR 2 且 对 每 -8 
<a,w 有 一 个 前 者 xs 使 得 x 扫 so, 而 这 与 (10. 9) 了 矛盾 . 因此 这 样 的 
xo 确实 存在 ， 
给 定 x. FEW BY ERA TELE riar (HR x, € Levia) H 
VA--adz€ Lev(3) (a, <2). 
用 这 样 的 方法 继续 于 去 ,就 能 找到 一 个 序列 vo oe fH MT AE 
一 hw E evtue )， 令 有 TvETiysT 对 某 个 2 BW BR 
是 WIRE. O 
Eak BAR M 有 下 列 性 质 ， 
boae -=> bE MN. 
CKA M 是 超 传递 可 容 集 ). 易 证 对 某 信 “路 形 如 
H) ,所 以 我 们 暂时 把 注意 力 放 在 昌 (x) 上 ， 注 章 : 
He) & REE SD Fath] oo RARER. 
ATARE, Fi Ce). © RCH). GE ANH d. 
10.2.4 定理 今 * 是 强 极限 基数 ( 即 A<x > 2 <n) M -= 
(Hle), E ,之 ,RR) 是 可 容 集 , 则 
MAE RHA 局 每 一 MBA RAL. a 
证 明 : 据 19. 2.2. 我 们 有 ”一 “, FARRE =”. 假设 征 
-M-A kE R ERKE 天 满足 s- 卫 自述 原则 . 
FLA HC) ty ERS OP a) oT ABT 
以 据 Veo BAe CR Rw O AS? OK) TPA ERY 
a -Vy (a) 
E a ty MIPARK HATE ZF 系统 中 的 证 明 , 每 一 集合 在 某 
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PVC) FX VOD =H). > 
YSIŢRAS Lsn) (10. 10) 
BEM 中 真 的 sI-ARGE s-i- Ag 10.1.5, RH RI 
样 的 公式 ), 其 中 yp 是 AAR A TAE RUER S 是 一 元 关系 
符号 . G E= Rank (r), HERNIA o> 7 € Via). BEM 不 满足 
s- ARN AD AE — a 使 得 Eca, 
VS2V( MARNE VMAS sr)» 

因此 对 每 一 a 使 得 Ea <e, 

ISEV REVIDAS Fy), (iu. 11) 

OE EBS =e (TS, 

T= {(a,S):SCV(a) A [E<a V5, € Via AS 255) J} > 
ay ace H S=S,0VCa). 
BHO BE. LAB SAHOO LE. THRE 
(00). ERASE HAMAR E ME SNV OA BEM, 
其 中 8&<a, 所 以 这 些 前 趋 的 集合 在 过 下 有 序 型 w HE SRE 
Ba BHAE BA Lenio XLP NNAM EP FSA. 
BL Lev(a) EM H Lev Æ M-A. C10. 1) RA. SA a a. 
Lev (OAD. 因此 .也 EN- BEERS BET Hi. BE B 
是 序 型 为 < 的 极 大 链 . 因此 B ASRI, BLN <e BED 
含 一 个 序 对 a,5.) ET， 显然 a <A BBS=SNVG). 邻 5 二 

US., 则 对 每 一 a LKS =S NV. h EERIE: 
(DNS) EIVAS rY). (10. 12) 

SwEM BEM n PICK, HER ace (FR E<a BOSE 

Via). AA SOET MRT HWE, 
(Vila), EP TVR E Va) Sa) F oE ,zs Yn) 

EMN, OBELRANHAAHARMT E, HUM, SWAB A- 
ARAKS rY) C10. 12) RW» R 10. 109 FF AH» I DU 
&2s-T-Aik RU. O 
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我 们 知道 ,基数 x 是 强 不 可 达 的 多 天 是 正则 强 极限 基数 。 据 
0.7.14, 若 * 是 强 不 可 达 的 . 则 对 所 有 RGH), (H), E€ RD 
是 可 容 集 ,因此 对 此 可 用 10. 2. 4. H Lowenhen -Skolem- ECR 
R 0. 7.15), FR ff AT LA PRB Ae (878 (H(A), EARP HOA)? 
可 容 集 上 且 cfC :=ow, 这 又 可 以 用 10.2.4. 另 一 方面 ,我 们 也 可 以 去 
掉 基数 的 强 不 可 达 性 ,用 Lévy- H BREC A Barwise 的 [1975]) 
直接 证 明 :对 任意 可 定义 类 妨 , 存 在 基数 4 使 得 AAD =O HA 
(H(A, EZ RIHADA TSR. 因此 下 一 个 定理 的 假设 不 是 空 
洞 的 ,而 这 个 定理 是 本 节 所 要 达到 的 主要 目标. 

10.2.5 定理 令 « 是 共 必 上 度 为 w 的 强 极限 基数 , M= 
《H(x) ,EE RBA AR, WM E -EAH 

证 明 : 据 10. 2.3 和 10.2.4. O 

说 明 :( 工 ) 对 10. 2. 4 一 10. 2. 5 增加 始 元 集 并 无 太 大 意义 , 因 
为 只 有 当 AHER 目 在 同 构 意 义 上 于 包含 在 He) p.10. 2. 
4 才 对 (各 ;HGCc)ayE 7) RIL. 

CU) WR Rw 生 - 紧 致 性 定理 最 早 由 Barwise 在 其 [1967] 
中 提出 ,所 以 2,- 紧 下 性 亦 你 Barwise- 紧 致 性 ， 关 二 某 些 共 尾 度 为 
的 .三 - 紧 致 的 可 容 集 的 存在 (10. 2.5) 最 早 分 别 息 Barwise 在 其 
[i968] 和 Karp 在 其 [1968j 分 别 给 出 独立 的 证 明 , 当 然 Karp 使 用 
的 是 代数 方法 ， 而 Green 在 其 [1972] 和 Cutland 在 其 [1972j] 分 别 
用 一 致 性 质 的 方法 和 超 积 的 方法 重新 证 明了 这 些 结果 . 

(8) 关于 了 -递归 饱和 模型 和 了- 紧 致 性 的 关系 见 后 面 章 节 ，. 


% 习 

10.2.6 HEH}: 

纯 可 容 全 路 是 起 传 滋 的 人 对 某 个 基数 ce MH Ce). 

10.2.7 令 嘻 是 超 传 递 县 三- 紧 致 的 纯 可 容 集 ,证 明 存 在 基 
数 =, WMH. SM, = (MN~,H%) ERM, 是 可 容 集 且 
满足 条 件 “ 齐 一 地 s-H! 二 5,"， 也 就 是 要 证 明 : 
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CoM EF FHA. (Cee: Als D- 8 ik RRM. ] 

(2) M, 满足 s-T- As. = aH AM 上 是 s-Al,] 

DM, EFRR [KTR MO] 

(4) Dt, 满足 s-H =). 

10.2.8 S r EBREHE M =H), E2, REHA 
E, PH SH 

C1) Dt 是 -AW (s-T1)- BK H- 

(2) M E L-E- S=). 

(3) 每 一 M-HA KAH. 


$ 3 REREKT o Hz- RAR 


本 节 我 们 要 证 明 存 在 许多 共 尾 度 大 于 w 的 - 紧 致 可 容 集 ， 
特别 是 存在 许多 本 质 上 不 可 数 的 DAB] AR. 

令 “ 是 不 可 数 正 则 基数 . 称 * 的 子 集 C Ek PH SO RC HH 
每 一 初始 节 Cas (CsupCo)<wx => CsupCo) EC. 

CGEA COA e 上 的 序 扰 扑 (order topology) 中 封闭 . ) 

称 C 在 x PIF © Ve< ede Cl f<a). 

ACE K PRA OCH « PHA AAFH. 

(上述 定义 请 对 上 照 9.2.1 和 9. 3. 32.) 

10. 3.15| 理 $ >o EENH, # CoCr € x HAE 
界 , 则 CONC Se E xe PATCH. PCNA. 

WA: NAHARA EEH AA, PA ONC 在 * 中 也 是 
封 财 的 ， 下 证 Co 站 Ci 在 < 中 无 界 ， 

任 给 Pe ,对 n<w, 4 a, >P TEC, Fa, >a, 在 Co Pa, >a, 
TEC, 中 ,…， 因 为 * 是 正则 的 ,所 以 a=sup {a:n<w}<x， 又 因为 
a=sup {a n <w) H Co 是 封闭 的 ;所 以 a€EC。 因为 a=sup {any 
n<iw) AC, 是 封闭 的 ,所 以 aEC!， 因 此 <e Hae€ Onc. O 
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这 样 , 据 10.3.1, BA 
Z= {Car CEC AnA a 中国 无 界 CC。} 
定义 了 “的 诸 子 集 上 的 关子. 这 样 的 SARA ee AARET. 

我 们 称 对 几乎 所 有 a<r, BRP CORY S la <P) E 
于 这 样 的 滤 子 . 

10. 3.2 定理 今 x,4 是 正则 基数 使 得 oie. HM ILE SG 
F a <in PIORA WARA a 使 得 cila) =A, PCa) RY. 

证 明 : 因 为 {a <x:P(eo) ELM (a we: Pla) RTE < 
A CAH CHS SR. 令 BH BRP ROE CHA PCR. A 
为 上 是 正则 的 ( 即 ch =O ACHE e 中 无 界 , 所 以 C 中 存在 这 样 
的 % 国 此 Po 成 立 、 因为 4 是 正则 的 ,所 以 cf(a} =cf(A=A. 

在 读 下 一 个 定理 时 ,读者 应 把 .ro 看 作 是 再 ( 愉 ,? 或 Co。o) 
或 Lla,w，a), 关 为 这 些 都 是 通常 的 运用 . 

10. 3.3 定理 (Barwise,[1969a]) 令 x 是 不 可 数 正 旭 基数 ,R 
CH (x) ; 且 映 射 J «>Hi (x) Ay POINTER 

(1) 对 所 有 ae<xsv(a) 是 传说 的 , 且 在 对 集 和 并 运算 下 封 河 ， 

(2) a <Pk > JMET), 

(D 车 Ax RRAK, N JA =U Ca), H 

(4) 对 每 一 wa<xy B= lJ la ERNIO FAAEA. 
证 明 : 对 几乎 所 有 a <a. 是 全 |- 紧 致 可 容 集 . 

证 明 :我 们 称 序数 a 是 8- 超 稳定 序数 > a 二 <x HIE- s- 
H-ARD A— 4, EU (a), 

ek BB) > 3. F $a). 
我 们 首先 要 证 
Hak PURE M BAL KRIS. (10. 13) 
假设 “是 PMREN. RAO RACHA s-1- BRR 
W PER REFRA D-H RRP HH), KP 的 其 它 公 理 
显然 在 3. 中 成 立 , 所 以 只 须 证 明 S. 满足 s-T0]- A. 
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令 4) BES. 中 真 的 sT-AK. MI, Por Ga). AW 
JME SHY J@GICB) AK 32 FRM s-M-AK WG, 
的 模型 

3b[ Tran(b) Ah ELADA] 
(ATE Reve. SE OG.) AE 3. ME s-i- ARR. 由 此 证 明 
(10, 13) 成 立 ， 下 证 
对 每 一 使 得 a 过 p<wx, 几 乎 每 一 a 一 x 是 PF- 超 稳定 的 . 
(10. 14) 

在 此 我 们 要 用 正规 销 数 的 技巧 . PT fee 是 正规 函 
数 多 了 是 递增 函数 ( 即 a 过 8<<x > f(a) < 之 f(B)) 和 连续 函数 { 即 
Ae 是 极限 基数 > (24) 二 sup {flo) :2 <A). E /x 一 x 是 正规 
欣 数 , 则 易 证 了 的 固定 点 集 {a 过 x: f(a)=a) 总 是 让 FALH, 
因此 我 们 来 定义 正规 函数 f 使 得 

Jima ha<fcnc 一 ~ 是 有 起 稳定 的 . 

令 P(e,8) 表 述 关 于 a, P< H TF AER: 

对 所 有 B E BSR <n, RAR AKA Uo) OHA s-i-  F 
OG), Se FOG) > Sek OG,). 
显然 ,对 PB Al ENE B Pla, 8.) > Plan). RAIE 
xi, 所 以 存在 < 个 s- 开 -公式 OG RAHA IO. Fie, 

Ya <3 8<ieP (a, f). (10. 15) 

对 任意 a <x, fE-- s- -AR OG APTA d € fa) RTS 
nOA FAR AY ERE Y< TEAR DE OGG) PEPER Y: 
BW 1.4, =0. HARIKA JO) s-I-Axk OGTR 
<** 据 “的 正则 性 ， 

B=sup(7(®,4,) D fk sM- d, EJ (a) pce 
显然 ,这 个 8 和 任意 更 大 的 pe 都 能 使 (10. 15) 成 立 . 
这 样 ,我 们 可 以 定义 如下， 
Ja) 一 最 小 的 BUR A ¥<a,8>f(Y) Pla, 8)]. 
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因为 上 是 正则 的 ,所 以 对 所 有 a <ky,y7(a) 得 到 定义 ,因此 据 /的 构 
ti. Sine Af BRA. 下 证 了 是 连续 的 : 令 4<x 是 极限 序数 ， 
B=sup{ fla): a <x) RNB PAS): 4 858.0 是 参数 来 自 
7 的 si- 句 子 且 在 Sa 中 真 . BCA) = Ua) BRED a 
<A D KWARK Ja). ARE /的 构造 ,@ ES PH. B= 
sup { f Ca) :a <x} Al Xe 的 构造 ,有 J rea) Tom 据 s- 王 -公式 的 保持 
性 ,也 在 ;中 真 ,所 以 P(,8) 成 立 ; 因 此 
f(A) = B=sup{ f(a) :a <r}. 

这 样 我 们 证 明子 是 连续 的 ,从 而 证 明了 是 正规 的 ， 

设 Fo 一 a, 则 Paa)? 成 立 , 所 以 对 所 有 Bi 使 得 < 有 <w， 
a È R-REN. 据 (10. 13) SIL PPAR a <“, 汪 -是 艺 - 紧 致 的 . 
口 

10. 3.4 推论 S “>aw 是 正则 的 , 则 对 几乎 所 有 a 二 rk,L(a) 
是 5- 紧 致 可 容 集 . 

证 明 : 令 J(a) 一 Llw a), HH 10. 3.3, 对 几 平 所 有 a <e. 
Llw。，a) 是 五 - 紧 臻 的 , 因为 f(a) 二 w，a 是 正规 函数 ,所 以 对 几乎 
HA a<r a=a, 因 此 对 儿 乎 所 有 a <r LOE RAA. 站 

10. 3.5 推论 4 >w EERW, A =A, Ri Re ERR Se 
的 结构 , 则 对 几乎 所 有 a <n LOA, RRA. 

证 明 ; 这 个 证 明 类 似 10. 3. 4 的 证 明 ,因为 在 HOO PRE AN 
HAHAE. O | 

我 们 知道 ,H(c) 是 本 质 上 不 可 数 的 S cite) >>w ,所 以 下 一 定 
理 使 我 们 得 到 许多 本 质 上 不 可 数 的 Zi- 紧 致 可 容 集 . 

10.3.6 定理 $ >o RRP AN. ROA (e), ILE 
Hace (HO?,€.% RNWHO) 是 三 - 紧 致 的 . 

证 : 令 J00) 一 HCI,)， 因 为 x 二 3 县 8H(00)| 才 3 过 x; 所 以 
J:x 一 HCx})， 国 此 据 10. 3,3. 对 几乎 所 有 x <e, 

HOE RNU)? 
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是 三 - 紧 致 的 . 但 f(a) 二 =] 是 还 规 酉 数 , 所 以 对 几乎 所 有 a 过 x, 都 
有 了 .=a. 因此 对 几乎 所 有 4 之 x, (HO). EZ, RAHA) ESR 
zA O 

如 果 我 们 把 所 有 基数 的 类 CN 看 作 是 一 个 强 不 可 达 基 数 , 那 
么 ,我 们 可 以 重新 解释 上 述 全 部 结果 ， 在 这 种 情况 下 ,我们 可 以 把 
10. 3. 6 看 作 是 ZFC 系统 中 的 一 个 结果 : 

10. 3.7 推论 令 尺 是 任意 的 一 个 类 , 则 类 

{A: (HOA), EZ, RAH) Æ D-E h) 

是 包含 诸 基数 的 …… 个 封闭 的 真 类 . 因此 对 任意 正则 基数 <, 存 在 任 
意 大 的 这 样 的 人 使 得 4 的 共 尾 度 为 马 

证 明 : 上 述 最 后 一 个 命题 可 以 从 10. 3. 2 BA. OO 

称 基 数 < 是 Mahlo BM O 每 一 在 « 中财 无 界 的 CSx 包含 
一 强 不 可 达 基 数 ( 因 此 色 念 下 个 这 样 的 强 不 可 达 基 数 A<e). 

10. 3. 8 推论 ” 今 < 是 Mahlo- 基 数 ,RCHIxs), 则 存在 “个 强 
不 可 达 基 数 1<x EAR HO), © 7, RN HQ) BBR. 

证 明 ; 据 10.3.6. O 


$ > 

10.3.9 设 (H(x),€}) 是 马 - 紧 致 的 . 证 明 « 不 是 第 一 个 强 不 
可 达 基 数 ， 证 明 若 是 强 不 可 达 的 , 则 “是 第 个 强 不 可 达 基 数 . 

[提示 ;用 s-[- 自 返 原则 . ] 


$4 BRR L-KAP 


本 节 我 们 来 讨论 弱 紧 致 往 与 闷 - 紧 致 可 容 集 癌 的 关系 .这 里 
证 明 的 许多 结果 与 前 一 章 $ 3 的 结果 相同 或 相似 ,但 细 究 起 来 两 
者 无 论 从 考 虚 的 角度 还 是 证 明 的 方法 都 有 所 不 同 ,这 说 明 不 同 的 
集合 论 背景 会 产生 不 同 的 影响 . 
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SAE M Boe PASM RR SY 能 编码 为 H(x) 的 
一 个 a FA. Form( 4...) = (ge Form (f ne) s l Subito) | wr}. 

10. 4.1 定 义 在 可 容 逻 辑 中 ,我 们 称 基 数 x 之 w( 相 对 A E 
弱 紧 至 基数 OW 经. 的 每 -句子 集 8 和 HC(w) ,车 每 一 宕 <<« 的 子 
ROSTO 有 模型 , 则 8 有 模型 . 

注意 :这 里 的 定义 与 前 一 章 关 于 朋 紧 至 基数 的 定义 在 形式 上 
有 所 不 同 ,在 那里 是 用 更 强 的 语言 纤 % 来 定义 的 ,而 且 在 讨论 问题 
时 通常 假设 < 是 强 不 可 达 的 . 在 这 种 情况 下 ,1H(x)|=«, 所 以 10， 
4. 1 Pe) ORES. 因此 据 下 面 的 诸 结 果 , 我 们 可 以 看 到 这 两 个 
定义 在 本 项 上 是 相同 的 . 

10. 4.2 引 理 4 x>0 BER. 

(13 Formi Fa) =Form(....) NH). 

C2) FF ce ES. Form a EA Formi D HES., 
yg 和 下 列 规 则 下 封闭 的 最 小 子 集 : 

PC Formim EIP] <r => 人 中 VE Form(%,.). 

(3) Ff ec>omw 是 极限 基数 , 则 

Form(%..) = U LFO Aa e) An, ALCNI). 

(4) x 是 弱 紧 致 的 6 对 每 一 关系 REHU), H). E ,R) 是 
3- A. 

证 明 :(1),.(37 和 (4) 直 接 来 自 定义 

证 (2): 令 Form( 人 ww) 是 如 (2) 描 述 的 最 小 的 类 (不 是 子 集 !). 
BR Form’. GForm(4 e) RD EGE: 

Form( Z m) = Form(Y,. >. 
为 此 只 须 证 Form (%,..) 46 7 6 6 A OF a EST 
Ox Form( SH a) A ID > AD, VDE Formi w). 
对 一 ,Y, SHRP. PRR SRAM. BROS 
Form (£ w) H | @i<«, RV MiE Subt AG) |<«. 但 
Sub(A ®)={ A D) U U {Sub(g) pE P}. 
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因为 PoForm( 4...) » LAM EE -- PED, Subli! AAD 
x BEERA ATL Sub AD) ca FUR, |Sub( Vice G 
注意 :上 述 引 理 的 (4) 说 明 弱 紧 致 基数 的 概念 就 是 立 - 紧 致 可 
容 集 的 概念 对 任意 RGEHCx) 的 相对 化 . 
称 基 数 < 是 五 - 紧 致 基数 会 〈HIe),E ) 是 马 - 紧 致 的 ， 
PREM « 2, (R)-RBGER 会 H, EROE RN. 
据 10. 4. 2， 
KRG RKER © 对 每 一 RCHOc),x 是 也 (R)- 紧 致 基数 ， 
10. 4. 3 定理 $ x 之 w 是 基数 ， 
D A « 2 2, - SRE, W < 一 ]。 
(2) < 是 弱 紧 致 基数 , 则 « 是 强 不 可 达 基 数 . 
证 ; (1) 是 练习 10. 2.7 的 一 部 分 ,但 为 了 完整 性 ,我 们 在 此 仍 
给 出 其 证 明 . 假设 «是 ,- 紧 致 基数 ,我 们 首先 证 : 
= HARKER FH. (10, 16) 
假设 a€EH(x) AW « ft 2 - RBBB, PSH (x), © > dE z- 
Ay REH, CORE FI s- 下 -公式 : 
VU b[6Sa AV rE alr EbouU (x) ) 1. 
据 s-Il- Bik ET cE M(x). (ae, MR Fla) EH). 
(10. 16) 得 证 . 
据 (10. 16), 对 某 个 极限 序数 ak= 3] WIR a <r ZR 
(Hx), © > 满足 表达 下 式 的 -M-AR 
YBa ILUS 2 BK ADom( A =R+1 ANO =A 
ASOF =Z), HYLA 
AfA=US@), ARAR AA]. 
据 s- 开 - 自 返 原则 ,着 盾 ,因为 那 会 使 我 们 有 -一 aE H (x) 使 得 VCa) 
Ca 所 以 我 们 有 asx. Aabe ai ee, PER. 所 以 a=* 
{1) 得 证 . 
要 验证 (2) 只 须 证 x 是 正则 的 : 设 这 不 成 立 ， 不 妨 令 fia, 
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<e H x=supif (8): Aca}. ES T.H, © SB 
-公式 YB 之 ag7Ytf(B)=7), 但 对 这 样 的 序数 7Y, 不 可 能 存在 上 
> =F). AEH). E, D RE OS: 
由 返 原则 ,当然 也 就 不 满足 s-Hi- 自 返 原则 ,所 以 它 不 是 马 - 紧 致 
的 ， 据 10.4.2 不 是 弱 紧 致 基数 ， 口 | 
注意 ;从 第 9 章 8 3 我 们 看 到 在 。 中 对 弱 紧 致 基数 类 有 许多 
HDA. FERE KPU 中 看 到 类 似 的 结果 

我 们 称 可 容 集 台 是 s- 印 -不 可 描述 可 容 集 S 对 每 一 ROM, 
M, E s-IT!- 自 返 原则 . 

PR * 是 s-TT- 不 可 描述 基数 > Ae), © > 是 s-I- 不 可 描述 - 

10. 4. 4 定理 $r ERREK U 

KIKRE Oe Ash-LTMRRK. 

证 明 : 据 10.1.27. O 

FERAM 满足 TT- 自 返 原则 人 对 每 -- 出 -公式 Oe), 

ME OCZ.)+AalTran(a) AZ Ea ADDA]. 
称 对 是 人 Tm- 不 可 描述 可 容 集 > WA ROM, 
(H.R) F M- Aw PA. 

称 « 是 开 - 不 可 描述 基数 SO (HH(x),E ) 是 IT!- 不 可 描述 的 . 

今 (Ss 的) 语言 Z 包含 一 特殊 的 二 元 关系 符号 称 居 的 
结构 U 是 良 建 结构 OR 是 良 建 的 ， 称 on BAM ER 
建 超 有 效 性 质 全 不 存在 笃 wm- 闭 项 的 无 穷 序 列 人 :<o)? 使 得 对 所 
有 nce, U, Et ED. 在 下 列 引 理 中 假设 Yo 是 Skolem- 片 自 

10. 4.5 引 理 OM BAR EPMA AR. 

CL) 存在 I-A o D) PEM he OCM, 

MDD SDL Zn 的 良 建 起 有 效 性 质 . 

(2) UGE Sm 的 Skolem- 良 建 结 构 , 则 由 六 给 定 的 超 有 效 
性 质 D, ER BH. 

(D 若 口 是 Sm 的 良 建 超 有 效 性 质 , 则 D A RERA. 
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证 明 :(1) AAM 是 本 质 上 不 可 数 的 ,所 以 Ln 的 项 的 每 -- 
可 数 序 列 人 :nz<o? 是 sm 的 元 素 ， 因 此 用 器 上 一 全 称 基 化 句 就 
可 以 表达 DD 的 良 建 性 . 
(2) 的 证 明显 然 . 
《3) SDE Som 的 良 建 超 有 效 性 质 , 据 弱 完全 性 定理 8. 1. 
17.D FRA. SU BU, Hih TR, 
A<, M. 


据 练习 8. 1. 24A 的 每 一 元 素 可 以 用 Sm 的 一 闭 项 来 指称 ,所 以 
站 是 良 建 的 且 是 D 中 诸 句 子 的 模型 . O 

注意 :上 述 引 理 也 可 用 来 证 明 完 金 性 定理 ( 见 练 习 10. 4. 12)， 

10.4.6 定理 SM 是 本 质 上 不 可 数 的 马 - 紧 致 可 容 集 , 了 是 
Ln D-H. AR N-As TCT ETEN 有 良 建 模型 ， 
i T ARREN. 

证 明 : 我 们 知道 ， 

M 是 本 质 上 不 可 数 的 OM 的 每 一 可 数 子 集 是 路 的 元 素 . 

AAM 是 二 - 紧 致 的 ,所 以 器 满足 s-HH- 自 返 原 则 . 据 10. 4. 

+ 和 10.4.5, 本 定理 的 证 明 就 完全 象 
s- 工 - 自 返 原则 > -XAL 

的 证 明 那 样 (参见 10.1.27 ig). O 

说 明 :10. 4.6 解释 了 为 什么 在 $3 中 我 们 具体 描述 的 Z,- 紧 
致 集 都 不 是 本 质 上 不 可 数 的 , 本 定理 的 结论 非常 强 ,所 以 很 难 找到 
这 样 的 可 容 集 . 

10.4.7 定理 Sc RHEE oo 的 基数 ， 

(1) (H), E, ROWE s- 卫 - 自 返 原 刚 , 则 它 满 足 L- K 
原则 . 

《2) 车 x 是 s- 卫 -不 可 描述 基数 , 则 «是 了 证 - 不 可 描述 茜 数 - 

证 明 :(1) $ (HC), E ,R) 满 足 s- 开 - 自 返 原则 , 则 据 10. 4. 3， 
c=, 因为 HH(w) 在 从 下 封闭 ,所 以 P 的 图 形 是 HCx) 上 的 sO, 
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Er LA M = He). E ZRO WE s- 亚 - 自 返 原 则 ,从 而 嘱 是 可 
容 集 . Ak Via) HE HE MIPIM HOO Ve). 下 面 我 们 假 
BE CH Ge), E, RRR E M- É RN, BI 
(VC E , 民 ) 上 VS%(S) (10.17) 
CEP PA-MAA MARAT a 使 得 aa <k, 
(Vla), E RAYC) FF SYS), 

其 中 mw 足够 大 使 得 多 中 席 有 的 参数 在 Vah. 

令 工 是 Sm 的 下 询 五- 理论 : 

(1) KP+ FRA, 

(2) (MN, Fy Lor AF, 

(3) “ec 是 一 序数 ”. 

(4) ce 之 B， 对 所 有 R< =M), 

(5) Ya ScASEV at Dp) ™. 
显然 ,了 的 每 一 嘻 - 有 穷 子 集 有 和 良 建 模型， 不 妨 就 把 c 解释 为 某 个 
足够 大 的 序数 a 之 x. 据 10.4.6,T AREROY. 因为 发 ERE 
的 .所 以 不 妨 假设 它 是 传递 的 ,但 据 了 了 的 构造 ,c 是 一 实 序数 PS 
HAROM E E SOV Ce MER 

(V), E R.S) -gS), 

而 这 与 (10. 17? 了 矛盾 . 

(2) 是 (1) 的 直接 推论 ， 品 

注意 :10, 4.7 相当 有 意思, 因为 苦 < 是 马 - 紧 致 的 , 则 s- = 
Z (427) ,因此 sE, 

10. 4.8 推论 若 e>wo 是 能 紧 致 基数 , 则 “是 Mahto- 基 数 . 

证 明 : 因 为 “是 弱 紧 致 的 ,所 以 据 10. 4. 3(2),x 是 强 不 可 达 
的 ， 因 为 «ew, AR cf(x) >w, AE 10. 4. 4 和 10.4.7(2),x 是 
Hi- 不 可 描述 的 ， 令 Cx 在 x PAA, FHE: 

存在 < REF A RRL TK BAEC. 

&M=(H(e),€ #.C) SRE PRF ATA D: 
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(1) YFYalF È g A Dom F) =a 
AYBLALF RR AR JIN ALAF Er]. 

(2) ya3p333A7T6:= Pla AD 是 单 射 ]， 

(3) Yad fla<PAPEC). 
在 式 (1) 中 的 YF BRAM NEKE, M 多 是 -rR 
Š s-k- F). 据 10, 4.4 后 面 表 述 的 IL- 自 返 原则 ,存在 传递 集 上 8 
EHORO RAE. + A=0(8)= BON , 据 式 (1),4 是 正则 基 
数 , 据 式 (2) ,4 是 强 极 限 基 数 . HEED) ARC 的 元 素 的 上 确 界 . 
AC 在 «中 团 无 界 . 所 以 AE€C. O 

FER TZ = (TS) aE BR OO Rank( 禄 ) 一 x, 且 对 每 一 a 过 
x 在 a 层 有 <x 个 结 点 . 

10.4.9 定理 $ czo 是 强 不 开 达 基数 , 则 

KRG RK o 每 一 六 - 树 有 长 树枝 ， 
证 上 明 ; 据 10., 4. 2,x 是 弱 紧 致 的 
6 对 每 一 关系 RCH (Ce) M= (Ne), C.F 3, KK. 
Æ 10.1.27, ki Dt 满足 s-Ui- 自 返 原 则 . AHA) EY PH, 
据 10. 4.7 WEAR Dt, = (N(x). E RR s- 贡 - 自 返 蛛 则 ， 
所 以 Mt, 是 ,- 紧 致 的 因为 * 是 强 不 可 达 的 ,所 以 据 10. 2.4, 
eR AE) 
e spe — M= (He), E2, RO RIL DWAR. 

ER BHM- -H R27 be A fa 
FH) EF. At Me) A E M = (Hw). ER) 
= ar- Mw. C 

称 * ML AR pAb s- R =E R” 二 RT EE ~ 
式 D PROFE BRAR n P OIERA fi ae 

HUD E ER F YELO G RAE RY]. 

称 « 4“ OWE)- BRABR o 对 e FRTC 
Hix), 

THE- Rr MTR T ARR > TARR. 
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10.4.10 定理 ” 令 “是 无 穷 基数 , 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) e RY LE BA o BI oe eR 
(2) =w SK « tE Z a WFE- E 
(3) « 是 s-IN- 不 可 描述 的 . 
(4) e=w A « FE I-A a REA. 
(5) x 是 强 不 可 达 的 且 每 一 x- 树 有 长 树枝 . 
(6) « 是 强 不 可 达 的 旦 对 每 一 RCH(Cx)， 
HE RA Ris RHR. 
(7) « 是 强 不 可 达 的 且 x 二 w, 或 对 每 一 RC-H(x)， 
H), E WAAR Rn Rari. 
(8) « EIRA BA AY ELE E 
“ARPA 3 sl (RI=Z(R”. 
证 明 :(1) > (3) 9H 10. 4, 4. 
(3) > (4) 48 10. 4. 7(2)40*s- 1-2 RBC -SRA”. 
(1) & (5); 据 10. 4. 3¢2) 10. 4. 9. 
(1) => (2) 4% 10. 4. 6. 
(2) 之 (7): 据 紧 致 性 论证 ,显然 . 
(7) => (6) :对 ew, BR cH 0, HS REE. 
(6) > (5):4F7=7, Dee. 不 妨 假设 TSxe. oM= 
H, ET, S, Lev). RUITTUIEE T, S Lev 都 编码 成 一 个 RR 
之 及 (x)。 所 以 据 假 设 (6) ,存在 中 HA WSAMT HK N—(N.E, 
TiSi Lev). #66 BBR B CCH). BOET BANE 
r€ Lev, (6) MivyEHe) :yv<i zh} Re FT 的 长 树枝 . 
(3) => (8): 令 (xr.R) 二 YSplx,R,5) 是 包含 新 增 关系 符号 
民 的 s- 了 于 -公式 . SES R, (HUO, € ,名 , 民 ) 满 足下 列 公式 之 一 种 
它 满足 下 列 全 部 公式 : 
DrsR), WSer.RS), 
daf Tran(a) ArEwueAYSCe(Kr R SA] 
3a35[Tran(a) Ax€ahb=Pla) AYSEbAz.RS)”)). 
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从 第 二 个 公式 到 第 二 个 公式 是 根据 假设 (3); 对 所 有 RR, 最 后 一 个 
Gs REESE OC, RW B-A or. R). 

(8) > 〈3): 因 为 是 强 不 可 达 的 ,所 以 HOD =V). FA 
Hi) = Un (a). FELL M = (He). E nZ, RED RAY. Aa M 
满足 s-Tl; =$, , 则 据 10.1. 50,M 满足 s-i- 自 返 原则 ， J 

说 明 :(I) 对 e>o, 弱 紧 致 性 利 M- A SR ET E 
性 由 Hanf 和 Scott 在 其 [1961j 中 给 出 . 

C1) Hanf 在 其 [1964] 证 明 第 一 个 弱 紧 致 基数 coe Bi 
一 个 强 不 可 达 基 数 大 得 多 . 

CH) (3) © (8) 的 证 明 是 Kunen 的 [1988a] 的 一 结果 的 变种 . 

10.4. 11 定理 令 k 汪 w 居 可 测 基 数 . 亿 是 x 上 的 正规 超 滤 ， 
则 相对 Z 几乎 所 有 << 的 基数 是 弱 紧 致 的 , 邯 

{Axe A RERE EA. 
证 明 : 这 里 我 们 运用 了 Stavi 在 其 11978j 中 的 证 明 ， 构 造 超 宕 
liv, Efv>, AP Vsirirari 

SEPA LDV, CP V0 Se BS SE OPED BR 9. 3.7. 存 在 崩塌 同 构 

F (gi 44 
Fili, E VSM, E€? M), 

其 中 M Efit EE.: M.E) ME ZFC 的 模型 日 MM 包含 所 
有 的 序数 . MaeV.S f= FU). EH A HS. HP 
c 是 从 « Bal AA ARM. ea 是 相对 SF A. BR FRE 
KV, EBM. EIM RHEA), Lt aE He). fla =a 
但 FO 注意 :Hec)Eaf 日 

(M EIM) F“ 是 强 不 可 达 基 数 ” 
若 XEGEHCc) , 则 和 一) 站 HGCce) PRE EB HE XCM. Eo H 
EEPE F Gd.) Heid Be LAS. 据 超 积 基 本 定理 ， 
对 所 有 集合 论 公 式 out, MA n TAGE VA 


(M, E1 M> Flr, Jla), fla?) 
S lae VETV Faan EZ (10. 183 
S S=HW N isss 是 LAOFEAS. KE: 
(M, E M> FYXTHO [Ya EHC) 
(aX => a& f(S)) => XES) i 
假设 (10. 19) 不 成 立 , 则 存在 集合 XO Ce) FEAT a 
Ht) acX => aE f(SMA XESS). 特别 是 ,对 所 有 无 穷 林 数 4 
kX HO) E fOS) {8 X= (CX) NH) & ACS), 因 此 在 MM 中 .x* 
是 最 小 的 基数 4 使 得 SOO NRE SCS). $0.18), 
la: V ETV) F a RERA ARH XNHAESIES. 
但 这 是 荒 漆 的 ,因为 至 多 存在 一 基数 有 此 性 质 , 故 (10. 19) 成 立 . 
据 (10.18) 和 (10. 19) ,我 们 有 
face, AX BRRALVLEDV) FE YXCHO) 
[YaE Hla) UTX => aE SY > rE SE". 
ARHAR “2 几乎 所 有 <x A a BRM. CI 


(15. 19) 


练习 
10.4.12 SM BAIL AY BAS Bf MO E Sy Y s-i- 
tTI. F i ay -F RE sO) : 
(PE Sn PEO R ERE PA). 
10.4.13 $ >w PS RAM. 证 明 : 
Coe ie PAAR > 存在 Mahlo- 基 数 Ace, AEC. 
10.4.14 IRRE — RHC), E P,O E s- =g. iE; 
(Hind. EDR E A R PH mes TT (R)=F,(R)”, 
10.4.15 ”了 弱 紧 致 基数 的 定义 如 (9. 4) 给 出 (参见 第 9 章 ), 令 
Form Cf a d EAA Form fo AR ESI 第 二 小 节 意 义 上 ) 
且 在 一 ,A,V 和 下列 规则 下 封闭 的 最 小 公式 聚合 ; 
车 gEForm(5..。) 且 针 是 pp 中 出 现 的 变 元 集 ， MIX RY Xe 
在 Form(Y n) P. 
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对 任意 x, G Form(5 sd) =Form(&.....) MHC). 
下 面 的 命题 证 明了 第 9 竟 和 第 10 意 关 于 弱 紧 致 基数 的 定义 
C1) 证 明 Formi Z ad = (gE Form (&......); [Subt | <r}. 
(2) 考虑 下 列 Laa KF 
Yitna w} V lUn EUn) » 


Viv. nw} dw xrl(rEwe V; TEN). 


对 pE Form (fn) EEA AM E LT OR A 
句子 分 别 表述 请 建 性 和 本 质 上 不 可 数 性 . 

(3) 证 明 ce 的 每 一 -句子 的 每 一 - 子 公 式 有 二 x 个 自 HE- 

(4) & e 是 强 不 可 达 的 .gE Forman). EAE 9 ARS, 
9 有 了 Ce) 中 的 模型 ， 令 OCHOR sw 的 句子 集 , 证 明芳 @ 有 模 
AMORA « HRM. 

[提示 ,修正 通常 的 Lowenheim-Skolem- i H. ] 

(5) 令 相对 oR. GEM a 相对 SOR. 
即 令 日 是 00) 8) F SAG 8 8 RATE OOO 有 模型 ,证 
Hf o 有 模型 . 

{sae Ft ew, BR. 对 x>>w, 运 用 10.4.10(7) 于 (HH(K).E€， 
P ,B) 且 据 下 列 事实 :上 述 (4) 在 到 (x) 中 成 立 , 因 此 在 任何 一 个 初 
等 终 编 扩张 下 成 立 ; 是 (Cw) 在 长 度 过 的 序列 下 封闭 , ) 

10.4.16 证明: « 是 弱 紧 致 基数 © x-i. 

[提示 :用 10.4.10(7) 来 分 别 证 明 < -> (0), fo w ->(w)i; 再 用 
x — (x) it A 10.4.1005). ] 

10. 4. 375Kunen) 4 « Eih KEE AREH), 
E > 有 初等 终端 扩张 ， 入 和 SC maemo 端 扩 张 . 


§5 BT “oe 的 语言 的 -RAE 


HULL PRT Sm 的 -RAE EERI EAR it 
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Ln ERASO D- AATE- 

在 本 节 第 INT RNS SRB Hy, HPD 是 可 容 集 ,B 
te A AFE, Mo Ee He SForm(H. DWAR. (AIL IF 
Bayz Jz. HoP 7 Heh OE BRA MEE CE. Ai Barwise 
的 [1969a] 中 的 方法 ,我们 要 建立 和 ms 是 马 - 紧 致 的 的 充分 条 件 以 
及 在 某 些 场合 的 必要 茶 件 . 这样, 我 们 要 用 到 无 穷 Skolem- 函 数 方 
法 .因此 对 每 一 6E 卫 .我们 允许 L m A b RRR G Somr 
的 主要 结果 是 证 明 下 列 两 个 命题 等 价 ; 令 对 E -KKR 

(1) 嘱 是 2- 局 部 封闭 的 且 Hg, 5,- 紧 致 的 . 

(2) EMME 召 -封闭 的 集合 M, EAM M. 

这 样 我 们 就 可 以 证 明 许多 马 - 紧 致 的 语言 lnt] FETE: TF 
别 是 不 用 假设 强 紧 致 基数 的 存在 就 可 以 证 明 存 在 任意 大 的 “使 得 
AF ace) ac JE x - 紧 致 的 . 

本 节 第 2 小 节 要 考虑 语言 Sy (WF) Bi sw U CWE, dip 
WF 是 一 公式 述说 一 给 定 葛 关系 是 县 建 的 .根据 Barwise 的 
Li969a 的 忠 配 .我 们 能 建立 一 个 与 mWF) 的 己 - 紧 族 性 等 价 的 
得 返 原则 ,特别 是 我 们 可 以 由 此 自 返 原则 证 明 ， 

和 奇 在 可 数 的 M 使 得 Ym (WF) 是 5- 紧 致 的 . 
这 个 结果 扩张 了 10. 4. 6， 最 后 我 们 对 某 些 Sy CWEF) ,证 明 -- 些 
ZE- 非 紧 致 的 结果 . 

在 进入 本 节 主 题 前 ,我 们 先 介 绍 一 些 预 备 知识 . BRA AR 
PIERRO E E R R.B. Jensen-Karp 的 [19711}， 本 节 我 们 
还 用 下 列 事 实 ， 

M 传递 且 在 初始 递归 下 封 用 > 中 上 Au- 分 元 公理 ， 

注意 :初始 递归 封 了 性 要 比 可 容 性 弦 , 它 不 必然 满足 入 -聚合 
公理 .所 以 初始 递归 封闭 集 不 必然 是 可 容 集 . 

若 z 是 诸 集 合 的 一 有 穷 序 列 , 我 们 称 一 关系 或 函数 是 二 初始 
递归 关系 或 2- 初始 递归 孙 数 63 CHE < 中 是 初始 递归 的 ; 称 和 AA- 公 
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RE A(O-AR o 它 是 其 常 元 (参数 ) 来 自 2 的 Aa ARGE 
元 自我 解释 )。 类 似 地 我 们 可 以 定义 s- 了 (5)- 公 式 ,等 等 . 

给 定 集合 8, 对 56EB, 我 们 称 一 明 数 是 序列 OS 它 的 定义 域 
为 车 是- 一 序 别 ,我 们 就 简单 地 用 4x 表示 a 和 Ran(2). yb 
一 Dom(Zz) 时 ,就 用 区 序列 表示 六 序列 ， 令 

K“ m UX bE BX” 是 所 有 函数 了 :5->X HRS). 

Er X EBH o XX. 

本 节 固 定 vd) 是 集合 论 公式 , 称 函 数 了 是 g- 序 列 > 

Dom( fq" = VY. E) F giha 

称 集合 X Bo HAR OX Bo HAM. 

称 集合 N 是 g- 局 部 封闭 集 oO UR—-(BRMICM. FE 
QSAR MGB AMM ERM, HEM coOM, CM. 

REN 是 5,,… ,Sw- 可 容 集 Oo MN 是 传递 的 有 满足 王 自 返 
原则 和 下 列 Au- 分 离 原则 : 

若 OCS, S) Ao- 公 式 且 EAM, 则 

(Eb M Fh EN. 

10.5.1 引 理 RMN E SHAABAN HA E R 

月 满足 s-M-HREUGEE.: + ti sM AAA BK AS 
GYM =V) =H), REP ER v [EIR l 
M 是 o- 局 部 封闭 的 ， 对 任意 ACO- gE ER, 

证 明 :(1) 据 Barwise 的 [1969a] 的 推论 4.6, 九 是 P- 可 容 的 ， 
HE PEZ HAE MARRO: BoM) BLE DM 中 递 
归 定 义 , 因 此 M= UVB) = VB) ,其 中 a=o(M). CLA He HY 
证 明 来 自 Barwise 的 [Fi969a] 的 p. 422 的 说 明 ， 

《2) 令 R=q APRN EMN 是 传递 的 , 则 BEM. 据 三 - 自 
返 原则 ,存在 正则 基数 4<« 使 得 对 所 有 5E Bo,16|<A4 ,定义 序列 
Moe SA MF: | 

M. = FCN.) 4 4h a E, 
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M= UMN, 闭合 是 极限 序数 ， 
Be MES HN ER HAH G 


m Sn 8 三 - 紧 致 性 


> z 是 诸 集 合 的 有 穷 序列 ,4g=4d(z 是 ACc)- 公 直 使 得 oq? 
Hey 是 传递 的 . 为 了 方便 ,我 们 规定 9 有 下 列 性 质 : 译 在 初始 弟 
WR pIE FT. Kg PHM py RX g- 序 列 且 Ran(p) = 
Rantz)JRan(>). PRRNLKE LIGA Lop 
10.5.2 定 义 D 语言 经 .有 下 列 4 类 符号 : 
CL) PAR AB E ule (Ona), 对 每 -一 集合 好 
‘2 MARR acts umla) 对 每 一 集合 a. 
D 关系 符 导 下 一 (2.a0)， 对 每 一 集合 a 和 每 - bE g' 


ERAO. 
D RAS F =(3.a,b), 对 每 一 集合 a 和 和 每 一 Eq 
使 得 OAC. 


(HAA: DED P 06 Ri fe Fl ag EAR b ABER, w F, 的 元 数 ， 此 外 ， 
用 尘 表 示 民 #4 ALAA FH De OG EES. 
(2) 5 的 项 的 类 Term (2) ER AA BL F 
D vasc, E Term(&..,). 对 所 有 的 ca， 
®© 车 何 关 bpE 人 ALE (Term(..,))*. Wt AFA HY a. 
FCE = lash, t) E Term.) 
(3) F BAbEg H EE CTermi A. WR E H a. 
ECD = ub PEER. 
(5 的 公式 类 Form(s -是 最 小 的 类 使 得 
D Form(... (3 FAR EAX, 
(2) fr pe Form(s.) ll ~¢ =(6.¢) E Form(s.) 
DBO LRA H OoForm..,). My 
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A @=<7,6), V B= (8,8) E Formi a) 
D 若 VE Form( 4...) HZ BATH BU g EA WY 
Vig =(9.2,.9) day = (10.7.9) E Formik sa) 

其 它 的 语法 和 语义 慨 念 节 定义 如 通常 ， 我 们 间 Term, (2%...) 
表示 SC. ATE AB FZ ARTES 9- 序 加 使 得 Fv Coc 
2. P= 1b) P= tt) TOR GED HA SF (9 
(当然 这 里 我 们 假设 =x, > =t). 

说 明 ,<.. 的 集合 论 公 武 g 可 以 看 作 是 一 种 规定 ,例如 可 以 
FED =r. D “xr APR. ral Paer- AAR) Ha 
ERREKA M REE Ayes SREP per 的 大 小 依赖 XA. 若 
A=0,% RIE Low 

10. 5. 3 定义 ”Skolem- 语 言 所 .从 Lo RE FIRS, 
对 每 一 笃 。r- 公 式 9 和 六 ,zz 增加 一 总 元 函数 符号 已 :> ,使 得 

(1) 三 是 变 元 的 单 射 9- 序 列 使 得 ;i€ Dom(3)， 

(2) z 是 变 元 的 -EP b= Domt) E FAZE. 

说 明 : 上 述 定义 说 明 若 3zo( 切 在 蔬 期 的 解释 下 成 立 , 其 中 上 
是 去 序列 , 则 民营 ) 也 在 该 解释 下 成 立 , 其 中 

了 一 (了 DiTEDom 人 这 )). 

10,5.4 引 理 下 列 关 系 和 函数 是 <- 初始 递归 的 : 

(1) D rE Term E y), 

È rE Termy (Ho) + 

3) rE Forma)» 

D Fv(r), 

S x€Sent(S..,)s 

© SFL CURB SFH T ph BR). 
《2) © r Æ Skolem-#H., 

@ rE Term(.,), 

@ rE Term, (f ， 


N, r€Form( #2). 
yw € Sent (4, ). 

证 明 : 分 别 考 察 上 述 各 定义 ,注意 :2 经 中 的 项 各 公式 都 
tka O 

FAREN EPEHA AH E IG COM. ,对 
M 的 限制 以 通常 的 方式 定义 如 下 : 

10. 5.5 定 义 O) 定义 语言 Hn [FE 

Term (| m) = Term E MM, 
Term, (Ln, ) = Term C£- NAM, 
Form (En, ) =Form( +...) NM, 
Sent( Lm, = Set NNN. 

(2) Skolem- 语 言 Am, t EARE X: 

Termi m =Term( 4. OM, 

E B=q™ , 则 我 们 也 用 :wx 表 示 Sm, 若 4 BAK EMRE 
Ate RRR Ha = SM FEA IH HK FH AK EFS HB 
Ge B Asse Ml] Hy = Hy. 

下 面 我 们 抵 来 考察 Su, 2- 紧 致 的 一 个 充分 条 件 。， 所 用 方 
法 是 本 章 $1 DE“ Sy 的 s- 了 三- 自 返 原则 总 涵 三,- 紧 致 性 ”所 用 方 
法 的 概括 . 

我 们 用 RF A RF SPA RAR 多 .和 SEY Zo RKB 
只 如 和 许 原子 公式 前 面 存 否定 号 的 公式 类 (参见 1.3.6). 

10.5.63! 存在 初始 递归 函数 使 得 

Go) yeE Form(..,) => g ERF.,. 

ye Form(Y 2) => p ERF]; 

(2) gee, SARA ps 

(3) 9 RA p HUFL AY A eb EG RETRE HI G- 

证 明 ;: 据 定义 易 得 OO 

下 面 的 不 关 是 为 了 用 Skolesm- 消 数 消 去 公式 中 的 存在 最 启 . 
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10.5.7 定义 HEMER (这 意味 着 了 是 9- 序列 ) ,递归 
定义 公式 六 如下: 

(1) 车 v8 是 原子 公式 或 原子 公式 的 省 定 , 则 pg' 一 9， 

(2) 车 gq 是 人 名 或 VB, 则 yy EAS CARA f 

(3) F pV N p 一 Y29' (2), RP Spa Eth p 
如 10.5.2 WATER, Att EvE). 

(4) g= N g 一 SFE7C O D RP TE Spa GG: 
(2b) b= Doml), 三 一 户 ( 了 ,3) Ot DE e ERRE 
元 齐 一 地 改变 确保 Sorg CORT EZ 的 代 换 是 自由 的 . 

10.5.8 5 O) KA &C9 ,三 和 (7) 是 < 初始 递归 的 ， 

(2) 车 ADERF.., We HWERFLA gS (3) 是 全 称 公式 . 

(3) & FONGE e Gy, MAA G3) ERF oy 

(4) Fep, 对 所 有 3) ERF., 

证 明 :(1) 据 关 的 递归 定义 显然 ， 

《2) 一 (4) 的 证 明 要 施 归 纳 于 p 的 复杂 度 ， 口 

EE E EEG E pr M yp* 也 是 句子 . 

本 小 节 其 余部 分 ,我 们 固定 MN 是 初始 递归 封闭 的 传递 集 使 
BEEM. S B=" 且 假 设 存 在 初始 递归 封闭 的 传递 集 M, OM 
使 得 M, 是 B- 封 闭 的 . 

10. 5.9 定义 ”5p 的 38,1- 典范 结构 六 ,是 一 结构 使 得 它 的 个 
体 域 A 是 更 大 的 语言 Loy A Termy (Sm ,)+ H af 
KU GRRE ol EE DR FUMES CEBR OK 
的 ,所 以 著 了 是 从 5 到 Ay 8942 6 APH]. AGM, 的 BAe 
EM, Auk FOE Any Ath Uy 4 Hy 65 A Lk AN Ay MAH). 

下 面 固 定 RFy,=Form(Sm,) NRE. Sentm, = Sent (Ln) A 
RF... $3. WHA TCSenty,. AE T =e" :9ET)}. 

10. 5.10 引 理 BRT E fm, 的 妇 约 句子 集 , 则 

了 有 模型 ST =(¢ :9ET} 有 呐 ,- 典 范 模型 . 
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证 明 :“<=”, 据 10. 5. 8(4). 

“>” MIE TH Sy, SU FEU 任意 膨胀 为 Sa ,的 模 起 ， 
然后 如 通常 定义 Skolem- 函 数 得 到 Sa. RB A'EI A =A. N 
此 对 每 -- E Term (Lh = Ao TEU” RAER t TK . 

令 民 "是 六 “中 对 关系 符号 R 的 解释 , 现 定义 Hn, ff) M-i 
Nata, EREN Py KAS RoR 解释 如 下 : 

RG SRR), AMR TEY. 
我 们 要 证 明 对 所 有 GC) C RFg (EE PE MCS y GAH A 
从 了 到 Ao BTA 六 序列 i: 
A Eo) = Ake) (10, 20) 

施 归 纳 于 ?的 复杂 度 . E 8 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 , 则 
He Uy 的 定义 ,就 有 (10. 20) 成 立 . MA. VAR. Wt 的 情况 的 验证 
完全 是 例行公事 ， 

KOO. 20) ren WET. CL) 

10.5. 1 EM Bit SSM, Sg hy MwA 六;( 其 个 
体 域 Ay = Ay (40 HL RD) 对 Sa WEAR ORS 有 下 列 解释 
RO", 

(ROC) & (ab, t) ES H EEY. 

显然 ,每 一 驶 ,|- 上 典范 模型 对 某 个 5 是 As. 

SPR, WERE BF DARAT D Hit FRSA 
算 子 使 得 

UCU, > PR, „U DECR, UY): (10. 21) 
例如 , 若 关系 x CTR, OTALA E Ro ROP HU ER 
正 出 现 约 公式 CRU ,zr) 来 定义 , 则 在 (C10. DHE ET ÆU 
中 是 单调 的 . 

若 更 是 s-Q- 公 式 , 风 我 们 称 了 是 s-T0- 正 算 子 . 

对 每 一 序数 a 和 单调 算 子 工 ,定义 
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MR) <TR,» UTR), 

rR) = U R). | 
因为 也 是 集合 ,所 以 对 某 个 序数 a,T™ (ROH (RR). ATR) 
E D Rh EMU BIR, U)=U. 

10. 5.12 5/2 STR) BETA M, E) LÉ s-0-E 
AYU ROM, E, R) EY s- , AT? OR se YA 
fA TD fy -ALE X, KKH M, E R R 

证 明 : 为 了 方便 ,我 们 在 证 明 中 省 略 参数 R,,…, Re ERLE 
UYCSU，, 则 据 归 纳 对 每 一 a, CU, 因此 TSOU. 3TH. 
SP, 所 以 T= 站 {UPQDCGU), 因 此 

YULY yLyE POU) >U Cy) Jr EU 
BE cel ws hex. O 

10. 5. 13 引 理 ”存在 s-Hi(Cc)- 公 式 OCe SHEBMER SC 
Dy. GWE Sa MIAABAM FEAR. PEM, A CEM yF 
Ao 的 六 序列 ,出 

(MO EOE), S) Usk GCE). 
MA @(z,S) 不 依赖 M 和 M. 

证 明 EXM, ERPS UF: 
PESU 人 下 列 () 一 (人 5) 之 一 成 立 ， 

(p=Ri),  bEqg™, t ECA, Y Hla, b, DES, 

(2) 9=SRG), bEg™, FECA, Hiab D&S, 

(3) e= AF, 对 所 有 PED YEU, 

(4) 9 一 VO, 存在 PED YEU, 

(5) 8 =32y, 一 《zisi€E5) 是 个 体 变 元 的 FER BL 

存在 TE (Ap 使 得 SFO) EU. 
Fig? AL Ay AYE QAR BRR A 4, 我 们 看 到 本 是 CE,S)- 正 
算 子 使 得 其 定义 不 依赖 及,. 因此 递归 定义 的 极限 "(5) 是 观 ; 上 
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H s-s H POS A—* eI CES) MH RRM, 的 
s- E-Z RO, See ae i 

荷 8 是 存 在 公式 , 施 归纳 十 5s, 的 归 约 公式 8 一 gl3) 的 复杂 
E REEE @(x,5) 有 我 们 要 证 的 性 质 . O 

10. 5. 14 5| 理 ”存在 在 其 中 和 未 出 现 的 s-I 了 (0)- 公 式 OCT) 
REG OCT) ACHE AA, 且 对 任意 GESent A p)» 

TRARY SME SCT). 
证 明 : 据 10.5.6, 10.5. 10 和 10.5. 13, Xf Sent(“m,). 
了 没有 模型 OT 没有 模型 CL 10.5.6) 
e (没有 路 -典范 模型 
VSIA PETAUs boy >" 
S VSIA GETAUSEG j 
其 中 六 二 (->(g)') WAY) Bee RY eB xy ,的 归 
约 形式 的 存在 名 ,因此 据 10. 5. 13, 
了 没有 模型 & VSI GET AQ ,5)]. 
4y BT) =VWSAG PE TAO .S)], 
因为 函数 “是 并 初始 递归 的 ,所 以 OCT SE s-IiCz)- 公 式 ， 口 

10.5.15 推论 AM 是 q- 局 部 封闭 的 , 则 sw, 的 有 效 句子 集 
AM EK sE). 

证 明 ;: 今 Bir) 是 下 列 s- 了 (EC)- 公 式 ， 

l 并 ESent(C2w)AYS[B(( 一 z) ,SS)], 
其 中 如是 10. 5. 13 规定 的 公式 ， 的 规定 如 10. 5.14 的 证 明 . 

下 证 : 

GR Sy HAD SMED. 

FM, 是 初始 递归 封闭 和 gq”- 封 闭 的 传递 集 使 得 MoM, > 
PEM. MEM 使 得 gE De, HM, FE AaB By a E G 
里 我 们 假设 wE 跌 )， 据 9- 局 部 封闭 的 性 质 , 选 择 一 初始 递归 封 财 
Al BE PAA EMN 使 得 MM OM. He 10. 5. 14, 有 
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GR Ln AKA > MEO) 
=> WM Fie) 
=> M, F By) 
=> pH Ly AAA `; 
其 中 第 三 个 列 水 关系 根据 s- 开 -公式 的 保持 性 . 《注意 : 若 < 是 王 - 
紧 致 基数 , 据 10.5.1, ERS AAA FM =H OHA. OL 

假设 MOM, RIAM n Mis 对 所 有 -M-AR O@) 
HM 中 所 有 的 序列 a, 

MEOH M FA). 

10. 5.16 定理 假设 M PiE s -ABIRU E F E pima 
HAR g AAWE EEN, EG M<_, MRAM 是 9- 
封闭 的 ), 则 eae 2 - 紧 伍 的 . 

E: A T È wm, 的 4 E -公式 o, T=", H 
RET 没有 模型 令 OCT) FE 10. 5.14 规定 的 公式 ,下 是 用 op 
茎 蔚 “pET2” 从 于 得 到 的 公式 , 则 中 是 s-U -公式 据 10,.5. 14 ,有 
M DERT). BY Tso" Co” AL MES, A ME ®,. 
据 s-I- AGAN, PERM, EM MAM ED. ST", 
MW TER, TET HOM, TF OCT). AMER s-Hi- 公 式 的 保持 
EM TO EPTO ,所 以 据 10.5. 14.7 没有 模型 . O 

王 面 的 推论 是 对 共 尾 度 为 入 的 三- 紧 臻 忻 的 概 拓 ， 

10. 5. 17 定理 假设 中 RMR HAR RS 
s-1- AEW RA H M= UDN, WF A l EE, 
a LRM EM, W A nd DRE. 

WBA: S qgar” MY Dt E -AR . FRR 10. 5. 16. C 

显然 ,基数 «是 台 - 紧 臻 基数 S 片段 5c 是 马 - 紧 致 的 . 

10. 5. 18 推论 

«ft D-RAM BMA ASGO, W 50cm 是 Z1- 尝 致 语言 . 

证 明 : 令 gla) FE“ rca”. DY HOO ge 10) HE 10.5. 16 易 
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得 本 推论 ， O 

We BA. HEE il ce FR RE eB Af HO) RE Hy aX B21- 
紧 致 语言 "的 必要 条 件 , 因 为 如 Barwise 在 其 [1968] 中 注意 刘邦 
样 ,由 下 面 定 理 给 出 的 绝 大 多数 x 是 奇异 的 . 

10. 5. 19 定理 

(1) 存在 任意 大 的 基数 «使 得 Meee HE DR RS. 

(2) 若 4 是 不 可 达 的 , 则 存在 4 个 基数 x 过 4 使 得 sw 是 
Zi- 紧 致 语言 . 

证 明 ; 先 证 (2) :假设 4 是 不 可 达 的 , 令 7 是 第 a 个 序数 7 使 得 
V(7) 是 初始 递归 封闭 的 , 则 Barwise 的 [1969aj 的 5,3 给 出 一 个 正 
HAR g:4->4 使 得 若 g (a) 过 8<4， 

VO Go Ken! V CY,). 
这 理 涵 (参见 Barwise[1969a DV 0%, c) HR AE s- 了 和- 自 返 原则 ,所 专 
HE 10,5. 1,V Opo) =H), HP e= 0 =e l 

令 9(z) 是 zx 一 z， 据 10.5. 16, 我 们 总 能 找到 一 个 8>g(a) 使 
IF VOD Æ HCe)- 封 闭 的 ,其 中 8<i 所 以 对 所 有 = <A HER = 
Yeo? Lao noe D- Rae. O 

ER: Awoh, M A FHA FIFRA Sage D- RR 
语言 "的 必要 条 件 ，Chang 在 其 L1971a] 研 究 了 用 Aa APARE 
则 基数 ) 构 造 的 集合 的 谱系 (hierachy) (Ci;a€ ON}，Chang 如 下 定 
义 了 另 一 个 谱系 (Ns); 

Ni =D, 
NiS ZND UND = ULNO BA, 
Ni 一 UN*， 若 9 是 极限 序数 ， 
其 中 经 (X) 是 用 Sue LA X His. Chang 注意 到 ,通常 N。 
=C:: 所 以 C: 通常 是 包 封 闭 的 ,因此 用 10. 5. 19 证 明 中 相同 的 技 
55 ,我 们 有 ， 
10. 5. 20 定理 ”车 4 之 ww 是 正则 基数 , 则 存在 任意 大 的 a 使 得 
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Sa fo RGR. CO 

ATL PAM RMSE So ze 1- 紧 致 语言 "的 必要 条 
件 ; 我 们 来 证 明 10. 5. 16 的 部 分 逆 定 理 . 

10. 5. 21 定理 Rk “yp BD -BRBAAM Be BHA 
Ho WU Ae PE tes BA Ag” EA ET HM, 使 得 

M<, m M, 
ER: SIN, EFIE: 
NIM MDM, M, 是 初始 递归 封闭 且 gq 了 -封闭 的 》， 
FHE: M< n My. 
H eP Ri, 令 Bag ” ,不妨 假设 号 包含 - -无 穷 集 ( 否 则 Dt, 
一 尘 ), 所 以 存在 述说 “e 是 良 建 的 ”的 Spe AK WF CE. 
OT FE Su ARIK PAPA -句子 集 : 
(1) Val rece V r=e], 对 acm, 

(2) SAAB, 

(3) WF(e), 

(4) CHF e Hy) Fh 性 公理 ， 

(5)(B- 封 闭 性 质 ) 对 所 有 5EB， 

V (visi €b)d2Vylyero V (y= leivd) s 

(6) 初始 递归 封闭 性 质 
据 Mostowski- 引 理 ,TT 的 任意 模型 M 是 初始 递归 封闭 和 B- 封 闭 
的 传递 集 是 M 三 电 ,因此 任何 这 样 的 DE DM. 

RODE s-T-AK. GEM AM, FOD. 为 了 简单 ,不妨 设 
@=VS¢e AP pÆ -AA BLP. ATE pa). HD - RK 
性 ETE TEM. ST 使 得 ToF GS). Mi =TCTU (23) ,所 
g- Fy ER UA YE FEE — AA a ga A ff 
MEM OM , FLA De FT A M 上 eG). HED) RHE DF 
AG) HLA Mt OG). Wilt M o M O 
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再 据 10.5.1.4; 

10. 5.22 Wi Bi N fe! PHEW KAA E pir. 

C1) Sq dé b- RSH. 

(2) Ho ft -ZAE Ss AT AHH, gq”- 封 内 的 仿 
BAR IN, EAM aM. LI 

直面 的 引 理 说 明 . 在 10. 5.16 ER T g RAES wm。 
的 S.-H: Ba a BY 

10. 5. 23 引 理 

i Dt Al Dt, 满足 10.5.16 By RAE Dt 是 gq- 局 部 封闭 的 . 

HEH. > B= MEM 使 得 ECM. B= BAM, We A. 4} 
AAE BEM. (ER XEM. FFE: 

XE M, (10. 22) 

因为 Dt, 是 B- 封 闭 的 .所 以 

ME VSVEE BLS OX XE RHEE IS LIRA 6) 

->73 rlr SN AXX). 
上 式 右 边 是 -- s- T F, AA Y ED 中 成 立 , 因 此 存在 某 个 
传递 集 性 ECM WB XEM AY eM dna. ER 
XAM ,所 以 据 AL PARE XH E ML. (19. 22) 证 毕 . 

(ERR bE By, HECO. 22), RH EME. HL 2’) EM, AE, 
FbxXbHeEM. Mri KL SRF TE RD H. 这样. 我 们 有 1s1€ 
Mt, Ale) KoM. S u=supt lhl bE By). Wl eo). 

iE: 

存在 正则 基数 AOMORI ema. (10. 23) 

a EE US A= BP. ALAR AD. 因此 
gz 二 Sub{ lb]: bE Bo) H fF TE bE By 和 Bo 中 序列 (6:iE€5) 使 得 
u= Dab | DMT TE TER SU be Sha r bode BIE. 
ME —-LEb SEM. BB BAA PACS 7 Cb) EM, 中 , 故 

| Uf=fem., EM. 
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RRE CMY MW kef, g b> M,, 据 对 了 相同 的 论证 .有 
he JEW, AA he fof = hE MN, EC, OOM, 在 这 种 情况 
下 ,ArsupTIOOE Boi SRA VW PEM. HELL EE, 对 2 
© Bo FRAG ii AS XCM MW XEM. HALE Wek WEM A 
we SOM). Ajay RAT 证 明了 (10. 23). 

& GFE RR eX) = Xo" HAE, P Barwise 的 11969a | 的 
1.5.0 E G-E RR, TA PD ast AF, 

M., = (TCM 
WD U Meo Zå errs 
其 中 号 {5 BR fe ey ea Re PAYA fa. 

NICHE C10, 22) Apa ata, MEDM HMEN. Ja LD, fe 
BART. BOER. 日 /JE CM ,因为 151 之 4 Hoa 
是 r 规 的 ， 所 以 对 其 个 <a, FE OM) AK re Vi Ek 
M E BBA. C] 

现在 我 们 把 本 小 节 的 结果 总 结 如 下 ， 

10.5.24 定理 FN E ARH UE A ae Se, 

OM E a RRRA H Am E REGE A. 

(2) FE 2) tf TEE OFT CH AL -封闭 集 M, 使 得 MN <, oni D 

HEBR: HE 1G. 5.16. 10.3.21 H 10, 5, 23. ae 

WA. C1) BR 10.5. 23 Ayia. He on HE LO. 5. 16 被 证 明 是 
Sy RBG Fi DP fe EO EGR Lo. 5. LaF EP SER x fE 
Phas TM = Vie) Hi). 

CO AM ATHY ew, IM 10, 5. 93 4 rr RATA 10.9 
iG PRR aie De -RAER EEG PEG 个 可 
R M 十 a 局 部 封闭 的 ， 

CW) di 10.5. 23 和 10.5.15, 对 所 有 从 10, 5, 16 得 到 有 5,: 紧 
BEKI vy. HOY aes DERA Aiba Vl 上 的 s-M Cé). 
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=. Sy (WF) 的 D-H 


本 小 节 固 定 WED AMN 是 初始 递 具 封 闭 的 传递 集 . 

& Sq WHIM PPK Se (= Wg. BEMIS H E RR 
二 元 关系 符号 R?; 引 入 新 初始 递归 符号 WF= (11). Sm (WF) 的 
公式 的 形成 规则 增加 ， 

WF 是 没有 自由 变 元 的 原子 公式 -， 
sm(CWEF) 的 语义 增加 :WF 总 是 解释 为 “已 的 解释 是 良 建 的 ”. 

# BOM 且 BB 包含 一 无 穷 元 , 则 用 10.5.21 证 明 中 所 规定 的 
Laor AA WEE) ER WF ,这 样 我 们 就 可 以 把 Sm CWE) EK 
Sma: 所 以 Soe 2A SER Sy (WF) 的 31- 紧 致 性 . 

称 Sm 是 工 - 良 建 紧 致 片段 O 3 La 的 任意 马 - 句 子 集 T， 
BE- TET. TEM, ARERH(AR 10. 4.5 4), TAR 
建 模型. 

显然 , 若 Se 是 怠 - 良 建 紧 至 片段 , 则 My BD RRA. 

10. 5. 25 引 理 ”sy (WF) 是 - 紧 致 片段 O Su E -RË 
紧 致 片段 . l 

证 明 ;“ 二 ”: 显 然 ， 下 证 $< 二 ”: 设 Ye 是 51- 良 建 紧 致 片段 ,六 
是 2wCWF) 的 任意 互 - 句 子 集 使 每 一 TST,TE 效 ,有 模型 . 

情况 1 4-157. TEN, GER EAN. ST 是 用 常 假 
式 F SRT PAPA WF 得 到 的 结果 ， 对 某 个 新 个 体 常 元 序列 
Ceana), D T =T U len Enno), dE Ay 的 三 - 紧 致 性 ,7 
AERA MET ,因为 时 FWFF BREA FT. 

情况 2 FELLST TEM {ER T, 的 每 一 模型 是 良 建 的 ， 
令 人 是 用 当真 式 下 替换 了 中 的 WE 得 到 的 结 昌 , 据 经 wm HR 
EEE.) 有 和 良 建 模 型 路， 因为 中 上 WF<T, 所 以 世上 7 D 

本 小 节 所 谓 的 典范 结构 是 指 个 体 域 为 闭 项 集 Term, (sw ) 的 
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模型 , 即 在 前 一 小 节 意义 上 的 Sahi 只 -典范 模型 ， 
10. 5. 26 引 理 RATE Sy 的 归 约 形式 的 句子 集 , 则 
荆 有 良 建 模型 OT "有 良 建 的 典范 模型 . 

证 骨 : 本 证 明 类 似 10. 5.10,; 因 为 若 半 是 了 的 良 建 模型 , 则 从 
A 得 到 的 典范 模型 (本 质 上 是 子 模型 ) 册 是 度 建 模型 ， 门 

FP MFR SOD RAR SOO). fC). fa 1) HP ae. 

10. 5.27 引 理 ”存在 集合 论 公式 

VV=¥YSIfYn<wLg Gn) ,ST)] 
EEE RRM DE, THEY PIER. 加 是 so- 公式 县 若 袜 是 经 mr 
的 句子 集 , 则 

了 没有 良 建 模型 © (M,T)F Y. 

证 明 : 令 qtz) 二 ZEw( 因 此 €=24) , 据 10. 5. 14, 有 s-I- 公 式 
YSAGC PET AG CE. O] AEA, SRA Oy" ,5S), 据 10.5. 14 
和 10. 5. 26 的 证 明 , 若 了 是 Sy ATR WT RAR ERA S 

VSLASAVa<el fm) © Term, (mA 412224 fn +1), fn)? 

ESIVAGGET AQ, (@.S))] 
#8 i F Term, (Mo, BYE XY) PER AY RE. EY LA 
变 成 本 引 理 党 要 的 形式 . [] 

Mie Y Ara MVS n<old (fi) SZ) IMECEA 
式 集 , 易 见 Y 的 公式 在 终端 扩张 下 保持 . 

RN 满足 了 - 自 返 原 则 © 对 每 一 EY, 若 MEO MEE 
12 ae M 使 得 法 外 uF. | 

.10. 5. 28 定理 
Py WPR EBB BE S M WE Y- ERN. 

WEAR. “e DMN 满 号 Y- 自 返 原 则 ,了 是 seem 的 没有 良 建 
模型 的 DER. S T=" ,其 中 a 是 -公式 . 在 10.5. 27 的 公 
st Wt, Bolg) BR peT ,经 过 适当 的 变换 得 到 公式 

F =YUF eVa<ol dg, Cga), U] 


其 中 如 是 A- 公 式 使 得 对 任意 初始 递归 封闭 集 M,, 
MEP So MRF RSH. 

EEM EE , 据 7- 自 返 原则 , AEH ABE A MM 使 
BM EW. STi = ATEM, CT HT, RU REAN. 

“>” R Sy FED -RERRHR.S 

WD =VSASWa<olyo (f(r) 8.2) 4 

是 刀 公 式 使 得 MEV). 考虑 下 列 和 mm- 可 了 集 了 (其 中 SX 
Ly PRATES): 

(1) 关于 毛 的 对 集 公理 (这 使 得 序列 的 定义 成 为 可 能 )， 

(2) 等 词 公理 和 外 延性 公理 ， 

(3) Valesca V r= coly HaceM, 

(4) YWwWelE@ w) ev, w E A A FrEE o BP Kw 

内 对 所 有 初始 节 wv, polvonSsa)]- 

显然 ,了 是 Sy HEAR. MET RAR BBY RITE 
NAN ESET AR, WN EM 的 终端 扩张 ,所 以 
N ya) BHE g 对 所 有 wy 办 FF RB), S D RP POE 
TEN OOS MEMS EO) ee 1)) AA nw, 

(F(a +1) EnD EE”, 

AREA 不 是 良 建 的 ,这 证 明了 没有 良 建 模型 . 

因此 存在 全 TT TEM PHT RARE. SPDT, 
使 得 M,C Dt EER Aa SCM, E 志 由 上 述 句子 (4) 
根据 SE MAM, SAKA. MMe Eo SET. 的 模型 ,所 以 
E, KERRY. lar ned EM, 的 元 素 的 序列 使 得 对 所 有 
Ws (dies EE WRAP aw, cy, ow PEL Sf HE MN, 
ki He cd BRR ei f2Ua,, WAER lee BE Pe m SOD ae 
因此 

M, F valet ds fOr Sod) ]s 

Moi DC, b f(a) aX er DT ied Y-Auk ey. CGC 
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注意 :因为 任何 本 质 上 不 可 数 的 5,- 紧 致 集 Dt 都 满足 Y- 自 返 
原则 ,所 以 上 述 结 果 是 对 10. 4. 6 的 概括 . 

Barwise 在 其 [1969a]| 的 论证 现在 可 以 用 于 ( 非 构 造 地 ) 证 明 ， 

存在 满足 Y- 自 返 原 则 且 丰 必然 是 本 质 上 不 可 数 的 集合 . 

SY 是 集合 论 公 式 集 , 它 的 公式 是 从 Ao- 公 式 用 有 穷 A AF 
VJE y Vry Je ys 构造 起 来 的 , 则 YY DY By’ EZ 
端 扩张 下 保持 ， 

注意 : 若 @E7 , 则 相对 化 公式 OEY’. 

下 列 两 引 理 的 证 明 与 关于 s-It- 公 式 的 相应 定理 的 证 明 非 常 
类 似 ， 

10. 5. 29 3/32 iM AM 都 是 传递 集 , MEM 并 且 
M< M'N 满足 Y'- 自 返 原则 . O 

10. 5.30 引 理 ”假设 c>ow BEME, (M.a <r) ER EE 
集 的 序列 使 得 对 a <a, Mel cr M EM s AOR AR OM, 
SUM. 则 存在 正规 函数 F:e 一 « 使 得 当 SOP A 


Msa Ky Ma ARA a<r Mio RAE Y -ARREN C] 

10. 5. 31 推论 ” 令 “ 是 正则 基数 , 存在 «个 序数 a <r 使 得 
Luo (WE) EE D- AMH BE, La) I ZO 0. 8.5). 特别 当 x 一 mn 
时 ,存在 不 可 数 多 个 可 数 序数 a 使 得 SL CWE) EE 2) - RH ER. 
d 

下 列 两 个 定理 类 似 Tarski 和 Hant 关于 Zal KP e2) 
的 非 紧 致 结果 ， 

10. 5.32 定理 

# Fa WOR DARA BE, MY Dt 是 递归 不 可 达 的 . 


容 集 ), 据 Barwise,R. O, Gandy 和 Y.N. Moschovakis 的 [1971] ,对 
EIER Ya, a =L(e,y)， 因 此 对 Be, Le, MEM. AE 
a'=L(a,a)= U Liae. p). 


S T Ë Lla (WF) 的 下 列 E-TRO P EAER, F 
ARKAD), 

(DERPERAH+E WAR, 

(2) WF, ` 

(3) VelaEc V =c], 对 acM, 

(4)c 是 序数 ， 

(ches, 对 所 有 BEM, 

(6) VYER =L lca], 

(7) Y7Y>>0OCF(Y) 不 是 可 容 集 ). 
注意 :(6) 是 定义 函数 FO=La NHS. 

HRM 是 任意 了 TST,To€ 纺 ,的 模型 ,但 (1)- 《6) 的 任意 
HOR EL NIB IMN H aeR AFL 天 (oa 一 ar ER, RAEE NR 
中 不 成 立 , 这 意味 了 没有 模型 . O 

我 们 称 可 容 序数 a 是 递归 不 可 达 序 数 全 a 是 所 有 小 于 a 的 
可 容 序数 的 最 小 上 界 ， 

10. 5. 33 EHE IZM 是 可 容 集 日 对 某 个 8 之 a, 可 容 序数 
ADM) 一 > 是 第 8 个 递归 不 可 达 序 数 , 则 双 mw(CWF) 是 马 - 紧 致 的 ， 

A: e T E Zn CWF) 的 下 列 -APEE 仍 解释 E): 

(1) KP, 

(2) WF, 

(3) YzLzEcoe> V z=], Fae MN, 

(4) d 是 序数 ， 

(S)d>cr, 对 所 有 YE， 

(6) A dr>d Eke) AKT AR MPA EY), 

(7) Wold 是 说 归 不 可 达 可 容 序 数 一 V Sd]. 

BAM 是 任意 TT, 守 TT,T6E 统 ,的 模型 ,但 (1) 一 (6) 的 任意 模型 
EN EMON HEN REN TEORA. HEH 
了 sm(WF) 不 是 马 - 紧 致 片段 O 
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#118 Lowenheim-Skolem -定理 CE) 


在 本 章 和 第 13 章 , 我 们 要 全 面 而 系统 好 研究 无 穷 还 辑 中 的 
LSwenheim-Skolem- 定 理 ( 下 面 简 称 LS- 定 理 ) 的 关系 . 
我 们 知道 ,对 笃 的 模型 论 , 普 通 紧 致 性 定理 和 LS- 定理 是 两 
个 最 为 重要 的 定理 ， 早 在 1969 年 ,P. Lindstrom 在 其 [1969] 就 已 
证 明了 下 列 命题 : 
EE LR DR RRR fo LS- EGA kE. 
在 蔚 .. 的 模型 论 中 ,LS- 定 理 往 往 表 述 为 : 

车 一 理论 有 无 穷 模 型 , 则 它 有 所 有 无 穷 基 数 的 模型 
LS- 定 理 的 证 明 总 是 分 成 两 部 分 :向 下 ?部 分 允许 大 们 从 较 大 的 
模型 得 到 较 小 的 模型 ,而 “向 上 ”部 分 则 相反 .” 在 证 明 “ 向 下 ”部 分 
时 ,人 们 使 用 某 种 形式 的 子 模型 论证 ,而 在 证 明 “ 向 上 ”部 分 时 则 使 
用 普通 的 紧 致 性 论证 当 我 们 向 无 穷 逻 辑 方向 概括 LS- 定理 时 ,也 
要 分 两 部 分 去 做 . 在 “向 下 ?部 分 ,我 们 可 以 把 乡 % 的 向 下 -LS- 定 理 
直接 推广 到 无 穷 逻 辑 ,使 用 的 证 明 也 类 似 经 的 情况 ,差别 只 在 于 
子 模 型 有 多 小 . 但 考 虚 “向 上 ”部 分 时 ,我 们 发 现 乡 % 的 向 上 -LS- 定 
理 几 乎 不 能 直接 概括 到 无 穷 逮 辑 ， 原因 非常 简单 ,对 无 穷 好 辑 来 
说 ,几乎 完全 丧失 了 普通 的 紧 致 性 定理 . 因为 我 们 完全 可 以 构造 一 
个 理论 使 得 它 有 相当 大 基数 的 模型 但 没有 任意 大 基数 的 模型 . 

代 是 , 另 方面 ,Hanf 发 现 ,只 要 语言 SY 的 表达 式 是 集合 ,而 
不 是 真 类 , 册 可 以 相当 容易 地 证 明 ( 虽 然 只 是 非 构造 性 地 证 明 ): 

存在 某 个 基数 & 使 得 车 红 的 句子 a 有 基数 之 «的 模型 , 则 它 
有 任意 大 基数 的 模型 . 


这 祥 的 基数 中 最 小 的 一 个 称 为 Hanf- 数 . 因此 ,通过 寻找 Ilanf- 数 
或 Hanf. 数 的 界限 ,我 们 在 无 穷 逻 辑 中 重新 得 到 相对 化 或 有 条 件 
的 向 上 -LS- 定 理 ， 

本 章 人 1, 我 们 首先 研究 LS- 定 理 的 “向 上下" 部分, 用-… 种 较为 
抽象 的 方式 把 迄今 已 知 的 所 有 向 下 -LS- 定 理 统 摄 于 - -个 主 定理 
中 ,然后 给 出 这 个 主 定理 的 HEt LAHE. 

在 82, 我 们 先 讨 论 缘 % 的 向 .上 上 -1S- 定 理 以 及 它 向 无 穷 逻辑 推 
广 所 过 到 的 困难 ,然后 定义 Han{- 数 和 与 之 相关 的 Morley- 数 . 

TES 3 我 们 研究 SH Hanf AA Morlcy- 数 ， 我 们 将 证 明 
L.A Hanf- 数 等 于 省 上 略 SF ow AIK) Morley- 数 m., 并 昌 进 一 步 考 
查 了 m.n.n, 与 Hanf- 数 相关 }) 的 、 用 beth- 数 表达 的 十 界 与 上 界 ， 


$1 向 下 -LS- 定 理 


关于 向 下 -1.S- 定 理 , 我 们 在 前 面 的 有 关 章 节 作 为 某 些 定理 的 
推论 或 作为 练习 已 经 给 出 过 一 些 ， 例 如 ,0.7.15. 3.3.6. 3.3.7, 
4.2.4，8.1.6，8.1,7 和 8.1.25. IPRA Fe eS BF A a 
ARG A i] F-LS- 52 FR. AER ATE A BS PIE 
今 已 知 的 向 证 -LS- 定 理 的 主 定理 11. 1. 1， 这 个 定理 的 让 明 是 对 
2 的 向 个-LS- 定 理 的 Tarski-Vaught 证 明 ( 和 参见 他 们 的 [1957]) 
的 一 个 推广 . 然后 作为 上 述 主 定理 的 推论 ,我 们 来 讨论 玫 个 常见 县 
重 了 的 .具有 特殊 形式 的 LS- 定理 ， 最 后 我 们 用 适当 反例 来 证 明 
11.1.1 所 给 出 的 界限 是 最 好 可 能 的 界限 ,不 能 再 改善 . 

11. 1. 1 向 下 -LS- 定 理 ( 的 主 定理 ) (Dickmann. [ 1975 ]) 

SREY AA XOCBR ST RBETORTHMM Aak AR 
# ,p=sup{S.. |Fv(g)|: gE Pr}, 022 BERR. Sp 是 基数 ,假设 
FIER CL) BK C2 AZ 

(1) max! XLI J IT ISFA 
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(2) 对 所 有 pEr p> FvO i exef(r) H. 
max{!X|,1|4},)]£F]}<av< |B). 
则 存在 结构 AG XCA UK, BV A 
TOLD REE. AL= OCR AARA OF ORE), 
在 情况 (2) 的 条 件 下 ,1A|=6™ 
我 们 还 可 以 进 … 步 选择 肛 使 得 对 每 -- ger 和 每 一 gE A”, 
MEG gl ewted yg. 
证 明 ; 根 据 芋 述 假 设 , 不 妨 设 Sm =, BS 的 每 “… 符 号 
出 现在 了 的 某 个 原 了 公式 中 ,因为 妆 Sm CY It RTE 
和 一 Sm 的 符号 的 公式 必 其 子 公 式 放 入 TREA RG DK oe. 
FG a KARRA- EE E ER 
UPD = Va H PCB), 
BR G 对 每 ~- DD WE FREE PR. 为 了 方便 ,对 gET,Z 
CVar MSE RD RES PAIS. 
EZ fa HEB OT BEM Se gti. 
任 给 YO BRA lOO SEIS BY LY LE BSI A eh K 
ee PAA Dt EGER chYIASHALE CR Pe Ro 
的 个 体 党 元 行 号 ;}， 称 YY SERA KYSY. ERA Pe 
明 中 ,我 们 要 肝 | SALE TY ROM LE SE AEE TE AN EN: 
KY jamas lol. Y 7. Ra}. C1). 03 
BA ee fC Gp TARE AG EH AR EE 
PROD EREA E X B AET EII Da wy) 
di PAUKE EINI E : 
E HH aco it 38, 
2 MPA RES N NSD. 
Go MNT AG a <p" ,及 是 封闭 的 ， 
DURF a <p! EP, ZTO Eady’. 
GCL Sf. + AQ > Hh EPCS. +R Rang... 
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© DE BMRA SC AAA XMERRRAATR. 假设 对 
所 有 a KE<p" ,内 已 定义 完毕 . 

情况 C1 ) 是 后 继 序 数 : 

令 .天 是 下 列 “ 指 标 集 ”: 

F= [pZ fpET, ZOFIO A ER Vh 
BAP ZS PZD E94), 且 限制 选择 函数 G 于 Z 
一 { 幻 上 据 选择 公理 ,每 一 非 空 集合 的 族 有 一 选择 函数 , 即 若 e 
{OO} 是 非 空 集合 的 族 , 则 统一 {人 7) 的 选择 是 数 G 是 Di 
a9 RRMA PZ, EAD) GPZ fF, DE 
PZ shy + BR GEZ, SF, © DE B® 使 得 

BEA * GP (ZF, D]. 
VAR ATT vi teiz ig G MEAG.) AER FLOR 
数 ) ,我 们 就 能 得 到 定义 在 Ft: 上 的 上 映射 (也 称 为 G) 使 得 对 所 有 三 
元 组 4p Z DET; 
GpZN FvO Z) >B, BEALS *G@,Z.S)). 
定义 
Di= DU U RanGe)), N=cl(De). (11. 2) 
据 上 述 定义 各 (11. 1) 可 直接 得 到 性 质 @, 据 只 的 构造 ,性 质 鲜 也 
RE NT EERO, REE FE (a), b): 
(a) |Ran(G@)) (<p, 对 每 一 三 元 组 1€ 了 Fi. 
b) Z| =F. 
DÉJA: AR RITE 
|Ran(GCy 5Z,f/9)|<|Dom(G(¢ .Z,f)) | 
= |F) -Z| 
<|Fv(g) |<p. 
《b) 的 证 明 : 通 过 对 FREAR E 
lS ID FIR (1.3) 
E pEr A ZCFv(y). MZ) Be vp) | 2’, eR A 
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假设 ， 
R VIS | l= erat. 
此 外 ,对 每 - GET, 
pecan | (DIS 2 ma. a1. 4) 
所 以 据 (11. 37,(11.47 和 假设 (1) ,我 们 有 
FASIE] .HE 一 人 
因此 (hb 成立. l 
ti (a) fl Cb). Fe Ta 
| U Ran (Gt)) I< [Ran (GODIS L7; e p KÈ + p=. 


(11.5) 
REHFARS RMA Srp. ) MER RERE E 
D:011. 2). 88. SA a <0. | D20. B—D H. HAAR 
设 和 (11.5), 对 所 有 a < 一 or,| 忆 | 一 他 而 据 (11.1) 和 (11.2)， 
[P| = |el CL) | <max {|S}, D] No}. 
PHU co pS. HL S SNo BAB. |S |< D. |, Be 
以 | 忆 | 志 6 ,性质 中 上 成立. 
下 证 性 质 团 也 成 立 :假设 e=F-1 H pZ S MOM. 
则 于 元 组 4p Z NDEZ, BP ZF. OAD Mg =C MDR 
是 全 所 要 求 的 映射 ,因此 据 De 的 构造 ,Ran(e) 三 D:. 
情况 CI) < 是 极限 序数 ， 
这 里 我 们 只 须 定 义 N= UN- ORAM OTM ARIE. 
而 且 在 此 情况 下 ,他 空洞 地 满足 ， 验 四 成 立 如 下 (注意 :5<<pr ): 
OS IRIS 2712] 一 | 如 信安 0 人 一 小 
全 此 我 们 完成 了 对 序列 (也 ;:a < 天 扩 ) 的 归纳 定义 . 
MS D= URAUA=B) yp. BR,A=DDXK H 
KIAS IDIS D lap! THO. 
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AA D Æ BH RRA PH A ASR. 

下 而 只 须 证 包 <5 路 ， 雪 为 六 己 员 ,所 以 对 所 有 原子 公式 和 
gear, 

LEdglo Vege). (11. 6) 

施 归 纳 于 公式 的 复杂 度 , 易 证 (11.6) 对 所 有 的 公式 都 成 立 : 因 
为 下 对 子 公 式 封闭 ,所 以 联结 词 的 情况 显然 令 9 一 324 ,其 中 了 
CVar, 12Z|<4 昌 Fv(J)=Fvlg) UZ， 通过 必要 的 重 名 约束 变 元 ， 
我 们 还 可 以 假设 7 门 Fv (9 二 地。 在 这 种 情况 F,(11.6) 的 “=>" 显 
然 成 立 . 下 证 “<=”: 因 为 路 上 ogj, 所 以 存在 /1€B 使 得 

B F gL ge fil. 
HA Z=Fv(¢) FA Arh A Eg (Fv(g).g, +). AW pEr HE 
rETAARTHA, AA yer. 因为 
|Ran(g) |<|Dom(g) | = |Fv¢p) |SP <p", 
所 以 据 假 设 sgE 4™”, 存 在 a <p" {87H Ran(g)CD. 因为 
PEA AD, 

ARLE EIR), FETE Eg (Fv(@ g, + ) ft Ran( fC, CA. 
Bb Be go ex]. BIW. A kyler Mai UE gg). 这 
意味 对 < BV. Bessa FMA) AY aE AA. 

ti oe (2) OTE BA Sy TARE C1 9 HE BA AR fh A RAT Pa 
只 须 指 出 与 情况 人 1) 的 证 明 不 同 的 部 分 . 

HB. xt 7 pgET ,p>|Fv(9) | Be ep ERREK 

这 里 我 们 要 定义 的 诸 及 的 序列 的 长 度 为 y, 其 中 7 是 幕 数 ( 下 
BATE OAR) YST, p*. 

HDR CORTE RE Hey PEMD FED PER: 

DT l=", 
toh OIG BHRR OO. 车 对 所 有 a ECAP PLY RC 
Gi MRA ERAKOA C DD UND: 和 DD 如 {111.2} 所定 
义 ， 和 但 断定 (2) 和 (b) 被 下 列 (a) 和 (by 所 置换 : 
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(a) 1Ran(G())|<p， MHRA LET. 

(b) lazer". 
(a) 的 证 明 完 全 同 (a) 的 证 明 . Ch)! 的 证 明 也 类 似 人 b) 的 证 明 , 不 过 
我 们 要 用 到 下 列 事实 ; 

ge TD A ZSFv( 9) BIZ) <p, PA |P Evi) | S20 E 
(O° =g CA A Dickmann 49[1975 ].p. 6). 
He <0" 可 直接 验证 Ca》 和 (b)》 蕴涵 中 . 

情况 C1) 的 其 余部 分 的 证 明 如 同 前 面 . 

在 情况 C(I), 即 当 是 极限 序数 时 , 诸 定 义 完全 如 前 述 , 半 的 
个 体 域 4 也 如 情况 (1) 所 定义 .考虑 7Y 志 +, 显 然 ;|4|= 

现在 我 们 把 情况 (1 ) 余 下 要 证 部 分 分 成 两 个 子 情况 来 考虑 : 

第 一 种 子 情况 。p 过 rc; 我 们 令 7Y=p'， 因 为 cf(z) 志 5, 所 以 据 
(2) 的 假设 Pp Seo RIA YS Ae Aa B 的 证 明 如 前 述 . 

第 二 种 子 情况 p=r=cf(r):( 这 里 荣 二 个 革 式 成 立 是 加 为 
RBR, p= 7, MARRO) FAR p ef), Pr r etlr), 
另 一 方面 ,总 有 iOS, Aa r=ef(r). ) 现 在 我 们 固定 Y=p. Al 
a na 是 正则 的 ,所 以 p PARA BPAY. De OS 
,因此 j41=2 一 这 里 证 明 的 关键 在 于 : 

pEr Bee A> Fh a<p fe Ran(g)CN. 

但 这 也 成 立 , 因 为 p EENH A Fv Cp) <o 8 Rango l <e. 

至 此 完成 了 对 11. 1. 1 的 证 明 . O 

说 明 ,11.1.14 给 出 的 向 干 -LS- 定 理 足 够 一 般 . 由 此 产生 迄今 
所 知 的 .特殊 形式 的 LS- 定理 . 十 面 我 们 给 出 该 定理 的 - - 些 重 此 的 
推论 . . 

11.1.2 和 fy BELG -SEH XG. 2 H 

TER RR YT 不 
maxs |X]. (sf) }SA=A 5 (Bj. 

RU TEESE A GEE XA, ALSA HA <8. He REM A 


“451i ° 


数 , 则 本 推论 在 更 弱 的 假设 A= AF tha az. 
WEBA : & P= Forms? a) H A an ERLE . WM 
及“ ， 若 《是 正则 基数 ; 
E, E 是 奇异 基数 . 
其 中 B=max{«,|<?|}. XF e=sup( So. FvO pEr) 
oe 车 x 是 极限 基数 . 
FA ea, Map. 据 11,1.1 的 情况 (1)( 令 6= 科 ,存在 
A< B A < Bdge XTA HIA Erm. 

Fi r Reet FPR E,W p=, MA aa A A Se. 因为 据 
题 设 ,14 之 | 多 | ,1X| PUA A H A= SS= ||. 据 11.1:1 
的 情况 (1)( 令 4=0) FERA RATER BU, 

车 «是 正则 极限 基数 . 让 "= 二 4 蕴涵 4 之 cf (A) Se Dickmann 
的 [1975J,p. 6 #9(10)) AEDA AS? H a= Se" = |r|. 因 
为 2 二 x 二 cf(x), 内 此 令 x 二 tT H 4 二 6, 则 上 述 结 困 满 足 11. 1.1 的 
条 件 (2), 所 以 据 11.1.1, RIA REA A =A 的 模型 六 使 得 开具 
有 我 们 要 求 的 性 质 ， 口 ] 

说 明 :对 语言 a Ae h F 

}Form(&,,) | = Form (L u) |, 
所 以 我 们 不 能 改善 11, 1. 2 的 结论 . 

11. .3 推论 (GCH) SRBBY AWNXNCH H AERA 
基数 使 max{ Xj IA SAS] H «Sci WE UF 
XTA, |A|=4, Axab. 

证 明 : 据 GCH ,我 们 有 

eLA => A =A, kA) > =A. 
HAE e EE WU AY , WERE EHRE TEAMA 11.1. 2 的 第 二 部 分 得 
Bl. 若 上 是 奇异 的 ,因为 cf) 总 是 正则 基数 ,所 以 e<ef (A), AK, 
结论 可 以 从 11.1.2 的 第 一 部 分 得 到 [J] 
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|T| = |Form(Y,,} | -1 


11. 1.4 推论 ‘(Hanf-Karp) S «.A BRENGA, A< A 

a,BECN,a <e HBA => a<r. 

则 区 .的 每 一 有 异型 B AE a BARRARA esh, a 
IH \<«, WU 可 以 看 作 负 的 子 结构 ,其 全 看 作弄 的 初等 子 结构 
EBA: S r= ,首先 计算 | 蔗 | 和 下 列 集合 的 上 和 界 : 
P=sup{ Wo [Fv | ger}. 

D 施 归 纳 于 9 的 复杂 度 , 我 们 可 以 证 明 |T|<x ; E pT 
AR MIr. 荐 ?是 否定 公式 或 存在 公 \ 式 , 则 据 归 销假 设 , 易 
ODIS. 车 p= 人 ,1T1<<x, 则 

Sub(p) = USubcy) Utol, 
因此 | P| <2 |Sub(> | +1. 
因为 x 是 正则 的 , iT 过 x 且 据 归纳 假设 TE pis Subi) |<, 
FLA 2, Subt) | <w. 

D 所 4 公式 性 质 (参见 1. 1.4 及 其 后 面 的 说 明 ) ,对 经 。 的 所 有 
公式 网 [Fv Gb) | 过 所 以 据 4 的 正则 性 ,wp <A=cf(A). 

AE OMBRA ERER YCA T 过 x .因为 x 是 正则 的 
H 4<<x, 所 以 我 们 有 

m= aA ee: 
下 面 我 们 说 明 , 可 以 不 失 一 般 性 地 在 下 列 新 增 假设 下 证 明 本 推论 ; 
Bl x, YCSm(9)( 因 EIS<ITI) AITI22. 

FEE AB <e MB’ 就 是 我 们 要 找 的 模型 . AIA 
过 给 ?增加 一 适 当 公 式 的 合 取 ,我 们 可 以 假设 Z 的 所 有 符号 都 出 
PETE oP. ZF | fee, RT aE Sm Cp HY k F-LS- 28 
PHEA 中 任意 定义 对 &—Sm(p—) Th SARE. RG GL = 
LM P= E eI yA rA pE Sen Su.) ER Ao. 
所 以 Sf cof TE | LS xe OR p H AE R A. 

在 这 些 新 增 的 假设 下 ,运用 14.1.1 的 情况 (2) F X= 
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[Pi 机 t=, 就 能 得 天 结构 六 使 得 i141==15I“ 且 共有 11.1 ok 
We Bee Aye ld. PE H 
UE ee Bee. 

AJAI HOWE ge BIA db p RE < PR. 

A THERA REG R TERA FAAARA 

F:=Sub(g) UForm(%...) BAP), 

重复 前 面前 论证 .本 推论 的 结论 仍 成 立 ， 门 

从 11.1.4,9[ 得 (其 中 是 正则 基数 的 向 下 -S- 定 理 { 这 
个 结果 和 包 念 在 Dickmann &[1970)49 p. 283 的 定理 1.6 P): 

11. 4.5 推论 令 e>ow 足 正则 基数 , 虽 5% 的 每 “有 模型 的 
句子 o HRE AUD, ERR AS Beem AN Ff HRSA AY 

TESA. TA x A o ABE AE OY EE BEER ew i EF 
ww 和 11. 1 1 PAY rector BL wr <x. TEA LL 1.4 OB 
得 到 满足 ,因此 本 推论 的 结论 成 立 ， 品 

若 aw Fe oe AN PGA AE WRT A: 

13.1.6 推 论 人。 的 每 一 有 模型 的 句子 有 属 <x 的 模型 . 

证 明 : 国 为 过 是 强 不 可 达 的 ,所 以 SA RE PRT EE Ace 
时 < 的 句子 ,所 以 据 11. 1.4. 就 有 本 推论 、 上 i 

注意 : 主 定型 11. 1.1 所 能 找到 的 异型 避风 最 小 基数 ,对 铺 更 
Cz 2° HZ) AE 2. PPR Rae a Es PR 

不 能 改善 的 , 由 让) 或 (2) 的 情况 下 ,我 们 来 构造 无穷 名 使 得 该 

问 没 有 比 11.1.1 述 赔 的 相应 基数 更 小 的 模型 

任 给 两 集合 并, 了 .二 而 我 们 用 和 <<Y 指称 六 HR GR 小 
FY MILB ck y Ei ry- 

11. 1.7 定义 OK ALS) EERE REA.) at E 
S 对 4 的 任意 两 个 乱 雪 < 的 子 集 X7 使 得 NY TEE aE A tE 
得 Xea<-Y， 

对 极限 基数 i, 通 过 适当 修改 上 述 定 义 来 定 文 办 集 : 

DADO REZAR MA SE 1, Reo PANES 


° 44 


MSTA TE XY HE XY, BE aC ABE XCACY CE 
意 ; 这 里 的 六 上 成 可 以 是 空 集 ). 

说 明 : 据 G. Kreisel-J. L. Krivine 的 11967 ,我们 知道 11, 1,7 
ef Za] x- 饱和 的 无 端点 砚 密 线 序 是 充分 的 . 

11.1.8 引 理 

对 每 一 无 穷 序数 a, S 以 是 所 有 由 0 和 1 组 成 的 长 度 为 a 的 序 
Bil ssa 一 2 的 字 些 顺序 集 (lexicographically ordered set). H, Æ U.H] 
子 线 序 使 得 ,包含 所 有 的 序列 s:a -=2 使 得 ; 有 下 列 性 质 : 

存在 Ya 使 得 s(7) 一 1, 且 若 7Y<iR<Za, 则 s(8) 二 0. 

则 | 

(1) CW. Sierpinski) 每 一 Hy JERE 2° 的 了 - 集 ， 

C2). Gillman, [1956D 每 一 了 - 集 包 合 一 个 同 构 于 UE 
至 同 构 于 HP. FPR ae g RARES. 

证 明 ; 在 此 我 们 上 概述 地 证 明 每 一 ?7… 集 包含 一 个 同 构 于 
Ho PR AK Hb 充 . 

假设 a < 之 B, 遂 过 存 忆 中 每 一 序列 的 末尾 增加 0， 不 妨 把 UA 
fe UH TRE Ho = U U 令 4 EIER 7 SR A 


aE MARFA SUA PE ae <e 在 把 了 
扩张 到 fo. AT. Be U P A U, PATER E SUR out) Ee 的 
其 首 (coinitial) HIN RTE. OO 

.4.9 反例 FH {<0 RS HG TE o 公理 化 
Po - 集 的 概念 , 即 = 是 干 列 句子 的 合 取 : 

(1) “<8 FR; 

(2) (Web A Ye} AL A Ce <a dc A We <a<we) | 

(3) (Vu) A (Gey) A (rv, <y). 

4 P=Sub(o), mh Py AE PAA EH. 假设 中 的 
p=4， 另 一 方面 , 据 11.1.8(2),z 的 每 - -HAARE =, UE 
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2 是 11.11 的 情况 (1 的 最 小 可 能 的 界限 . C 

运用 GCH,11. 1. 9 还 能 进行 修改 使 之 适用 于 情况 (2)( 和 参见 
练习 11.1.14) ,但 我 们 下 面 给 出 的 例子 是 无 需 GCH 的 . 

11. 1. 40 反例 SA>o BARBER. AA AEAT EH, 
MERELE, DAREA Bat (FAK HORE 5 的 … 个 
单 句 o, KA. HP YM ={E},E 是 二 元 关系 符号 ， 对 4 二 x HF 
况 ,这 样 的 句子 已 在 1. 2. 9 中 给 出 . 

HARARE, OA ca 二 cf (A)) 是 收 伍 于 4 的 基数 的 严格 
递增 序列 , 则 在 同 构 意义 上 ,HGC) 被 下 列 句 子 的 合 取 o 所 刻画 ; 

(1) Yryl YzlzEsezEy)>r=y], 

(2) Wolo) V (0 Ev), 

(3) JY y>lyEr), 

(4) A, Vol ADIzVylyExe Vi =e), 


(5) Valdy(yEx)-> Net Wy yEre V, (y==u,)) ]. 


显然 ,am 是 MUMS EDHE AED Fo 反之. 若 
(4, 玖 ) 上 am 则 据 句 子 (1) 和 (2) 与 Shepherdson-Mostowski- 和 定理 
(9. 83, 7) ,存在 传递 集 M HRCA. EDM, ETM). 句子 (5) 说 明 
每 一 zEM ABM 因为 M 是 传递 的 ,所 以 MEHA). 注意 : 
WF (DAOC M. RE HAF HOH CR ET OD 
在 CM ,EF M}) 中 成 立 的 事实 , 易 证 HOV)CM， 因 此 H(VD=M 且 
《4 开关 (HG Eh HCD). 

E A>w 是 射 不 可 达 基 数 , 则 在 同 构 意义 上 存在 绎 wx 的 句子 
o, 使 得 o 嫩 画 HG); 它 由 上 述 句 子 (1) 一 (3 和 下 列 类 似 (4) 05) 
的 句子 合 取 而 成 ， | 

ay A (yah odrYylyEr—> V (=v, ]. 

ce CN 
(5) ValdyQEr)> V Gol OVy(yEr > N (=) J. 


xe CN 
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注意 :因为 x<4, 所 以 任意 映射 fied HOH CK, At 
Us CHC) AE PSIHA. 

4> To=Sub(o,) #8 6; RIE A= «BER 11.1.1 4) p= es A 
是 极限 基数 , 则 p=4 且 对 所 有 pEr, [Fv ge) |<p.- 

4 =e WHAO [AI t a. 因此 据 11.1.1 的 情况 
(1) ORF 8=2.7=p) a A FARE 2° 的 模型 因为 + 的 任何 
模型 郁 同 构 于 H7), BUA HGe] = 2°, AER TT BI SS 2 个 
反例 来 证 明 11. 1. 1 的 情况 (1) 的 结果 是 最 好 的 结果 ,不 能 改善 . 

现 令 4 是 奇异 极限 bcth- 基 数 , 基 1:= ,其 中 是 极限 序数 且 
cfl) Ka. BE AS a AS AEA S2*. 11.1.1 的 情 
th (2) (使 得 8 二 2,r 二 4') 证 明 o, AR 2 的 模型 ， 如 前 所 证 ,这 
284 |HCA) = 2, WM HERA T 24 A Se ap RY 1. 的 情况 
(2) 的 结果 是 最 好 可 能 的 结果 . 

最 后 假设 A>w 是 弱 不 可 达 基 数 . 类 似 上 述 的 证 明说 明 m 的 
AN HCA) FE 2 一 ,而 且 当 1 是 极限 正则 基数 时 说 明 11.1. 1 的 情 
况 (2) 还 是 最 好 可 能 的 结果 . CI 

说 明 : C1) 11.1.10 并 不 包括 4=w 的 情况 ,但 我 们 知道 存在 
一 些 没 有 有 穷 模 型 的 史 。- 句 子 ,因此 就 是 在 这 种 情况 下 ,11. 1.1 
的 结论 也 是 最 好 可 能 的 结果 . 

Cl) Æ GCH 成 立 , 则 对 所 有 aE€ON, 兴 ,一 J。, 因 此 对 每 一 无 
FER ,我们 都 能 给 出 一 句子 6 使 得 oi 有 一 模型 其 短 具 有 11， 
1. 1 给 出 的 最 小 基数 ,而 且 没 有 更 小 基数 的 模型 . 但 若 不 用 GCH， 
则 我 们 还 不 知道 是 否 有 这 种 结果 ， 

11.1.11 例 4 o> 2 BEM. cS, 是 基数 ,x= (6')'. 考虑 
句子 9 二 jvy*(v), 其 中 (wv) 是 秽 1.2.4 中 定义 的 句子 ， 显然 ,yp 
有 和 寺 为 < 的 模型 , 即 有 模型 (ck 二 1,ET Cx 十 1)) AE go RAR H 
模型 .因为 

AD Fp A, LDA AT KR Che) to Rand FH, 
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PUA OL. #3 P= Sub(—¢). UES 的 集合 A, 
LADE etl y Ef (e+ 1)). 
注意 :在 这 个 例子 由 ,oo 一 惟有 | 一 < 一 人， 2 

说 明 : 令 «= 6”)!. 同样 的 例子 说 明 在 11.1.1 的 情况 (2) 中 
不 能 取消 ”| 六 | 委 6 "的 假设 . 

类 似 的 论证 可 以 证 明 向 下 -LS- 定 理 对 形 如 经. gle 类 不 
成 立 , 从 而 对 形 如 绎 ~; 的 语言 类 不 成 立 . 央 为 对 每 -无 穷 基数 «， 
存在 Hol BI Fog wo EGE Re 的 模型 但 没 ‘i aE |S FE 
模型 ， 当 然 这 并 不 是 说 YO BREA fite K-S- E. 

ER CT IT LS- 定理 对 群 论 .拓扑 学 和 完 全 布尔 代数 的 运 
Faw? RL Dickmann AY9£1975 J. 

向 下 LS- 和 定理 还 有 有 许多 变种 ， 贞 于 篇 幅 有 限 旦 涉及 其 它 还 未 
引入 的 技术 ,所 以 下 面 我 们 内 给 出 其 中 一 部 分 有 不 期 证明: 

我 们 称 SS CFom A E HBR o 2 * DForm té m) H. 
在 一 \ 有 穷 台 取 . 有 穷 析 取 、 一 阶 基 词 下 封闭 县 对 每 一 9 经 ， 

BPH PHL FRA GES. 

易 见 对 每 - + PE Form (92,1) 5 FE TERE « y H Be RAR 
eo: 

11. 1. 12 定理 (R. Grossberg,[1988]) (1) $ a>r 是 基数 ， 
从 是 基数 为 «的 语言 人 的 -结构 针 , 每 一 血 为 < 的 
HE Z OForm (e a) Mi RS Lr hy XCA, TELE LZ- ERD 使 
得 XER, Bl =x, B< UN ASA HF ab EB, 

(R= (人 外， ne (A ,= MEF b). 

(Doe 是 基数 为 «的 语言 ,人 “Ds ER 为 和 的 语言 .对 每 
一 知之 4 的 A -A UE e HH BE Form (> Al 
h--- Fee AXTA PE L- B 4E XOBBI Hn B<_- 
Wh AMPA a a,b B. | 
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(RB 8 ALY a=. Ul Yd). O 
ITSM 是 局 部 可 数 可 容 集 > 对 每 一 a€ 对 ,存在 
Ka flo PH eat EM. 
我 们 称 可 容 集 路 有 LS- 性 质 S AS M-A FHT A pi 
Ln 的 句子 且 有 模型 , 则 2 有 M-AR RK. 
11. 1. 13 定理 (M.E. Nadel,[1972]) WARE MCH (iw) 有 
LS- 性 质 e M 是 局 部 可 数 且 递归 不 可 大 的 ， 口 ] 
Nadel 在 其 [1974j 中 还 证 明了 一 系列 向 下 -LS- 定 理 ( 的 精致 
形式 ) ,非常 有 意思 ,有 兴趣 的 读 圭 可 参见 上 述 文献 ， 
练 习 
_11.1.14 用 极限 基数 假说 LCH( 即 “每 一 极限 基数 是 强 极限 
数 ", 或 换 介 话说 ,* 若 六 之 极限 基数 且 ae <A, WY O°.) A ]1， 
1. 9 构造 :满足 11.1. 1 倩 况 (2) 的 句 -上 使 得 该 句 没 有 基数 小 于 
2 “的 模型 ， 
LER EP ARIBRRRR BARRA A OS 7,- KK. | 
W118 L=) 蔡 x 是 正则 基数 , 则 构造 2+。 
的 句子 oF ce EGR ALN c, 使 得 = 分别 公 理 
CHERE >r ACRE > 的 所 有 良 序 的 类 . 
IL 4.16 令 红 = 1 二),k>w， 证明 圭 至 少 为 2“ 的 所 有 良 序 
的 类 E + 中 的 PC- 类 (PC- 类 的 定义 见 1.3.15)， 证 ， 
le(CN, |r => A EPOS a). 
[提示 :增加 一 个 三 元 关 条 符号 且 对 每 一 基数 A, R mA 
体 常 元 .运用 9.2,1 WOM B(x). | 


§2 的 向 上 -LS- 定 理 及 其 概括 


本 节 起 过 滤 作 用 . 首先 考察 ie 的 向 上 -LS- 定 理 , 然 后 讨论 向 
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无 穷 语言 慑 括 所 过 到 的 困难 ,最 后 引入 几 个 重要 的 定义 ,为 以 后 深 
入 展开 这 一 论题 作 必 要 的 准备 . 


一 、 < ww 的 向 上 -LS- 定 理 


竹 。 的 情况 本 不 在 本 书 视野 之 内 ,但 为 了 阑 述 问题 的 连贯 性 ， 
我 们 在 本 小 节 简 述 如 下 ， 

现在 已 知 2 的 向 上 -LS- 定 理 的 最 好 形式 是 下 列 定理 : 

11. 2. 1 定理 (Tarski-Yaught,[1957]) 邻里 是 语言 Z M 
#i] ,基数 x 宇 max{1B|, IZ MFE L 的 守 为 的 初等 扩张 . 

证 明 :考虑 语言 =U (6:6€ B) Ule:a <n} HE ce 
MTA IL. CLEA 的 下 列 句子 集 : 

(1) BaF RR, 

(2) (ca=ce), 对 ca Pw, oF R. 
GR SUR- ARTEI 有 异型 , 事实 上 , 若 wm ,，…，*a 是 所 有 互 
不 相同 的 a <x 使 得 ce 在 互 中 出 现 ,2 bn 是 所 有 互 不 相同 的 
bE RMBLESD 中 出 现 , 且 广 ，…, 名 是 互 中 互 不 相同 的 元 素 ， 
DY CB By 522+ bn Bs 90+ bn E D WAC P i=l, nb, 解释 
co)» 因此 据 普 通 紧 致 性 定理 ,5 有 模型 @. 据 (2),1C| 之 x, 据 (1)， 
BVE PH. Hin) P-LS- AEAEE | 181% BOA HI Al = 
x; 因 此 B< A. 口 

对 语言 S 的 结构 BLP IBIS NESTEN SIKH 
(ale, ERE RSA h Sc Sf | BY S| AY ERY we AE 
FIBS |S | ,这样 的 问题 并 没有 完全 解决 ,下 列 定 理 只 是 给 
出 部 分 答案 : 

11. 2. 2 定理 (Morley,[1968j,p. 114) 9 8B ELFE Hah 
RY ea’ WETE B 的 帘 为 «的 初等 扩张 ， 

证 明 ;, 令 Sm B=, L E L W Skolem-i$ FV EV 对 
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5 ' 的 Skolem-HAK .T==ThC(B" Dees)» MI 
Sm(T) =" Ubb EB) =Z 
FER: A- MWEAL -HET Ob 代 换 Se 1 BY 
SXSBARS. 在 “2- 项 集 上 定义 下 列 等 价 关 系 : 
tt, S |Fv(4) |= Fv) Ou F KA DAH X 的 每 一 nn 
Ase Zot” [R] E]. 
HD ve, BE Sn Ale 定义 (B)” 中 同一 个 映射 XR. 车 
二 0, 则 i=, S n = 
TR HS BR Pa 
[Term d /[< U8] =}. 
考虑 语言 LLU (cara e) ,其 中 请 ce ERTE OLE 
L, 的 下 列 句子 集 : 
(1 人 中 的 所 有 册子 ， 
(2) 一 (aco)， Ha, Pon RFF AFAR, 
(3) 和 (co 980 Cu Ste Ceo trad, MH, 中 具有 me< ao) 个 
FAKI A ty te EA tet, 且 所 有 ayy ya, R 
显然 ,三 的 每 一 有 穷 子 集 I 有 模型 
(R brst bn Xira)’ 
其 中 >a, 是 所 有 互 不 相 则 的 a EIG ce E E PUK HO bn 
是 所 有 互 不 相同 的 使 得 23 在 马 中 出 现 . 诸 x; 是 X 的 个 不 同 的 
元 素 且 <. 的 解释 是 zi:(i 一 1,…,&)， 据 普通 紧 致 性 定理 ,有 模型 
D. HWD 是 Skolem- 结 构 ， 令 Z= (ee <a} ,Hull(O) D A 
Skolem- 包 . 注意 :Hull(D) 的 每 一 元 素 都 能 写作 形 如 省 [z,], 其 中 4 
是 Z 的 项 是 EZ. 换 句 话说 ， 
|Hull(D) | = |Hull(Z,® f #,) |. 
据 句 子 (2) REIZ =x EA HD) |Z, HLL 
\Hull(D) | =x. 
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yA BL PH | Hull D) | Rae A I-38). BE 
|Hull(D) |S [Tern (4) /~| + [UZ <a + ee. 

因为 Hull(D)-<D ,所 以 据 句 子 (GD), =H D} fe BH 
“的 初等 扩张 ， 口 ] 

现在 剩 下 的 问题 就 是 上 述 界 限 六 能 否 得 到 改善 -下 例 说 明 这 
种 改善 是 不 可 能 的 ,至 少 对 不 可 测 基 数 A 是 如 此 . 

11. 2.3 定理 ” 邻 和 A 是 无 穷 不 可 测 基数 , 则 在 每 为 2 的 语言 中 
存在 窜 为 4 的 结构 六 GU HEAD ST KAS. 

EH: S| Al =A. 对 每 - - 子 集 BCA", 令 语言 乡 包 含 一 元 
关系 符号 Re SU 的 个 体 域 为 A BI- BEA aw), Ry =B 
(这 样 的 结构 称 为 A 上 的 完全 结构 ,参见 9..3. 5). 

AG BEM HE A<B,ACK. HID AU 的 真 初等 扩张 ， 我 
们 来 证 :1Bi 尖 六， 据 集合 论 的 基本 事实 (条 见 Sierpinski 的 F1965] 
或 Kuratowski-Mostowski 的 [1968]) ,存在 4 的 诸 子 集 的 宪 为 如 
的 族 〈 已 :8<< 交 ?> 使得; 

(1) | 已 | 一 对 所 有 Ba’. 

(DPNPAARAM., 对 pra <, p Ea. 
WE PBEM nco, E rz,.EB 一 A, 考 虑 下 列 集 合计 

Hi= {XEA: zr ERN 
$ 9.3.8, Z Æ A LEE. 因为 和 是 不 可 测 的 ,所 以 弦 是 可 
数 不 完 全 的 , 即 存 在 严格 递减 序列 (X,:n 达 w) 导 人 织 使 得 
Mx. 
对 8 过 六 ,如 下 定义 映射 互 :A 一 ;对 a€ A, 
Fla)= py = a€X,— Xn- 

E »NX.= B, Knn cw) XER ER PA Fe- 4 
分 别 (作为 A 或 47 的 子 集 ) 对 应 Fos PAI X, 的 关系 RR Ry 
BU<’ RUE l 
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BE “Rp RAC Rs RAF] Rp EH BR”, 

BE Wolv€ Ry > (Ry, w) = pove Ry — Ry, ) J. 
因为 对 所 有 n<w,xoE Rx ,所 以 对 所 有 n<w Re (ro B 

Ry, (x0) E Rp — Pe- (11.7) 

E ,不 妨 假设 DAPA m 个 元 素 , 其 中 pa W 

BER NR AA miik”. 
HA A<B, PR PARR, NR E PNPA Re NORRA mi 
元 素 , 因 此 它们 是 相同 的 ， 据 此 和 (11. 7) 可 得 

Ry (ODAR, Cto), Xt Ba. 


因此 集合 {Re (x0) BA HE B HRA X TRB Se. O 

注意 :上 述 反 例 首先 由 Rabin 用 GCH 证 明 ,后 来 Keisler 不 用 
GCH, 只 用 极限 超 宕 就 给 予 证 明 ， 最 后 Chang 在 其 [1965] 将 这 个 
证 明 简 化 . 


二 、Han{- 数 ,Morley- 数 


我 们 在 本 章 $1 已 经 看 到 ,可 以 相当 直接 地 把 向 下 -LS- 定 理 
概括 到 无 穷 语言 . 于 是 人 们 自然 要 问 :对 向 上 -LS- 定 理 , 这 样 的 概 
括 存在 吗 ?我 们 在 本 章 其 余部 分 和 第 13 章 讨论 这 个 问题 及 其 相关 
的 问题 . 
首先 ,我 们 知道 丝 %。 中 用 于 证 明 向 上 -LS- 定 理 的 紧 致 性 定理 
在 经 典 集 合 论 背 景 下 对 绝 大 多 数 无 穷 语言 不 再 成 立 , 因 为 我 们 完 
全 可 以 构造 一 个 有 相当 大 基数 的 模型 的 理论 使 得 它 没有 任意 大 基 
数 的 模型 ， 下 面 就 是 一 例 ; 

11.2.4 反例 (Morley,[19651) S a <en, WGE S. 15 
子 a 使 得 so AEA. HRS, MaRS, 的 每 一 无 穷 模型 ,但 
RAS 1, 的 模型 . 
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证 明 ; 因 为 < 是 可 数 的 ,所 以 可 以 写作 otas {prno $ 
我 们 考虑 的 语言 SY 有 二 元 关系 E ,一 元 国 数 rank (表示 “ 秩 ”) 和 和 
常 元 集 {co : ncu) A "是 下 列 句子 的 合 取 ; 

Yxz[zE 全 对 每 一 nw, 

Yal V rank (=c; ) ’ 

rank (ca =c; 4 对 每 一 *<aw， 

Vayla€ y>rank(x) €rank(y) |, 

Vayl Yzlr€rezrE y)+zr=y]- 
因为 |R(o 二 al) | =, Hp Roto BERR <wote it REHR 
合 , 所 以 ARTEZA. L 

我 们 将 在 下 一 节 看 到 存在 一 些 无 穷 句 使 得 它们 的 模型 的 基数 
有 一 不 可 枚 举 的 上 界 ， 

在 此 小 节 我 们 首先 讨论 关于 Hanf- 数 的 一 般 情况 ， 

11.2.5 定义 ”对 任意 语言 妈 . 的 每 一 句子 集 E, 的 Hanf- 
数 , 记 作 CS) ,是 最 小 的 基数 使 得 对 三 的 所 有 句子 c， 

FoR RSA 的 模型 , 则 有 任意 大 等 的 模型 ， 
这 里 “任意 大 靠 ? 是 指 * 对 每 一 基数 x,o 有 基数 之 k 的 模型 ”. 
-车 ben L. DAEX MH CS. TP hent, )). 

Hani 首先 注意 到 ,几乎 对 所 有 语言 L.. h OFE 而且 
他 还 认识 到 结构 类 和 结构 类 的 族 的 Hanf- 数 .他 在 其 L1964] 已 得 
到 下 列 命 题 : 

每 一 结构 类 的 族 {-Ai:iE1) 有 Hanf- 数 . 

上 述 命 题 可 以 如 下 证 明 : 对 每 一 iE1T, 著 .AV ESHER EH 
结构 , 则 定义 AHO SRM Da 是 HY; 中 了 所 有 结构 的 需 的 上 确 界 
据 集 合 论 的 置换 公理 ,存在 基数 «使得 对 所 有 iEI,a<x， eA 
FARM aA TET, 

NM; BRS > A 有 任意 大 宕 的 结构 ， 
因此 存在 最 小 的 基数 ey 具有 上 述 性 质 ; 这 个 ko MAE 有 的 
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Hanf- 数 . 证 毕 . 

关于 结构 类 和 结构 类 的 族 的 Hanf- 数 的 更 深入 研究 ,我 们 将 
放 到 第 13 章 8 3 去 研究 ,在 这 以 前 我 们 主要 研究 语言 和 公式 集 的 
Hanf- 数 ， 

11. 2. 6 引 理 (Hanf .[1962]) 

对 任意 语言 和 .的 任意 句子 集 Th ORE. 特别 是 对 任意 语 
BS RG Sent(S. ) 是 一 集 人 台 ,h(C2，) 存 在， 

证 明 : 对 三 的 每 一 没有 任意 大 只 的 模型 的 句子 o, 我 们 考虑 基 
数 心 如 下 :ks 是 最 小 的 4 使 得 0 没有 恩 渤 4 的 模型 。 因 为 王 是 集 
合 , 所 以 所 有 这 样 的 “ 的 最 小 上 界 p AEH pehcs). O 

上 述 论证 还 可 以 进一步 证 明 下 列 引 理 ; 

11.2.73| 理 SIEBER YS. HATER. Mih]. 

证 明 FAA sid SRE RA p=h(>). HEL p 
>hCS) WEEE CE SE ACD <a<p. 显然 ,as ARS DAR 
型 (事实 上 ga 有 畸 为 x, 的 模型 ) 但 没有 任意 大 基数 的 模型 ,这 与 
hD EXT JA- 

据 o RILE p= supit. 如 11.2.6 的 证 明 所 规定 } ,显然 

cfth(2))=cf(O<jz|. O 

11. 2. 8 引 理 (Kunen,[1970]) (1) hQ ERR. Boa 
的 公式 pA eR <—h( 4.) HR WM pA ERAK RAR. 

OBCE aD =], 对 某 个 序数 a 

(3) A>w > WML a) = e 

(4) LEZ aS Forn a) |. o 

证 明 留 给 读者 做 练习 . 

说 明 :( 1 ) 类 语言 S.A Soc LS. FRA XM CS. 
两 个 例子 . 

CL) HRG FE, 

ITET Sent( Z.) > hH). 
G ERRATE L-G a piir hI). F 
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别 是 对 任意 语言 S&S. 和 基数 Ks Ki s Às À 使 得 KK, AGA, 我们 有 
h(a) Eh Ls ). 
(下 ) 据 11,2.7 和 11.2.8, 我 们 有 
cf (h( 22.) EIFormt a) | A E EE 
B 车 «是 奇异 基数 ; 
其 中 8 一 max{ |Z |,e}. 

(N) 一 般 地 说 ,对 特定 的 语言 oS RNA RITA h 
h(a) 例如 ,对 包含 5 个 二 元 关系 、16 个 三 元 关系 和 43 个 -元 
函数 符号 的 语言 ,我 们 无 法 计算 出 h(L。。). 就 象 在 SW RBC 
. 那样 ,我 们 只 能 对 类 似 下 面 的 问题 感 兴 

对 菜 种 语言 ,什么 是 最 好 可 能 的 向 上 -LS- 定 理 ? 
因此 我 们 只 能 提供 对 下 列 形 式 的 基数 的 估计 ， 
sup {h( 2a) : Hae ROK 的 语言 }， (11. 8) 
为 了 简单 ,我 们 还 是 用 hZ DKA LAK. Ce 
场合 ,我 们 要 研究 的 是 形 如 (11. 8) 的 特定 基数 ， 这 一 点 请 读者 切 
记 ! 类 似 地 说 明 也 适用 于 下 面 定义 的 Morley- 数 . 

11.2.6 的 论证 可 以 送 用 于 各 种 不 同 的 情况 . 其 中 之 一 就 是 下 
面 定义 的 Morley- 数 mon, 存在， 我 们 称 SARK TE YW 
变 元 为 让 的 型 (type) S 三 中 句子 所 包含 的 自由 变 元 至 多 是 Uu 

由 于 在 下 面 给 出 的 .关于 型 的 论证 中 ,个 变 元 的 型 和 -个 变 
元 的 型 所 起 的 作用 完全 类 似 ,所 以 下 面 我 们 只 关注 一 个 变 元 的 型 . 

eS RRS 的 结构 关 实现 号 存在 a€ A 使 得 对 所 有 oE 
5, 半 上 of[a]. 有 时 也 称 闵 ,a 实现 2. HM TRU Be. 称 由 诸 
< 型 构成 的 集合 S( 后 面 常 称 5 HS. BMY BK Oo H-- 
LES RA 省略 

固定 无 穷 基 数 e FRR AS Be 的 语言 . 注意 :在 这 种 
情况 下 , |Form(%...) |<« AS FFE 2 个 型 ， 

11.2.9 定 义 0) Morley- 数 m. 是 最 小 的 基数 1 使 得 对 每 一 
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SK SNR SG S BSA RR US BE AH 
的 模型 省 略 . 
(2) 第 二 个 Morley- 数 n. 是 最 小 的 基数 4 使 得 对 每 一 学 -型 
集 5, 若 5 BSA 的 模型 省 略 , 则 S RIERA RD A. 
显然 ,我 们 有 msa 下 一 节 我 们 将 看 到 mm-<n: 这 是 因为 存 


TE 2 PE eh 绎 -型 集 ,所 以 至 多 可 能 有 2 个 (不 逻辑 等 价 ) 
MERRY AAS. ROE mah +) 我们 在 下 一 
节 证 明 这 一 点 . 

下 一 节 我 们 研究 CY... 第 13 章 我 们 将 着 重 研究 5。( 其 中 
A>e) San 和 结构 类 等 的 Hanf- 数 ， 这 些 研究 将 指明 如 何 直接 把 
Hanf- 数 和 相应 的 语言 的 表达 力 结合 起 来 . 


练 过 
11.2.10 证 明 11. 2.8. 


$3 到 -的 Han[- 数 和 Morley- 数 


本 节 我 们 研究 经 的 Hanf- 数 ,但 主要 关注 < 是 后 继 基 数 的 情 
Th ,虽然 在 此 得 到 的 许多 结果 只 依赖 < 是 正则 不 可 数 基数 的 假设 . 
在 本 节 ,我 们 用 .来 表示 CS.) RR Se HIBS SH 
Hanf- 数 h(a LKR. 

11. 3. 1 EE (Chang, |1968) 对 每 一 无 穷 基 数 x,m. 一 bh.… 

证 明 :证 明 mh: & SDE) EES H L a ARA 
RER S AA h HRE XE S p= AÈ H eF 
Ate RAE E, Del Se AR GM BE LAR 显 
然 , 对 任何 结构 路 ,我 们 有 

VEkpa BAAS 
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因 示 六 上 2 据 和 .的 定义 ,存在 基数 任意 大 的 结构 册 HEE BES, 
因此 S$ 被 任意 大 基数 的 刀 Aw. 
证 明 hs<me: 据 公式 性 质 , 择 .的 每 一 公式 只 有 <4 个 自由 变 
元 . Sof So HAF Mo ELAren TAR, AHT 
公式 有 有 穷 多 个 自由 变 元 . 对 每 一 PE Sub(z) 使 得 Fv(—) =n, K 1] 
- SAR H a 元 谓词 符号 Re 对 每 一 无 自由 变 元 的 PE Sub(o) ,我 们 
引入 新 的 一 元 请 词 R,. > 
LU (RPE Sub(o)}. 

考虑 下 列 Lo AITE ,其 中 避 指 称 适 当 的 有 穷 非 空 变 元 序列 
(D> Vol g@oR,@), 对 原子 公式 PE Sub(o) Fip, 
(1) peVaR,@), 对 原子 公式 PE Subla), Fyi) = Ø, 
(2) WolR@)o-R,@)], Xf gESuble), p =p, 
《3) VLR; I yRoD * y) J, 

Xf PE Subla), p =I yp Fv WFO, 
(3) VÈR) =JyR; Cy): 

Xt PE Sub(e) p=] ye Fv p=, 
(4) VIRD AR, OD] RE PESub) g= Ag, 
(5) WaR,@)oFoR,@), Rt gE Subla), Fv =Ø, 
(6) VÖR). 

若 我 们 把 公理 (1) 一 (4) 看 作 与 下 列 (7) 一 (8) 等 价 , 则 更 容易 

把 握 它 们 的 意义 ， 
(7) ValLG@eR@], 对 ygE Subo) FpD, 
《8) gp—YR 0), Xt PE Subla), Fvl =. 
”我 们 把 (1) 一 (4) 和 (C7) 一 (8) 的 等 价 性 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
下 面 我 们 依次 证 明 三 个 断定 : 
断定 (C1); |S! (<n. 
此 证 明显 然 . 
KEC): FARK a 的 SLRS 使 得 对 任意 结构 DB, 
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VEI B Hes. 
ECD ER: HEEMI OA S A 
含 一 个 型 使 得 该 型 的 唯一 元 素 就 是 对 应 的 使 其 外 部 景 词 被 删 去 的 
公理 的 否定 . 例如 ,对 ac 的 原子 子 公 式 pE Fur OOS 包含 型 
(一 [Lp(GB)<ReG]) 对 (27, (3 和 (6) 也 如 此 ， 对 每 一 形 如 (1)》 ， 
(3) 和 (5) 的 公理 , 令 $ 包 含 由 该 公理 的 否定 构成 的 (0 个 变 元 的 ) 
型 .最 后 ,对 每 一 形 如 (4) 的 公理 ,对 每 一 5 之 x, 令 $S 包含 型 
| (~[R 0R, E]. 
ES S 包含 型 (R, DASR): E< EH g= Ag. 显然 ,3 的 
Bcc S Pe-PHR<e. (BRS 中 的 型 的 自由 变 元 的 个 数 
这 里 没 加 限制 ,但 是 就 象 在 SRV EMH, RRB SE HEH 
的 扩张 ,就 可 以 把 S 中 的 型 转化 为 扩张 语言 中 只 有 一 个 自由 灾 元 
的 型 ,读者 可 以 作为 练习 做 做 这 类 转化 . ) 
EB BMS AOE B PES KH BEM UM 的 每 一 
原子 公式 ¢ RNA: 
BE wer, 6], 
Bit BE VI eS-R,B)]. 类似 的 论证 能 证 明 形 如 (1) . (2), 
(3),(3) ,C5) 和 (6) 的 所 有 公理 在 双 中 成 立 ， 考虑 形 如 (4) 这 样 的 
公理 ,对 每 一 BEB, 我 们 有 
BE CR 一 Re OCS], 对 每 一 6<<x, H 
BEAR, ARB}, WRT E<, 
即 BF Ry ARLE), BE VOR, RoE]. 
因此 ,对 后 者 有 
VE CAR ROLE], 
从 而 VE VULR, > A R, G@) J. 
这 样 ,我们 证 明了 所 有 形 如 (4) 的 句子 在 对 A. Aik BES. 
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RZ, Fics BET BW 省 略 $， 
断定 (HE ): 任 给 语言 & ah ee UW, 
Akpa AA 的 膨胀 六 | 使 得 中 上 也 
断定 CE ) 的 证 明 : 据 句子 (6) 和 (8), 显 然 有 “二”. 
下 证 “一 ”: 和 定义 A, 如 王 : 
A, ZA, 
Ry =" = (GE AW WE BSI}, 
RB YE Subla), Flp, 
> a an 对 每 一 VESub(a),Fv(b) 一 个. 
ERA ES. E)E 

ASU Bo 的 模型 是 |4| 之 m, 今 六 EE y A 
的 膨胀 . A UES. REC), 省 略 S， 因 为 |41 | 之 m 
HIZ’ | 委 心 所 以 存在 任意 大 基数 量 省 略 $ 的 模型 B. E 
(IE ,由 对 弓 的 归 约 就 是 的 基数 任意 大 的 模型 ， 口 ] 

说 明 :; 上 述 定理 在 x==w 的 情 帝 下 首先 由 Lopez-Escobar 证 明 ， 
他 和 Morley 还 进一步 认识 到 ms 一 ]。 ,从 而 he = 1a, ,但 他 们 的 证 
明 方 法 依赖 对 or 逻辑 的 模型 的 研究 ,而 不 是 上 述 证 明 所 用 的 、 较 
为 直接 的 方法 . 

作为 11. 3.1( 证 明 ) 的 一 个 推论 ,可 得 11. 1.5 的 另 一 种 形式 
的 证 明 ， 

11.3.2 定理 (推论 11. 1. 5 的 男 一 种 形式 ) Se 是 无 穷 基 
WS, ERES Se. WFR BD 的 模型 . 对 每 一 基数 1 使 
4G KZA |B FE 2, KR Al =a. AXA HSA 
HABE MAU EA ER 的 初等 子 结 构 且 包含 X. 

证 明 AARS BS IFRS FF OP RS 
的 合 取 ), 只 人 须 证 S,={o} 11.3.2. 我 们 还 注意 到 ,o 包含 所 x 个 
FE. PRA AR AE | <n. 因为 器 上 Fo, 所 以 据 11.3.1 证 明 中 的 
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MEC) BEER Se 的 膨胀 B: 使 得 = ES. HEC), B, 
省 略 由 三 构造 的 SLES. AIS “| 入 ec, 所 以 据 经 -的 向 
F-LS-E#, FEA <3, 使 得 XS 4 AIA |=A. BRYN 也 省 
KS AIE A, E BE 17. 3.1 ERA aM ECM), Por —U Bo 
的 模型 MARA RS Rt. O | 

下 面 我 们 来 研究 Z.H Hanf- 数 的 下 界 ; 

O 对 每 一 无 穷 基数 &,].+<h。 (11.3.3), 

GD Æ fw, A+ <h (11. 3.6). 

证 明 这 些 结果 的 技巧 在 于 用 LTE EAD a 
的 一 良 序 , 然 后 形式 化 诸 集合 RCS), <a, fy RAI R (cumulative 
hierarchy) 的 相关 部 分 ,从 而 推出 他 +。 的 某 个 句子 的 所 有 模型 有 

二 J。， 据 Hanf{- 数 的 定义 ,J 二 h. 用 同样 的 方式 ,我 们 有 

Gi) m+ (11.3.5). 

11. 3.3 E (Morley) 对 每 一 无 穷 基数 we, + <h. 

证 明 :我 们 要 构造 请 育 Z, HIE a <e ,构造 红 必 -句子 
6 使 得 0, AE. 的 模型 但 没有 更 大 策 的 模型 ,从 而 使 he 区 2.+- A 
Wh. 存在 ,所 以 1+ h 

令 a <u {Beima {1a],w}} 是 w 十 a 的 无 重复 枚 举 ,语言 
L 有 下 列 符号 : 

二 元 关系 五 ， 一 元 关系 Rank, 

个 体 常 元 集 {cy :<max{ [a| ,w}}. 
句子 ec 是 下 列 句子 的 合 取 

(1) ValrEcs >, V Pm 对 每 一 6<<max{ |al,w}， 

(2) Vax V { (Rank (r)=c, :€<max{ {la| ,w}}, 

(3) Rank Ceg ep | 对 每 一 <max(|al sw} 

(4) YryLrEy—Rank(z)E Rank¢y) ], 

(5) VaolVeleExeozEy)or=y ]. 


- 471+ 


GEIR, (Ro a) E sP, fi) ecmilal ey Ee A, SP t 
称 通常 集合 论 的 属于 关系 , p 解释 秩 函 数 Rank; 它们 都 限制 在 
R(wta) E. 还 须 注意 : |RCw 十 a) | 二 J.. 现在 假设 中 是 oo 的 任意 
模型 ,我 们 来 定义 单 射 /: A 一 RCw 二 a) (不 必然 保持 时 中 的 关系 、 
函数 和 个 体 常 元 1) ,从 而 使 141 委 ]。, 这 样 就 证 明了 11.3.3. 

因此 余下 所 要 做 的 是 定义 具有 上 述 性 质 的 了: 

HEF (2) ,对 某 个 上 maxf ja|,w} ,A 的 每 一 形 如 Rank” <r) 
的 元 素 等 于 cs ,因此 X HERT POAXCABRBAR 
Rank” 下 的 RE cp 使 得 Be 极 小 ) 是 闫 的 下 - 极 小 元 ,所 以 下 是 良 
建 的 ,因此 下 列 归 纳 原则 在 中 中 成 立 : 

ValVuluExr>B(u) O(a) Yr r), 

这 就 允许 我 们 归纳 定义 o 的 诸 模 型 间 的 映射 . 

所 上述 归纳 原则 ,车 y€ 4 且 对 所 有 xzE€ 4,f 已 定义 使 得 


cE" y, 则 我 们 定义 
SOD =k a)r EA HUE Ey}, 
而 这 意味 对 所 有 zyE As 
Fine fli» S A E rEy oO rk" y. (11. 9) 
下 证 Ran( MSR w+). 为 此 先 证 下 列 (11. 10) 和 (11. 11): 
yEA => Pf ODS Rank" (y)). 1.10) 
fg = Ber 对 é<max{lal w). (1.11) 
注意 :(11. 11) AR C11. 10) 中 不 等 式 的 右边 是 一 序数 ， 
假设 /lc VE /ce M 
FG ICEL) S cg Frey 据 (11. 9) 
Vaso 据 句 子 (1) 
BB 3 了 
= BEB 
et fea IE Bes 据 归纳 假设 


所 以 .res ) 二 Be, CL IDRE- 
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下 面 我 们 用 归纳 原则 来 证 明 (11. 10) ;因为 
oC fly) =sup{pUfGr)) scEA HWE Ey) H 
A F Ey => WE Rank(2)E Rank(y), 据 (4》 
=> f(Rank" (x)) E f(Rank" (y)), OLD 
所 以 据 归 纳 假 设 , 对 所 有 rE A tE A E Ey, RITE 
PC f(a) Sf Rank” (xr)) < (Rank? (y)), 
所 以 (11. 10) Bae. 
假设 yE4, 据 句子 (3), 对 某 个 Smaxila|,o) ,Rank” (y) = 
ca HGL. 11), fCRank™ (y)) = 2. <ete. $11.10), 


PSDS Rank” (y) <w-ba, 
所 以 Ran fOCR(e-+a). 
最 后 我 们 来 证 明 是 单 射 ,好 对 人 尾 总 xz,y€ A 证明 ， 
r=y © f(r)=f(y). ` 
据 /的 构造 , “之 ”显然 . Ray SE FOS) FE EA 
CLE” r (2 HAE cE yy) RCH AE E" (2 cE" yd. 
据 (11. 9) ,在 这 两 种 情况 下 都 有 SOLO). 1 
说 明 :11. 3. 3 由 Morley 得 到 .但 其 证 明 思 想 可 以 追溯 到 Scott 
g [1958]. 
下 面 定理 包含 寻找 Hanf- 数 下 界 的 技巧 , 在 此 我 们 用 Morley- 
数 msn.; 而 不 是 用 Hanf- 数 h, 来 表述 这 个 结果 ， 
11. 3. 4 定理 ” 令 是 无 穷 序数 , 假 没 存在 MFR 了 (其 
PIESE, Li FBS, SBR (vo,w1) 各 序数 7 使 得 
(1) 对 每 一 省 略 S 且 是 三 的 模型 时 ,gpg” 以 人 7 的 序 型 良 序 A, 
《2) FEAMSHA TS ARH BiGo USE 的 序 型 良 序 A. 
证 明 n> Je AIS |< EY me > e 
WEAR. SSR SS RAS AP Ss 
两 个 一 元 谓词 M HQ, 
一 个 二 元 谓词 五 ， 
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一 个 一 元 函数 符号 Rank, 
So AE A cno nw 
BIR» |S |<. MY Hh —-AK yp. PK YP 是 yy 相对 一 元 谓 
词 Q 的 相对 化 公式 S 少 中 形 如 Yzg 的 子 公式 被 Yrz(QCz) 一 9) 置 
换 , 形 如 jx8 的 子 公 式 被 3z(@Cz) AO BR. res, ATOS 
={P PET} ES 
D= {Mon} U (Go =c,) ino}, 
S°={r°, ES} U (D). 
Wis = iS] +1,9 2°= (gy ves} AMM PACH, 
p =VWaylVel(zExezEy)—~r=y). 
gy = VaQ(Rank(x)), 
= YWaylrEy~g ?{Rank(x) ,Rank(y)) |], 
d= Wa LM (1) ye? (Rank (y) ,Rank(z))]; 
其 中 如 和 内 断定 Rank 相对 E AUF gr 是 一 秩 函 数 , 其 值 在 QQ 中 ， 
加 断定 LEM S x ARNE. 
$ =2°U tpp) BIR, FW F =. HJ A ‘oe F 2. # UW 
省 路 SS, My UW tO" 省 咯 S. 而 在 这 样 的 假设 下 , 据 题 设 (),Q” 以 
<p 的 序 型 被 (pp)% RJE 令 (asa <0) ,5<<7, 是 在 由 9 定义 的 
序 中 对 Q" 的 枚 举 : 
a<p(<t) © 各 上 oo[avsap]， (11. 12) 
我 们 定义 : 
A, = {a€ A: Rank" (a) =a,} 
=(Rank*")'fa], 对 a <t， 
Slad={bEAbE* as, 对 aE 4. 
为 了 简单 ,我 们 用 p 表示 Rank* ,用 a<5 ERUF lesb HH 
a,b€Q", 
AA A Fp Pe a=b a f(ad=f/), Alt f BBH. > ee 
A. H bE f(a), WM ela) =a. H bE” a. $ pA gs, 
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A Eg (Rank (4),Rank(a) |, 
BE p(t) <a,, 因 此 对 某 个 8<aspl6) =a, Bl be U Ags MUA 


aCA > fae U As (11.13) 
#8 (11.1399 上 是 单身 的 事实 ,直接 可 得 
JA.) =H fla) a EA) KPU A| (11.14) 
FHE: 
ERES (11.15) 


为 此 只 须 证 车 p(a) =a, MEP ncaa. 假设 不 成 立 ， 
Rl FEE aE A 使 得 pla) 二 os 且 对 所 有 < 过 w,a 关 ,因此 据 (11. 
12)， 
A t J ye? (Rank Cy), Rank (a)). 
F poA F Mal ARE TKE, a ZA rn, A 省略 SoH. 
(11. 15) 得 证 . 
据 超 穷 归 纳 ,(11.14) 和 (11.15), 对 所 有 a 过 $， 
YAKE lA Ke2 KaKa aK (11.16) 
因为 p: AQ" PLL A= U A A 
lAl= | UAISE L<, 
因此 Da SOR RE <I, 
下 证 存在 2. ARS 1. 的 模型 使 得 它 省 略 s9. 据 题 设 (2) , 令 
B EITHER $ RARE SO 以 序 型 “之 上 良 序 B. PARR B 
=[0,0), HJ a8 <E, RiR a < S B E gael). ER LAB 
BV WTF: 
B,= UR@), Q =[0, H, 
Rank’ (2)=p(z), Sree BL, KA p ERAM., 
E.=E}B,, M'=({@}, 
=F, 对 所 有 nco, 
=S, 对 任意 符号 SEX. 


显然 ,史上 多 G 一 1 4). 施 归纳 于 $e Form, (OH SRE. 
na, AWER E atn E: . 
-B Egland SO B, Fg Lanna]. 

由 上 式 直接 可 得 必 , E.. KALER TrESs, MY B, g 
T°. 此 外 ,显然 SB AR LP, ,因此 外 ;省略 5%. 

因为 SAS aes S BS ra a Ee, OD A SOR 
Sl 的 模型 ,因此 n> 因为 15*|==151 十 1, 所 以 本 定理 最 后 一 
个 断定 也 成 立 . C] 

说 明 : 上 述 11. 3. 4 出 现在 S. Shelah 的 [1970] ,但 在 他 之 前 ,这 
个 定理 以 其 它 形 式 已 为 人 所 知 . 

作为 11. 3. 4 的 第 一 个 运用 ,我 们 有 : 

11. 3, 5 定理 (Shelah,[1970]〉 对 每 - -无 穷 基 数 x, 

Nye r+-. 

证 明 ;我们 要 证 对 每 一 序数 £ 使 得 2 所 < 之 (2")' ,11. 3.4 的 题 
设 得 到 满足 . HEEREN FS KF A SS ASOT: 

FA |E| = 2" ARR AEE Cw) 上 的 、 序 型 为 上 的 序 <( 比 万 说 ， 
Pe) = laa CE) 


daka FO a <p. 
AL th PONS AR : 
一 元 谓词 符号 Qas Hae, 
二 元 谓词 符号 之 ， 


上 由 表述 之 是 个 体 域 多 (x) 上 的 线 序 的 公理 组 成 . > 
T= {Q (mn) Qu) ae Le U (=u) }- 

对 每 一 对 e, 8 HB a 之 8<<x; 定 义 型 了 ,gs 如 下 : 

Pua lvo } U (Q, (v0) :7E aa} U (>Q (on) :TE Rag} 

U (Q): OE ae} U (Qw) Eka). 

S S= Pu CELO U. 这 里 要 注意 ;5 中 的 型 有 两 个 变 
元 ,而 11. 3.4 只 适用 于 一 个 变 元 的 型 ,但 不 难看 到 通过 里 当 调 整 句 
PE 5, S 能 转化 为 一 个 变 元 的 型 - 我 们 把 细节 留 给 读者 . 
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下 证 11. 3. 4 的 题 设 习 ) 和 (2) 在 此 成 立 . 令 久 上 三 且 站 省略 5， 
FHE: 
<" ZERERA A 
定义 映射 S A>POMTF: 
Fiender 对 rEA. 
AAU 省 路 荆 , 所 以 对 所 有 rye 4 使 得 2A y HEE axe 和 公式 
QW IPQ EB 
— ME QW) QW, Lr, yj, 
HH ze Qh ye 2. 据 了 的 构造 ,f(x) 关 f(y). 男 一 方面 ,显然 
”有 z=y > 了 (z)==f(y), 所 以 f 是 单 射 .下 证 : 
xz< yf(r)<f(y)， 对 zx,y€E 4. (11.17) 
& fa) as fly) 一 ap “>”, AW Sf FERS PP cy > 
f(z) 关 f(y), 因 此 a <8 R Ra. BU pLa AH 
Ea rE, SEa,& yE, 
所 以 序 对 (zy 实现 Ta A A Ae S F. 因此 a <A, Mit 
Ffy). 

“ar E SaS Mace H ry A xz 过 "yy 或 者 
ye. Fy r, AEM Cy 2) ER T LAA RS F. 所 以 
acy. 

显然 , (11.17) 证 明 <-” BE AE RE POETE 
型 <, 从 而 证 胡 11. 3. 4 的 (1) 成 立 ， 
SREP: 
B=), =<， 
aE Qe EEan Xf gra <E. 
RAD eS RAD ome S A< AFE E, ELL 3.4 
《2) 也 成 立 - BAU Se A aE EREA. 门 
11. 3. 4 的 另 一 个 运用 是 下 列 定 理 : 
11. 3. 6 定理 ”对 每 一 无 穷 基 数 «.F cfCe)>w, 则 
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Jet <m. = h.. 

证 明 :我 们 要 构造 语言 S.A TRE MES 的 L o 
集 $ 使 得 11. 3. 4 的 题 设 (1? 和 (2) 对 =F = we 成立 ， 

假设 cfw. «的 典范 良 序 关 系 是 集合 论 关 系 €. 我 们 知道 
每 一 序数 a <x 也 是 “的 真子 集 . CHAR ROKK KARE x( 不 必然 
是 良 序 ). 若 丸 恰 好 是 良 序 ( 不 必然 是 二 的 典范 良 序 ), 则 对 每 一 “ 
Ex1RFa 是 a 的 良 序 ( 因 为 被 良 序 的 集合 的 子 集 也 被 良 序 ). 因为 
* 是 基数 且 a<r HAA lel <x, AEP Pe, A (a,R had 
(By Ef PB). 我们 来 证 明 下 列 等 价 : 

(LY REF «. 

CL) H a<r, FE Pe 使 得 

ca RDZ Ete. 

我 们 已 证 (1) > C1). FECI’) > C1): Ri RR 不 能 良 序 

“* 则 存在 诸 序数 ane 的 一 个 无 穷 R- 递 降序 列 
+++ Ra, Ras_1R*** Ra, Ra Ra). 

Fy cfa) >a, BARRA FETE e <r EI anca Ca. 因此 Rb a RRE 
良 序 wx, 这 意味 4a; 尺 上 cx) 不 能 同 构 于 任何 (8,E >. 证 毕 - 

TARGA CDK: (DIAA SD TR BK 
.说 ”) 从 的 线 序 中 挑选 出 的 良 序 来 - 

令 语 言 4 有 下 列 符 号 : 

个 个 体 常 元 ca， ae, 

一 个 二 元 关系 符号 二 ， 两 个 一 元 谓词 K,J， 

一 个 三 元 谓词 S， 两 个 四 元 谓词 FG. 
我 们 要 选择 SS 和 三 使 得 互 的 省 略 $ 的 任何 模型 同 构 如 下 定义 的 
诸 模型 A, 中 的 一 个 :其 中 KES, 

G) č =a, 对 a <, 
GD K™== {ara <r} =K, 
Gi) Cle, 9 一 (8:e<p8<5)， 
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Gv) A=K* Us", 

(vy) 一 “一 和 A, 

对 每 一 上 6E., 广 ,选择 序 型 为 上 的 关系 ReCxXwk 使 得 Re RF « 1 
Uu E= hf, R= Ele AEX: 

(vi) S*= {1EY EET, 9, V< HY, PE Re}- 
AERO ) 和 (I) 的 等 价 性 ,可 得 每 一 Re: AERC), A 
— a <n, FETE TA AD Ba 和 天 使 得 

Fir 6a Re t OSB EN e. 
定义 

(vil) FI 一 (ay6) EEJ, a <e AOE fi}. 

S EREJE <, WÉR Re VPM E Fe Bite Re ) 同 
构 于 (Cx, Rs ) 的 一 个 真 初始 节 . 据 经 典 集合 论 ,我 们 知道 相应 的 同 
构 gs .是 唯一 确定 的 . 令 

(viii) G™= 

(CE 58,6908) E E ET 6, <2 Ad) Eg, e t 

易 见 , 王 应 该 包括 下 列 句子 ， 

(1) acg *ha<p<ce, 

(2) Klea), 对 a <x, 

G) “< 是 个 体 域 上 的 线 序 ”， 

(4) VWalK(a)VJ(x)], 

(5) WrylK (x) Ad lr)>r<y], 

C6) Val F(a) Sir, NKIR K GRA”), 

CD VYzxy[J Cx) AKCy)>3z[KC) A Flr, yt) ÆA 

(uC K:Slxrusy)} S Crs, )) 到 
UVEK: vocz} ORAL] 
(8) Vasil) ATC) Lay“ Glave ER 
(Ky Si EM K SC hands HEB 
FB) AQ” | 
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BRA, 是 三 的 模型 . 令 $ 包 括 下 列 型 : 
(9) 下 一 {( 开 (oo) Ulam =e): <a}, 
(10) B= {vea} U (7 Caper) <a}, Ajar. 
注意 : 
A Aero Klee <x}, 
A, 省 略 Se A, F Vouolvo<ce™ V (voce) J. 


AA AE RS 的 模型 ,所 以 11, 3. 4(2) 对 E= x 成立. 

” 另 一 方面 , 若 半 是 的 任意 模型 有 省略 5, 则 据 C10), (C1) 和 
(3) ,集合 {a :a <x} 是 由 < 过 ”以 序 型 x 良 序 的 A 的 一 初始 节 . 据 句 
FODOM, R= (i a <e). RATO EJ Ee 

R,=((ysz) ry. EK” Hlr,y,2) ES") 
是 K™ RFE. BAF 7) ATATA ERE). 因为 (I) 
=> (1), PLA R. 是 K* 的 良 序 . 据 句 子 (8) ,对 rye”, 
a<y © (KY ,R,) 同 构 于 (CK? ,RR,) 的 一 真 初 她 节 . 
因此 映射 
xK, R) (二 (K*,R,) 的 序 型 ) 
KEG << 下. 户 ) 和 由 排序 的 [x,x'!) 的 -一 子 集 之 间 的 同 构 . 因此 
OMe WFR. 据 句 子 (4) 和 (5)，(4, < E 
(人 ”< ) 和 (4,<<") 的 有 序 和 ,因此 <” 以 全 x "的 序 型 良 序 A. 
这 样 我 们 证 明了 11. 3. 4 的 条 件 (1) 当 7Y=«! 时 被 满足 .因为 $ A 
ks 所 以 me] 
iH gA: G) 类 似 11. 3.6 的 一 个 结果 (用 不 同 的 语言 ) 是 由 M. 
D. Morley 和 V. Morley 在 其 [1967j 提 出 ,当然 ,他 们 的 证 明 用 了 构 
造 性 公理 V=L. 后 来 J.H. Silver 说 明 如 何 消去 租 设 Y=L 上 ,但 所 用 
方法 比较 复杂 ,也 不 完全 是 构造 性 的 . ERRE ORG ) 的 等 价 
性 所 做 的 较 简 单 的 论证 主要 由 Chang 在 其 [1968aj 给 出 , 我 们 这 
里 更 简洁 的 表述 来 自 Dickmann 的 [1975]]. 
《2) 在 第 13 章 我 们 要 刻画 一 个 序数 a 使 得 m =. MERE 
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理 可 见 ,这 个 a 要 比 x' 大 得 多 . 

下 面 我 们 来 研究 Morley- 数 的 上 界 ,在 此 给 出 的 几 个 证 明 是 
Chang 对 Morley 原来 对 m。 一 了 ,的 证 明 的 扩充 . 采用 的 方法 是 巧 
妙 地 把 不 可 状元 .Skolem 函数 等 方法 结合 起 来 . 

我 们 称 型 @ 是 x#- 极 大 型 o 对 所 有 具有 个 自由 变 元 的 公式 
Pp,9EWD 或 -gE .为 了 方便 我 们 有 时 简称 其 为 极 大 型 . 

对 于 多 的 项 (至 多 个 ) ,我 们 可 以 用 以 下 两 种 方法 来 枚 举 

C1) 《tse<e) 是 纪 的 所 有 项 的 (可 以 是 有 重复 ? 校 举 ， 

(2) 对 固定 的 x<w, lt, OEY MEH n PATCH BH 
的 (可 以 是 有 重复 ) 枚 举 . 对 n= 二 0, 它 就 是 所 有 闭 项 的 枚 举 . 

注意 :为 了 简单 ,我 们 把 只 在 (自由 ) 变 元 和 的 名 字 上 不 同 的 项 看 
作 是 相同 的 . 一 豆 上 述 枚 举 固定 下 来 ,我 们 就 可 以 定义 下 列 酌 数 

ACE) = te OE AG KC BL hie ew). 
因 为 才 FETE fm C2) HY Be AE AT CED HB BE te TE pa 9 OP, 
所 以 我 们 定义 : 
JEO = RhA e H eStos] CAs fiw x). 

这 样 ,对 每 一 6<k, te E boo 

11. 3, 7 定理 0) OSE Lu BESES WTRF 

ate — <2")? ASO HGS AES), 的 模型 A, 

(11.18) 

则 存在 互 的 .省 略 S 的 任意 大 宕 的 模型 . 

(2) m=] 

TERA ECL): RUE SS FPO (wv) FFE HC 
结论 ,是 对 n=i…,v，(Cn) 列 涵 Cn 一 1) ,最 后 证 明 (v). 

EY LS |e PAE L PRES? 个 型 . Ae 82") 
14:A 是 2 的 极 大 型 县 和 被 某 个 凡 RR ELOD") 
的 一 枚 举 - 注意 :该 枚 举 中 的 Ae 和 Ae 可 以 由 511 18) 中 不 同 的 模 
YU, WU, 来 实现 . 假设 ES 且 E< ARAFE ERA, 
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实现 A 且 省 路 卫 , 所 以 PLA. 

命题 Ki) FEVH REM ALEK) PRA RRKREE 
大 的 模型 区 . 换 句 话说 ,这 样 的 模型 E 实现 的 每 一 型 是 上 述 放 举 
中 某 个 A 的 子 集 . 

断定 1; 命 题 (i) > wet. 

断定 1 的 证 明 : 假 设 命题 (让 成立, 则 任意 如 命题 6G) 中 规定 的 © 
实现 的 型 是 (Ae:£<2") 中 某 个 A 的 子 集 ,所 以 据 前 面 的 说 明 ,& 省 
略 的 型 不 是 C4:6<2") 中 某 个 A 的 子 集 ,因此 © 省 略 的 型 被 (11. 
18) 中 所 有 的 A: 所 省 略 ,尤其 是 省 略 所 有 在 5S 中 的 型 . 

PMG) AAR gin 一 2 使 得 对 每 一 线 序 集 ( 慷 ,< 二), 存 
在 模型 BET, BDX RGM BH Exe 和 每 一 <a, EX 
(AEX PRA ACEH PKB RA ST RE ATA aeS, 
th # 28.2. 297m): 

BFA alte Ec stacey J) (11.19) 

断定 2: 命 题 (i) 之 命题 (i). 

断定 2 的 证 明 : 令 4 是 无 穷 基 数 ,《X, 过 ) 是 短 守 4 的 线 序 集 , 吕 
是 由 (让 规定 的 包含 (X, 过 ) 的 结构 , 据 8. 2.1, 令 =Hull(X ,由 ). 
通过 证 明 下 列 汤 定 中 一 加 ,我 们 来 证 明 命 题 (i): 

© lIC|l=|IHul(X,B)|=max{|2|,|X|,No)>7. 

D 6€<B, 因 此 CEI. | 

© 在 人 中 实现 的 每 一 型 是 (As:6< 2 中 某 个 A 的 子 集 . 

根据 第 8 章 的 内 容 , 通 过 对 项 的 代 换 ,Hull( 信 , 冯 ) 的 每 一 元 素 
可 以 表达 为 形 如 站 [zi,… ,zx,], 其 中 zt,… ,zx EX PURE 
递增 序列 ,因此 

Hull X ,B >= {8 [zr stacey 26 te TL zi EX}. 
显然 ,我 们 有 忠和 四 . FEO: RH OBE 中 元 素 c 实现 的 型 . 
对 某 个 &<x, 我 们 把 < 写作 emri Crs erzo Ji 

G F alt [zi Lacey J ]- 
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Hay C< BM Be OLE Lay. re) jj]. HAG L. 199 
Ane tI RATE. A OCA 所 以 命题 (iD 成 立 . 
PM ii) 存在 映射 g:* 一 2" 使 得 对 每 一 线 序 业 (和 <)》， 
(语言 经 一 人 YU (ZzEX} 的 ) 下 列 身子 集 是 一 致 的 : 
ZU U (Agee UE Fee) to rw EX}. G1. 20) 
断定 3: 命 题 (ii) 之 命题 ii)， 
断定 3 的 证 明 ; 因 为 (11. 20) 是 一 致 的 ,所 以 它 有 (4 的) 模型 
B.S B=BipP So WA BS 满足 命题 Gi). 
命题 (iv) HF nu, HARK ore 2 使 得 对 每 一 线 序 
RX), FIFRA: 
ZU US, ptr 2 Barapa, EX}. (11.21) 
new 
这 恰好 是 根据 枚 举 (2? 对 命题 (ii) 的 重 述 . 
断定 4: 命 题 (iv) 之 命题 (iii)， 
断定 4 的 证 明 : 定 义 g: x 一 2 如下: 
ED =g SED, IEK. 
因为 te 二 6 ye: 所 以 显然 g 满足 命题 Gili). 
命题 (vy) ”对 每 一 nw, 存 在 映射 ga:x 2", EAD A CBE 
之 (2*)1) 和 线 序 集 序列 (《X?, <P) :< 过 (2 )!+) 使 得 下 列 条 件 满足 
a) 每 一 V: 与 (11.18) 中 的 某 个 对, 相同 ， 
(2) X> 对 每 一 上 (2 ， 
(3) LTB, aH ECO"), 
(4) 对 每 一 ma 区 rc GAL fe ay << In E Xp 
BIE A, ple Lr, ze]. 
断定 5: 命 题 (v) > 命题 (iv)， 
断定 5 的 证 明 , 据 普通 紧 致 性 定理 ,只 须 证 (11. 21) 的 每 一 有 穷 
FR 五 有 模型 (( 有 ,二 ) 是 固定 的 ). 令 
Z=(xEX:FATPRR), 
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no=maxi(n<win 在 及 中 出 现 }. 
因为 S437 ATLA ZA mm 存在 . 

考虑 ?一 mm 时 由 命题 (v) 给 出 的 序列 (Ce < OO) >》 和 
CBr <2") >. 国定 4 之 (2 AW ZAHA XD 无 穷 ,所 以 存 
在 保 序 单 射 e: (2 ,< 2 一 人 ro <BR CA) XE 中 每 一 
任意 长 度 mn 的 递增 序列 ri<o…<e ro 和 所 有 ?3<<, 特 别 是 
对 所 有 长 度 志 mo 且 形 如 elz)( 其 中 ED) 的 元 素 的 所 有 递增 序列 ， 

Br E A op [at Laie rm 
再 据 Blk SCE AR) a CA BE ECA mm 的 定义 中 
得 到 ) 
PLEU (A op limp lT EnD mn Pe A ay << 
ime X}, . 
我 们 有 
(B e(z)).e2 FT. 

(说 明 ; 我 们 之 所 以 需要 一 个 由 诸 BP 构成 的 序列 和 一 个 由 诸 
BEX? ,< ) 构 成 的 序列 ,而 不 是 一 个 台 和 一 个 无 宠 线 序 集 , 是 
因为 对 非常 大 的 7, B's Xi BHR DB, 和 X 的 归纳 过 程 
构造 起 来 .用 这 种 方式 ,我 们 能 确保 性 质 (4) 的 有 效 性 . ) 

最 后 ;我们 施 归纳 于 x 来 证 明 命 题 (v). 这 里 要 用 的 归纳 假设 
就 是 己 经 定义 了 的 .满足 命题 (v) 的 名 ,…,&. 为 了 方便 ,我 们 先 引 
入 下 列 定 文生 上 先 证 明 一 个 引 理 : 

41. 3.8 定 义 G nw. f<(2")' die 一 2 BRR. 假设 我 们 
已 知 满足 命题 (v) 的 aye RTP dd. OB a RH oO F 
FRFR, <A B 使 得 : 

(1) B 和 (11.18) 中 的 某 个 A 相间 ， 

(2) |X|> as 

(3) XZB, 
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(4) AT BE mne A x <<, EX, 
BEA, wl ltrs sr, 
(5) Rt RR p< 和 zy <<, EX, 
BE Aggy [te glist 2.1): 

(注意 : 当 "= 一 0 时 ,(4) 是 空洞 的 . ) 

据 上 述 定义 ,只 须 令 Eg 是 任意 映射 d:x ->2* 使 得 对 每 一 过 
(2”)', 序 对 (d, 引 是 二 良 对 ,就 能 从 下 列 引 理 推 出 命题 (v). 

11.3.9 引 理 对 每 一 na<<o 存 在 映射 d:k 一 2 使 得 对 每 一 
< (2)+, 序 对 (d, 纪 是 二 良 对 . 

引 理 11. 3. 9 的 证 明 : 施 与 纳 于 n 在 任意 步骤 = 上 ,我 们 先 从 
下 列 较 弱 的 命题 出 发 : 
( 1.) :对 每 一 Lo 之 (2*) AE dore?" Rd SX 

然后 通过 下 列 后 继 步 双 达 到 11. 3. 9， 
CN) FE dy BO 2" ELON d OE n Rt) CO") THA. 
(到 :存在 Geer AAMA <2") dO no BH. 

CW RE n EETRI. 3.9, PCE) TERA, WRT ALL 
用 它 来 证 明 ( 14) ,因此 我 们 的 归纳 程序 是 : 

CI) => = E, > (CI), 

其 中 (LIL) > C1) 之 (fo 的 证 明 对 所 有 no BAH. 

Hy 6:0 => C) 

新 定 6 的 证 明 ; 对 die ->2", 令 

Zs 二 化 之 (2 1 (dO FE re BY}. 

命题 (1 了.) 断定 (29)' = U Za AALO | = 2°, BELA TE OS KRN 


gen” 


(the pigcon-hole principle) ,存在 dis 一 条 ETE Z, | = (2°)". HEE 
数 的 基本 性 质 ,Z。 与 ‘2")! 共 尾 , 即 命题 C1,) 成 立 . 

断定 7;(I,) = (E, 

K ETEEN: SC LA dvd. BRR, “Cd, OS wR 
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对 ”这 个 条 件 在 上 的 下 降下 保持 不 变 : 
a EDE n- BAB OS, > (df ees 

现在 我 们 问 过 头 来 证 明 命题 ( 1.) : 

情况 一 n=0: E8 之 (21 , 令 

V=A, (和 参见 (11.18))， 

X=B h Rh n ERTE (BIS > X FE), 

<=X HERR. 

显然 ,11. 3. 8 的 性 质 (1) 一 (3) 成 立 . 在 n=0 的 情况 下 ,性 质 
(4) 空洞 地 满足 .下 证 性 质 (5) 成 立 : 令 DAE oE B 中 由 元 
素 点 (注意 :地 ,是 闭 项 ) 实 现 的 型 . AWS, REET AU, 中 实现 的 
极 大 型 ,所 以 据 诸 A 的 定义 ,存在 8 过 2* 使 得 马 二 Ap. 定义 OP 
=8, 因 此 性 质 (5) 成 立 ,从 而 证 明了 (do,5。) 是 0- 良 对 ， 

情况 二 ”归纳 阶段 :归纳 很 设 就 是 命题 (有 ,). 

一 旦 我 们 固定 了 E< ERE EVA OS, = max {f,.2°}+ 
n, 得 到 线 序 集 ( 了 了, 过) 和 结构 B 使 得 11. 3. 8 的 性 质 (1)，(3) 和 下 列 
成 立 : ; 


(2) |¥|>3,=3,0 is 


maxit, +2") 

(4) RE <n eA << yn EY, 

BE A, himli Yud] 

Re E< Rt pL, EX OSTYA LY. 3. 17(4)) 如 下 ， 

(vis smb EG S eee ae (11. 22) 
令 pL EVE EB Pye heelys ts yee ERE 
型 . EEEO. OBERT YU, 中 实现 的 极 大 型 ,因此 存在 8 一 2 
使 得 @ 一 4z, 所 以 (ytjceCs: 因 此 我 们 证 明了 对 任意 <w, 


[yy = =UG, 


Pea” 


从 而 
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[YT"=N (Ua). 


Bo" 


据 布 尔 代数 的 分 配 律 (和 参见 Jech 的 [1978]), 有 
Es De) 


den 


PANY | L Ou .syY 且 上 述 等 式 右 边 中 的 指标 集 是 (2")“( 该 指 
FER RAL ST iy ot) BF ABR Erdos-Rado- M, FE XCY 
和 dy € (2°)" 使 得 

[XPM Cus KIS Ie ay: 

FERIERE WACK, <P OX) REE EET Cd, E> mR 
Hn 1)- BR. 

显然 ,11. 3. 8 的 性 质 (1) 一 (3) 被 满足 , 对 所 有 mn ye 和 
ny EY (4) 中 断定 的 公式 也 成 立 , 特 别 是 对 所 有 mnt 
1,7<k 和 二 ，… 2m EX, (4) 中 断定 的 公式 成 立 (因为 XEY). 这 
就 意味 (4) 成 立 . (5) 的 验证 直接 来 自 (11, 22) 和 下 列 事实 ; 

[xT = Nexon 
这 样 我 们 证 明了 命题 (1,) 成 立 ,从 而 完成 了 对 11. 3. 9 的 证 明 . 至 
此 也 完成 了 对 11. 3. 7(1) 的 全 部 证 明 . 

对 11. 3.7(2) 的 证 明 : 如 前 所 述 ,我 们 只 须 考虑 x 个 符号 的 
语言 Z, RAZE LZ 包含 Skolem- 应 数 的 情况 ,因为 否则 ,我 们 可 
以 如 第 8 章 § 1 那样 定义 Skolem- 语 言 A (经 HARK). (2) 
对 经 "成立 曹 涵 对 纪 成 立 . 这 个 断定 的 证 明 留 给 读者 做 练习 . 口 ] 

11. 3. 10 定 理 (L6epez-Escobar,[1966]) 对 每 一 无 穷 基数 «es 

med ++ 

证 明 ; 令 (Se:6<2) 是 2 AES 的 SR BS 
的 列举 (注意 :至 多 在 在 2 个 这 样 的 SLUR SRR 
集 的 基数 ,至 多 可 能 有 2” 个 Sw- 型 集 ), 令 ae 是 最 小 的 基数 4 使 得 
若 8 BES A 的 结构 省 略 , 则 存在 任意 大 每 且 省 略 S 的 结构 . 
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注意 ， me<ssupfae:e<< 2"). 

对 每 - ~ << 2 , 若 Se MBS I+ UR HI. 3. 702), 
Se 被 任意 大 的 模型 省 略 , 据 宕 的 向 下 -LS- 定 理 的 一 平凡 推论 : 

任 给 HOS fo eh Tah WU, ape — AK max{ |S], So} 
QUAX|A),.FARHALAG SHH AEE S ia E S, FH 
的 结论 也 成 立 . C28). 
Se CRRI g A RU ER ae + A fC») 
= (2°)? HOO! 旦 正则 基数 ,所 以 supte:e< 2 < 因此 

m, <I g+ L] 
说 明 : 据 11. 3.1. 11.3. 6 和 11. 3.10, 对 正则 基数 >w, 
I < he < n+- 
Barwise 和 Kunen 在 其 [1971]] 用 布尔 代数 的 方法 证 明 上 述 界 限 在 
ZFC 中 不 能 得 到 改善 . 

11. 3. 11 定 理 (Helling,[1964]) 令 “ 是 beth- 数 使 得 cf Ce) 一 
w Z BR WBE. S ERES SHS. SW a P 
R. 若 对 每 一 5<x ,存在 互 的 .省 咯 S AR, AR eS 
的 .省略 $ 的 任意 大 等 的 模型 . 

证 明 : 如 11, 3. 7(2) 的 证 明 那 样 ,我 们 假设 & 包含 Skolem- eK 
数 , A TH BAB eE LO A (ta Oe) ABR fA 如 11. 3. 7 前 
所 述 . S S= (a <a BSH PRE. 再 对 每 一 忆 ETT SE: 
P= {Gd0<e ER r 的 每 一 公式 重复 < 次 . 

定义 xXxk 上 的 关系 尺 如 下 ， 

Ca YR & max {a sY, }<max (a. y) Lmax {a7} 
=max{g,7,} 且 [oi 过 a 或 (a = 二 as 有 7 过 7) 4]. 
显然 ,R 有 下 列 我 们 需要 的 性 质 : 

CIR 以 序 型 x ASE exe, 

( I) 对 每 一 Ar, Y= {la Y) maxia, Y) KAE aX a RIÉ, 
有 一 最 大 元 的 初始 节 ; 事 实 上 ， 
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Y= (<a): (a, M=(B 8) 或 (ay) 是 人， BY R- 前 趋 }. 
据 对 «的 假设 ,我 们 可 以 用 (x :n<w) 来 指称 具有 下 列 性 质 的 
严格 递增 的 基数 的 序列 : 
CH) 若 x 二 w, 则 每 一 有 穷 且 wy 1 22 
CW) FF x 之 w, 则 每 一 x EWI, CBB A HO), 
CV) Lim «=. 
下 面 的 证 明 类 似 11. 3.7k1) 的 证 明 , 因 此 我 们 只 指出 与 11. 3.7 
《1) 的 证 明 不 同 之 处 . 
(iD 存在 映射 eXe -> 使 得 对 每 一 线 序 案 〈 刁 ,< ,存在 外 
FF 三 ,B 忆 六 ,使 得 对 所 有 a,7 之 k 和 所 有 <<a EX: 
BF Hany Lr Lz A 1]. 
Gi) 存在 映射 g:xXw 一 x 使 得 对 每 一 线 序 集 (天 ,一 ), GES 
EU {XEX) 的 )} 下 列 句 子 集 是 一 致 的 ， 
ZU {Fen (ty (Byatt Enn Da V rye ayy EX). 
(11. 24) 
就 象 11. 3.7(1) 的 断定 2 和 断定 3 那样 ,我 们 能 证 明 (i) => G) 
AG) > 11. 3.11 的 结论 . 
GD 对 每 一 4 之 ww, 在 在 映射 gX >, HE PP BE 
K ) 和 线 序 集 序列 (Xs, 之,) Sac” ) 使 得 : 
(1) E-B AFTA, 
(2) |X >s 对 每 一 pct, 
(3) XrSB， Hir, 
(4) SEE mn, Ba, cc ,和 对 每 一 序数 对 a,7 使 得 
maxia, yK Al rp, ty, E Xr, 
REE se AF 六 [Cas stu] J. 
Gi) > Gi) RY ESA 411. 3.7 的 断定 4 和 和 断定 (5). 显然 ， 
(11. 24) 一 致 & 它 的 每 一 有 穷 子 集 一 致 . 
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所 以 令 卫 是 (11. OWA ROMER MBE. 的 一 
致 性 可 直接 从 Ci) 推出 : 

n=maxih l); r Er PF EB), 

p=maxlaf(Y):¢ fo ty AT PEI). 
如 11. 3.701) RUTEN g: Xe me 如下: 

g(a,Y)=g,,,Ca,fY)). 

RE g.(a,7) 通 过 施 归 纳 于 得 到 定义 .这 个 归纳 过 程 的 每 一 - 步 
涉及 对 在 Gii) 中 出 现 的 参数 PHAM KBR AAC RE BM). 我 
们 通过 如 下 修正 11. 3. 8 来 进行 ; 

11. 3. 12EX G nLwo, p Lre, Et d: Yon. 假设 对 所 有 mm 
<n, BR g BARE eM AA ED Gi AOE CAD. FET Cd D> 
An P-A e GERFEX, MAW B 使 得 : 

11. 3.8 的 (1) 一 (3) 成 立 , 且 
(4) 对 每 一 序数 对 <c,y 使 max{a,7}) 过 8, 对 每 一 a, <<a, EX, 

BE Gn lis Lr ted] 
(5) d: Fp RI (ey © ) 是 严格 递增 的 :对 所 有 (a:7),(e YD EY,, 
Ra Y > d(a,y)<d(e ,7 )， 
事实 上 , 当 ec>>w 时 “是 奇异 基数 ,所 以 引入 条 件 (5) 是 为 了 限制 在 
证 明 中 出 现 的 某 些 销 数 集 的 基数 . 类 似 11. 3. 9 我 们 有 : 

11. 3. 13 引 理 ” 对 每 一 nn<w 和 8<x ,存在 上 映射 d: Y> 使 得 
对 每 一 +<xt , 序 对 (d,8) 是 (nm,8)- 良 对 . 

WT WAL. 3. 13 推 出 (证 ) ,我 们 只 须 构 造 映 射 g.:xXw 一 «使 
得 序 对 (g。) Yor EXT BE Be 和 $< 之 x!1 是 (n,B8)- 良 对 . 该 构造 如 
下 ;所 11. 3. 13, 对 每 一 *<w, 选 择 离 数 dd: 六 一 “使 得 对 每 一 “< 
Kt, ERA 0) FE (no e,)- AT. A 3 一 deskcs), 刚 人 是 Ran(a,) 的 
R-BKU- 令 

H(aV)=d(a,y), WaNEY,, 
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ene 
z(a,¥)= 2s +d.(as7), 对 (ae,y)EY —Y, , s>0. 
j= ’ wi 


易 证 这 样 构造 的 映射 &:xXx 一 « FEE RE Bw 和 fk!， 
序 对 《gb Ye E Eln, p- BRT. 

11. 3. 13 的 证 明 : 施 归纳 于 n 在 下 面 的 整个 证 明 中 国定 8. 命 
题 ( 1.) 一 命题 (下 .类 似 11. 3. 9 证 明 中 的 命题 ( 1,) 一 命题 (了,). 

断定 1 命题 (I,) => RECT). 

PE LAY HEA. 4 CY, 048 PRAT AM CY, ROB Ce, © 中 的 严 
格 递 增 映射 的 集合 . RITEAR Op) |. 

因为 序 对 48,8) 是 YW 尺 - 最 大 元 ,所 以 对 任意 SET. «), 
Ran(f) 有 E- 最 大 元 f(8,8). EA enco WF e, ATE m 
<w 使 得 Ran (A)T en, RE KY p) S U Cen)”. 显然 ,| 7 | 所 
[2X Bl<«, PARTEN moa, Ya] Se, ,从 而 

[Ip «) IKE E> (tem) D Uen). 


[E en LT mm Hn agi r 最 后 一 个 不 等 式 成 立 
是 根据 我 们 关于 基数 % 的 假设 (参见 前 面 的 ( 工 ) 和 (RN )) ,所 以 
11G9 oA) |< Gm Der tit 2 Kin =. 


RHE EY), G Z= (Ce! ;《d.6) 是 (x,B)- 良 对 }. 因 
此 命题 (1,) 断 定 ;x' = U Za EA OO |e PETE 的 


EMMY x) 

正则 性 ,存在 doE1(Y% ARIE |Z, | =e ,因此 Zo 与 x* 共 尾 . 

命题 (1,) => 命题 (下 ,) 的 证 明 如 11. 3. 9 证 明 中 的 相应 部 分 . 

最 后 我 们 来 证 明 命 题 ( 1,): 施 归纳 于 x, 用 命题 (了,) 作 为 证 
明 命 题 (1.4;,) 的 归纳 假设 . 

情况 一 ”n=0: 施 超 穷 妥 纳 于 Yk RJY R 来 定义 d. 

任 给 所 过 x? , 令 BX AKAL. 3. 9 证 明 的 最 后 部 分 所 规定 . 
AAD 省 略 S 一 {Z:w <e) ,因此 对 每 一 7Y<<x, 存 在 6 使 得 : 

BE gin]. (11. 25) 
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因为 每 一 PE 3 重复 出 现 < 次 ,所 以 可 以 选择 上 述 3 使 得 9 大 于 


任何 序数 p<. & 
da,y) 一 最 小 的 a| * 6>sup{d(e te nem) 
且 (11.25) 成 立 ， 
则 11. 3. 12 的 条 件 (4) 和 (C5) 被 满足 ,所 以 d 是 40,8)- 良 对 . 
情况 二 归纳 部 分 ;固定 6 之 x' S e= maxi t,,«} +7, EA 
纳 假 设 ,存在 线 序 集 ( 了 ,< 和 结 梅 融 使 得 11. 3. 8(1),(3) 和 下 列 
(2》 ,4) 成 立 ， 


(2) [Y> SA 5 


marié x} 
(4) R mn. << ye EY A a, Y<: 
BESE anlar ym 
HEERA a E O<e Hie E Yp EMC MF: 
(yoy < ECS BE PU Lyre yer ds 
SOB (yet syn) < 表示 其 中 的 元 素 满足 e <a S lores 
Yal ELYTA D EY AH B 省 略 ,所 以 存在 5 使 得 
Lyset sont bc € Coys 显然 ,我 们 还 能 任意 大 地 选择 这 样 的 .8S<<*， 
因此 施 归纳 于 只 ,我 们 能 定义 严格 递增 函数 S: Yp RIK, ED 
( 即 fEITCY,x)) 使 得 对 每 一 对 aY yee yapi) EOL. 这样， 
我 们 证 明了 l 
prea U foe”). 


FEU, wD 《Ce 人 二 区 


BA Ie KES Imaret, ay 所 以 据 Erd6s-Rado- 定 理 , 存 在 XCY 
(使 得 |XX| 之 Iwowte 0s 22 De, A AE ICY ge) 1 
Ex CE mal far 
显然 , 允 AX. <P ORERE FI CRA in +-1,8)- Bt. 
至 此 完成 对 11. 3. 13 的 证 明 ,从 而 完成 对 11. 3. 11 的 证 明 , 口 
11. 3. 14 推 论 (GCH „Helling, [1964D ”对 每 一 无 穷 基 数 x, 
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cli) =w => m,—h,= 1,:- . 
证 明 ; 据 GCH ,x 是 beth- 数 . 据 11. 3. 11,.m.< Jo ; 据 11. 3. 3， 
miw. [0 
11. 3. 15 推论 (Morley-Lepez-Escobar-Helling) 
mu 一 hu 一 ]。 (h(S..)=1,,)- 

证 明 : 因 为 w 是 共 尾 度 为 wm 的 beth- 数 ,因此 据 11. 3. 11 ,mw 扫 
]。, 据 11. 3. 3m. 2>. C) 

说 明 ; 1) Morley 在 其 [1965j 证 明了 11. 3. 1145 3E, BI x 
二 w 且 只 考虑 一 个 型 而 不 是 … 个 由 诸 型 构成 的 可 数 集 . m. 一 ]。 的 
证 明 是 由 Morley 和 Chang 完成 的 . 但 在 这 以 前 ,许多 人 都 注意 到 
m. = hs, H £498 Chang, Helling 和 Lopez-Escobar (# R, Morley 
的 [1965],p. 273). 

CE) 运用 极 大 型 来 证 明 11. 3. 7(1) 的 思路 是 Chang 在 其 
[1968a] 提 出 的 (参见 Chang 的 [1968a],p. 50). 

CM) 11. 3.11 是 Helling 在 其 [1964j 宣 布 的 ,但 其 证 明 从 未 公 
布 . 因为 在 11. 3. 14 中 只 需 LCH( 拆 限 基 数 假 设 ), 因 此 用 强 极限 基 
数 来 代替 带 有 极限 指标 的 beth- 数 就 可 以 重 述 11. 3. 11. 

(N) Malitz 在 其 [1968] (用 GCH), J. E. Baumgartner 在 其 
[1974]( 不 用 GCH) 如 下 改善 了 11. 3. 15; 

SY。 的 所 有 完全 向 的 集合 的 Hanf HRI, 

(我 们 称 SWF o REED OC FUG 是 6 的 两 个 模型 , 则 
A=, .B. iff J. F. Knight 在 其 [1977] 提 出 一 个 反例 : 
存在 一 多 。。- 完 全 名 使 之 有 需 为 只 :的 模型 但 没有 更 大 需 的 模型 . 

4 3 

11.3.16 $ Z B<e ARS HE A WEL. 3.7(2) 对 
Skolem- 语 言 & “成 并 蕴涵 它 对 L 也 成 立 ， 

{ 提示 :车 各 是 5 的 结构 且 省 略 SMHS. MO F8E S$ 1 
所 定义 的 Skolem- #5 44 半 * 也 省 略 sS. ] 
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第 12 章 良 序 的 可 定义 性 问题 


我 们 知道 所 有 ( 非 空 ) 良 序 的 类 OF (在 同 构 意 义 上 ) 不 能 用 
绎 的 句子 来 刻画 ， 也 知道 AS... 的 一 个 句子 来 刻画 ( 见 
1.2.3) ,因此 在 本 章 ,我 们 主要 从 以 下 三 个 方面 来 讨论 良 序 的 可 定 
义 性 问题 . 

(lL) 在 $1 一 $2, 讨 论 在 有 穷 量词 语言 SUP. RRS 
可 定义 的 ， l 

在 $ 1, 我 们 证 明和 良 序 概念 不 能 用 Soa ATAN AE 4 
MCHC 时 ,在 纹 。。 的 具有 许多 良好 性质 的 片段 Son 中 ,依然 不 
能 刻画 良 序 概念 , 在 这 一 节 , 我 们 主要 用 一 致 性 质 和 模型 存在 定理 
EL fF. 

Æ $ 2. REAR PRR BAR S.- TRA. 

(2) 在 $3, 我 们 进一步 研究 , 若 = (<)> ESP, RNT 
对 良 序 概念 究竟 能 表达 多 少 . 这 里 的 主要 结果 是 LOpez-Escobar 在 
其 [1968jJ 得 到 的 . 他 用 一 种 消去 量词 的 方法 ,确定 一 类 他 称 为 范式 
名 的 句子 ,然后 证 明 就 良 序 而 言 ,其 它 任 一 句子 等 价 诸 范式 句 一 个 
析 取 . 

(3) 在 $4 的 第 1 一 2 小 节 , 我 们 在 Su AAR Se 中 研 
究 可 定义 和 良 序 .此 节 的 主要 结果 来 自 Barwise 的 [1975j. 对 可 数 可 
容 片 段 , 我 们 证 明 的 工具 主要 是 Barwise- 紧 致 性 定理 ;对 不 可 数 可 
容 片 段 ,我 们 证 明 的 工具 主要 是 弱 完 全 性 定理 和 Skolem- 泌 数理 
论 .在 第 3 小 节 , 我 们 把 可 定义 良 序 概念 概括 到 一 般 的 无 穷 语言 并 
把 它 相 对 化 ,由 此 也 得 到 一 些 初步 的 结果 . 
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§1 经。 中 良 序 的 不 可 定义 性 


本 节 要 证 明 良 序 概念 不 能 用 丝 .,。…- 句 子 来 刻画 . 即使 当 MC 
HC 时 ,在 具有 良好 性 质 的 经 。.- 片 段 中 ,依然 不 能 刻画 良 序 概念 ， 

12.1. 1 定理 (1) (Morley,[1965]; Lopez-Escobar,[1966]) 

令 王 是 区。 的 可 数 句 子 集 ，L7 ,< 分 别 是 区 的 一 元 和 二 元 关 
系 符 号 ,假设 对 所 有 a <w I HRA 中 = AUO EGR 
FU Hla, OSTU N S RRN B= (BV ,之 ,…) 使 得 之 线 
FBAV <) 不 被 良 序 ( 即 (7, <) 包含 有 理 数 业 的 一 个 莫 本 )、 

(2) (Morley , [1967 ];Barwise.[1969b}]) $ DtCHC 是 可 数 
WRK SE Se TRER TEM HEGER 5] k = 
PERE SX, FP) MHA ENNM, AKA A= 
(AU 二,…) 使 得 二 线 序 U Hla OCU. <) Ml 5 FAM B= 
《B,V ,之 ,…) 使 得 之 线 序 B 且 (V ,二 ) 不 被 良 序 ， 

证 明 : 显 然 ,(2) > C1) ,但 我 们 先 证 (1) ,因为 它 容易 些 . 

证 (1); 令 D={d,:r R ARKE d, AERA ,2 = LU 
DS "=L UC RPC 是 可 数 新 个 体 常 元 集 , 令 Sa BSI 
THH BRER Tova, ES ABABA. < ,> 的 类 
使 得 集合 ONNU=U.E 7 FRA <E U LK MAF. SS 
是 所 有 集合 
s= UIU id, <d qr A qr ARAK) 

的 集合 使 得 so 是 Mn 的 有 穷 句子 集 , 只 有 有 穷 多 个 cEC 和 dED 
E so PHR sT BA o= End, HP d Rik d, sd, , 


县 ri < <r) 昌 对 所 有 a <o, PERE ME A MER EEU IE 
BAFI H 
A ,Bb.) E 32, A SolGnod, )， 
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其 中 a <b, bita bet, By ta <b, 

FHES Ela cw) — EK RA. 1. 2). TEEN] AER f 
(C4) 和 (C7)(3), 因 为 其 它 条 件 显然 都 成 立 . 

(C4) & V BEsES, ME S 的 定义 ,对 每 一 aay :存在 EG 
使 得 

AÈ) FIZ A sy A Ol md, ). 
因为 日 是 可 数 的 , 故 存在 9E 日 使 得 对 任意 大 的 <c< ,0= 和 ,因此 
sU {0.}€S. 
(C7)(3) 车 dE 也, 则 对 所 有 sES, 存 在 cEC 使 得 
sj{d,=c} ES. 

令 cEC RE so PWR, AS rye <r rrp er, A 
了 证 明 sU (dc), RP) RATER. Peta, pbb tpb 
ies rbn FESD HS b=6,+0,F 8 RITA ; 

a Sb, bp bash, bSb+a,-, 6, +a Shn 
由 此 和 题 设 ,我 们 有 
DU (d,<d,:qg<r} ES. 

据 模 再 存在 定理 (4. 1.5),3U{d <d, q <r BAM. 因此 he 
模型 吕 使 得 (VY ,过 ) 包 含有 理 数 集 的 一 个 摹 本 . 

证 (2) :下面 的 证 明 是 上 述 证 明 的 精致 形式 . 恰 如 (1) 定 义 S 除 
了 用 acEON 站 路 置换 a <a. 

下 证 S 是 Cw,w)- 一 致 性 质 .有 新 的 困难 的 只 是 (C4) 的 验证 : 
令 5ES,o=wm(z-, 贾 ). 我 们 对 多 增加 下 列 新 个 体 常 元 来 构造 
新 语言 2 * sep: p<w,PEONNM). 对 每 一 序数 cE ONNM,.S 
Dede SPH PATER: 

U bom, 

U{d, ), 对 pS, 

Ulep), 对 pn, Ba, 

Cpls H pogan P Ya RAF pa KC pq HRY), 
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ep<d,， 对 pn B<a, 
em<d.， -对 p<n. 
ER, Žac, N T, ET A Aa RAA ERA EDARRA 
AEM, b EU B a Kbb ta Kbps bri ta Sb, HR Yo 
的 任意 句子 Od, HES HM. 
SULO ES & 对 所 有 ECON, HAUSE OM 
WEE, (Wb) IZA AGE, ). 

我 们 还 注意 到 ,模型 (加 ,bl ,…,6,) 同 构 于 As 中 另 一 模型 OE 
能 膨胀 为 .的 模型 . ( 常 元 eopyeip 分 别 对 应 序数 有 和 如 十 了 TAM 
SUES 存在 GEONMM 使 TULLE SOA SAO). 

(12. 1) 
4 Qa, 6) RAR 
“a RPK O Card, ) 是 Ln- FAURE”, 
据 可 数 可 容 片 段 的 Barwise- 完 全 性 定理 和 Barwise- 紧 致 性 定理 
(4. 3. 11 和 4. 3.12). BKRQG.OH M WTA 
a <B H QD => Q(BO). 
下 证 (CC4) 对 > 成 立 . B VOE MVEOESULAKVER 
多 含 个 体 常 元 符号 Cu od, ,所 以 对 所 有 BEONNM, 
EUT, aE ~C As A VO). (12. 2) 
假设 对 所 有 OEO, sU {9} ES, M 
(M, EF (YIEB)Ia Qa,0), 
据 -EERU FEREC N HR Oca A 
la E) F (YAE Ma Qia, g). 
& B=0N Na, M 
M, E)E (WOE @)Fa <P Q(a,9), 
因此 (M.Ed F WIE HMQCZ.S). 
这 意味 对 所 有 IEO SUL, FLANA FUL 
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ZUP, 一 (人 mAVG). 
面 这 与 (12. DFS. AWK OSC @,sU 1G} ES. 这 就 证 明了 
(C4) Ot s 成立. . 

至 此 证 明了 SS 是 (ow,w)- 一 致 性 质 . 因为 ZU fd, <d,.g<r} € 
S, 所 以 据 模 型 存在 定理 ,有 模型 B 使 得 (V ,一 } 包 含有 理 数 集 的 
-tk 

说 明 :12. 1. 1 的 上 述 证 明 是 Keisler 在 其 [1971] 中 和 做 出 的 , 它 
与 原来 该 定理 的 证 明 有 所 不 同 . 

12. 1. 2 推论 (L6pez-Escobar,[19661) $o ÈZ.. ATER 
z 的 每 一 模型 形 如 对 = 4, <,…)》, 其 中 志良 序 A. 则 存在 a 之 ww 
使 得 的 每 一 模型 有 < 的 序 型 (这 说 明 良 序 概念 不 能 用 Loo 
FRR). 

IL FTES. .的 可 数 句 子 集 , 假 设 了 有 可 数 模型 
UW=(A,U. <<, ARCA U BU 不 可 数 , 则 三 有 模型 BH 
(BV < HAV ORS AERA -TER. 

证 明 : 因 为 任何 不 可 数 线 序 包 仿 iw, 过 ) 的 一 个 区 本 ,或 者 包 
Bio! ,过 ) 的 一 个 摹 本 ,或 者 包含 有 理 数 集 的 一 个 摹 本 .也 

12. 1. 4 推论 (Makkai,[1969c]) SU=(A,<.- ARR 
序 模 型 日 不 包含 有 理 数 集 的 摹 本 , 则 存在 Soa TF o 使 得 对 所 有 
HAB, VBEoo BA. 

TED : 据 笃 .,. 的 Scott- fy HB 1. 2. 20), FE o 使 得 对 所 有 
可 数 结构 器, VES BEA. Hoe 有 不 可 数 模型 , 则 据 12. 1. 3,0 
ARAN S 使 得 冯 包含 有 理 数 集 的 一 摹 本 ,因此 VEU, HY 
5 没有 不 可 数 模型 . 口 ] 

12. 1. 5 推论 (Friedman) SMCHCHADRWARTS E 
So DERE OEM 上 的 ,假设 对 所 有 aEON 门 踊 , 厂 有 
BAA ENG P<} , 则 六 有 序 型 为 有 理 数 集 序 型 的 模型 链 . 

证 明 ; 对 每 一 a 二 w, 令 
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A= (UM, .a,<R), 

其 中 REDRA S rE Ay Sr EFATE: 

有 对 集会 {z: 民 (zzr)) 的 相对 化 ， 对 所 有 uwEU， 

LEU, 

Va(VuvEU)LuxvA Ru rR(v,r)], 

(YuvED uv rdr(R( wv TA Ru, rz))], 

YrdaEU RT). 
据 12. 1. 1, 丰 "有 模型 B= CUB,,V ,<,5), 其 中 V 包含 有 理 数 
集 的 一 个 昔 本 . 易 证 { 册 :ooET)} 就 是 满足 本 推论 的 模型 链 . 门 ] 


§2 经- 中 良 序 的 不 可 定义 性 


运用 第 11 章 的 结果 ,特别 是 8 3 给 出 的 Hanf- 数 的 上 办 ,我们 
在 本 节 证 明 , 对 任何 无 穷 语言 2, 良 序 不 能 用 多 -的 一 个 量词 名 
来 定义 . 当然 ,超出 这 个 范围 , 良 序 还 是 可 以 刻画 的 . 例如 ,我 们 在 
1.2.3, 1. 2. 4 和 本 章 $ SPA ARH. 

12. 2. 1 定理 (Green,[1975]) 假设 x 和 2™* 是 正则 基数 
(nw, ) RE x 是 强 不 可 达 或 是 后 继 基 数 . So BS. FU 和 过 
是 经 的 一 元 和 二 元 关系 符号 ,上 且 对 所 有 a <27, 0 有 模型 A = 
(AU, <0) RE U RREH a, OSU) oe 
模型 B= (BV ,过 ,…) 使 得 之 线 序 B 是 人 VY ,过 ) 不 被 良 序 . : 

WBA: $ D= {d,:rEQ B d. AARAL EFRR 
集 , 令 dM ALS 的 结构 类 使 得 若 半 = 04,0. <, EA, U= 
{fasaEU 是 序数 } 是 小 于 2 的 序数 且 二 线 序 UU. 

令 S5 是 所 有 集合 

s=s U idd, <r A grEQI UU dA) g EQ) 
的 集合 使 得 "是 Ln =L UCUD H ERUF « ER RA 
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有 穷 多 个 dE DD 在 5 中 出 现 且 车 dd, 是 so 中 DD 的 所 有 元 素 使 得 r,<- 
…<<r,, 则 对 所 有 e <2 EE WE bE UR FE A 使 得 
(UBF ASC] DOSTU, Akoa H 
a Kbi, bita Sbr baa ta Db,. 

下 证 S$ 是 (x,w), AER R4. 2. 6). 在 此 我 们 只 验证 条 
件 (C1),(C47 和 (C7)(2) 一 (3 因为 其 它 条 件 显 然 成 立 . 

{EB s=s U (d.<d,g<rsg.r EQ) U (Uld,) gE Q} ES. 

(C1) Ricos. 因为 sES > 5 AR, o, ma) Es. A 
Mt Rr, <r,,¢=d,<d, ,或 对 某 个 9€Q,0=UGd,)- 在 第 一 种 
fit Fd <d. Es HAERE A bi 6.48 b <b H A bsb) F 
一 《d, <d, ). 在 第 二 种 情况 下 ,一 U(d,) © 50 AERA Wd tE BE 
U* 8 00,6) F Ud). 但 这 两 种 情况 都 产生 了 矛盾， 

(C4) S{(V GETS Cs, MRS 的 定义 ,对 每 一 a 去 2” , 存 
TE UE R by ene rba EUH Se EA 

(Ab, DEAL ODOT, HFo, 有 有 
-a Khas biata by gts By ate Khe 
因为 分 配 律 规 则 保持 有 效 性 ,所 以 对 所 有 <2 FE gE Ile. 
使 得 ， 
Ub, EASA A ODED] 
Pay TD <2?" E2 EEN, A FEE gE LO, 使 得 对 任意 
ka<x2™, 
CWB) EASA A fe @ iE Df). 

MIEN oS esU (gO 1E LT) ABER B<27". > aM BRN 
Ha SP i ER. > WN bn p= beams H Se= Sam 则 
BRAC BY By am = 8) ,a hyp BEG ag FOB) Shy oy = Oy, 
H : ADD F A SEAN 

(C7)(2) MR EaD Eh U= E TSEs, 且 只 有 有 穷 多 
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个 dED BEG) :iE7T} 中 . 令 

D= E plt) Es), 

L= GEL GE {ds<d,:q<r}}, 

I= {iE Tgl) € Ud) 1g EQ}}- 
WI=hULUL AS s=sU (gilt /e) FE US) W 

Hb E Asolf]> AbD E ALLA. 

因为 只 有 有 穷 多 个 ZED KREO HED PAM EL, 
p UDEM 心 <d ,所 以 天 是 有 穷 的 ,因此 不 妨 假设 它 只 有 一 个 元 
KWH BGR t<d, R d, <u HME RE 11 和 ) ot 
Bed... BrE (reor) LB) E A sS], H be <6, M 
F AED FADL] 

E E, (MBE plti LS] BR rE roor UTED mE 
(Oeon) Tar Lra 因此 对 所 有 a <2, E Aob, DM fo 
对 ss 和 a 满足 条 件 , 则 a 

CA oes Bice bs bapae" s Duato) 
和 SJT shU E A a WEAF HEP b HB bnga ta o- 所 以 对 
每 一 a <<2>*, 我 们 能 找到 一 模型 对 a 和 
=n U {pi ES U {pA ED} 

满足 条 件 . | | 

CDD BB iE DBR eS 相对 C 的 基本 项 集 使 
得 只 有 有 穷 多 个 4E DD 在 其 中 出 现 . 令 厂 = E7:46D) ,1 一 1 一 
四. 令 {csiE 有 是 1 个 互 不 相同 个 体 常 元 使 得 它们 没有 一 个 在 so 
Hine Pe. 则 | 

Abd k Alf > 69 ASS, 
其 中 si=s Ute =4:1€1,),B . 
P= Kes fle ERDU laf) iED): 

因为 对 所 有 EL 1€E€ DFU 1 有 穷 , 因 此 对 7E1;;, 我 们 能 一 次 一 
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个 地 找到 <; 的 解释 . 若 t 在 s 中 出 现 ,比方 说 4 二 d,，， 则 对 给 定 的 
I> FHP (es fle} U {<cisbeciy)}: 假设 f; 不 在 5 中 出 现 ， 
WET re rotor) ot Æ de ACOR TER PAB, RAT 
能 在 诸 rn 中 找到 一 个 > 且 用 适当 的 5 解释 c | 

这 样 ,我 们 证 明了 S 是 (x,w)。- 一 致 性 质 . 假设 上 是 表述 “< 是 
的 传递 线 序 ”的 SOB. 我 们 断定 : 

{a p) Utd <d,:q<r,g9r EQ) U Ud) :9EQIES. 

假设 s<< 2 根据 本 定理 的 假设 ,存在 {c,%} 的 模型 % 使 得 
(aU, < 今生 玫 Ufes:p8<a) 其 中 (er:8<a) 是 新 个 
体 常 元 集 . E p eS. A PAF: 

A leg Megs B<E<a} A A (U leg) :B<a} AcAg, 

则 ME BLS © {Cep,8):B<a}]. 因为 2 是 正则 的 ,所 以 qx。 有 基数 
三 2" 的 模型 A, .但 也 中 的 序数 集 是 一 个 <2 ”的 序数 ,所 以 MLE 
M.A ULE @ ERA, SOU, AA F oA. AEH E 
述 断 定 ， 

据 模型 存在 定理 4. 2. 7， 

{op}U {d <d, :q<r.g,rEQ} U (U (d,) EQ) 

有 模型 B= (BV ,二 ,…) 使 得 二线 序 V 且 (VY, 二) 包含 有 理 数 集 
的 一 个 人 摹 本 .器 ] 

12. 2. 2 推论 RRS SWF RAD. 

证 明 : 令 ?是 名 .的 句子 使 得 对 每 一 半 二 (4, 过 ，…)， 

AEgpae<cRA A. 

选择 不 在 ?中 出 现 的 一 元 谓词 U. 令 so 一 pAYzU(z), 旭 对 某 
A ave 是 经 +。- 句 子 . 但 对 每 一 wa < 02)+ ,模型 (入 ,,U,, <i 
o A A=U. =a $ E12. 2.1 的 假设 ,因此 存在 9 的 模型 B= 
《BV ,之 ,…) 使 得 B=V 且 B 不 被 良 序 ,矛盾 . E 

下 面包 括 的 结果 和 证 明 所 使 用 的 技巧 是 López-Escobar 在 其 
[1966 得 到 的 ;其 结果 本 质 土 已 在 12. 2. 1 中 表述 ,但 证 明 方法 不 
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一 ,值得 我 们 在 下 面 介绍 . 沿 着 相同 的 方向 ,Karp 在 其 [1965] 用 
back and forth- 方 法 得 到 一 个 较 弱 的 结果 (12. 2.5). 

令 史 是 所 有 ( 非 空 ) 良 序 结构 的 类 ,在 1. 2. 4 施 超 穷 归纳 已 定 
义 多 = 一 { 挟 } 的 .具有 下 列 性 质 的 公式 Fw) ,其 中 PEON, 

(1) Ë B<<e, 则 约 (os) 是 有 一 个 自由 变 元 的 2- 公式 ， 

(2) AA —- UH (A, CP SRA 4) 和 每 一 aE4: 

WE go [a] S (bE A:b<a} HAR B. 

据 1. 3. 15 ,我 们 称 EPCS.) S 存在 语言 LDS Ms 
Sent (20) EAE 0 =Mody, DI L. | 

12. 2. 3 定理 (L6pez-Escobar) & H={<)} 是 基数 , 则 

W E POL w). 

证 明 ; 因 为 每 一 PC.(S)- 类 在 较 大 的 语言 LitEA 
POCZ, -类 ,所 以 我 们 只 须 证 OF APCS.) 假设 对 某 个 基数 
AK EPOCH.) NRE A RISA (SF o tE 
W = Mody (D) {<}. 此 外 ,我 们 还 可 以 假设 4 是 后 继 序数 ,4= 
x”, AAS, IS. 

通过 增加 下 列 新 符号 把 名 扩张 到 Za: 

二 元 关系 Ro, Ro, 三 元 关系 Ro 
一 元 关 闲 RR,， 个 体 常 元 Cast Cg: 
我 们 的 目的 是 要 定义 (2;),。 的 句子 6 使 得 : 


C1) 存在 oA 的 基数 为 3. 的 模型 ,其 中 «一 2*， 
(i) AEM A0) > |A- 
显然 ,这 与 前 一 章 & 3 的 下 列 结果 矛盾 ， 
hU(S,),) = he) yy <I, 


CI ) 的 证 明 : 在 构造 9 之 前 ,我 们 来 描述 一 下 适 于 (II ) 的 模 
BA 3= 了 .十 1,x= 二 2 ,因为 (6,EN6)E% ,所 以 据 假 设 ,存在 史 
E Mody, (a) (849 B (<}=(6,E} 5), BM B=d,<"= Ef 4. 


* 503 «+ 


MIE DB 扩张 到 多 :的 结构 D: 
Dtr =b, 


D D T D 
Co =0, Cy By C: Hy C3 =2", 


Gat, Pao =e, P=, 
RP = {<a,a+1) aE I}, 
RP = (ka, J) :a <x}, 
R; = (a, 0a <I, BL a SIR AR}. 
$5 cP ANE IT i= 2.3.4, ERS goa PPP), FUE M 
R? ={ (0) a <E Hb€g(a)), 对 i=2,3,4. 
对 每 一 & <n, > Fat dag: FO, EF. A GE 
RE = (Chae Vo) a Ke rE 1 CELA}. 
BUEL ht FA) FE D 中 成 立 : 
a) VYzy[RCzy)eer<yA 一 3z(Cr<zAx<y)]， 
《2) VYz[RCzJeecn<c 工 人 VYyCy<z-3z(y<zAz<<z))]， 
(3) ge). 
(4) Eley), 
(5) (er), 
(6)—(8) Vry[z<er Aye Ve R Cr z) eR Cyr) 
—~z=y])], KP i= 2,364. 
(9I—C11) Vay Rilrev eye), 其 中 1 二 2,3,4， 
aD Vwaylar<w A yw 
[YVR iwr R wyr) mary). 
(13) Veyel RsCrsy) A Rsd eyes], 
(14) Yelle V reeset yR ry], 
(15) Rs Ceaser) ARs(csycs)， 
(16) Yuvwrt R, (usv) A Rs lusw) AR; (ry) 
i i >Y yzi R (ry zee) ], 
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(17) Vow R, Cw) AR; (sw) 

Valeur yz(yp<v AR, G2) Ar<z)]], 

(18) Vala<ie, V r=co)- 

因此 ,车 06 是 (1) 一 (8) 的 合 取 , 则 DEModloA0) 且 ID|=1， 
FFC I OHE. 

(EORR: S DE Mode AO), oc HR<* 良 序 4, 所 以 
存在 序数 p ERA, <A o Eh o> ALR RRR 4 一 p= 
(E:F<ppA<W=€f 0, ik cf BRITA ECHR P i=0,-,6) 
来 指称 的 .小 于 o 的 序数 . BF (3) — (5) 6, = 0,6, =a, f= am 从 
《18) ,我 们 得 o=, +1. 对 1 一 2,3,4, 令 

Fiz (6a X) att A X={t: (0,6 ER )), 
用 (6) 一 (11) 的 适当 例子 ,我 们 得 出 每 一 f; 是 单 射 使 得 SE 


P(E) HA = 23,4, FE EI <2", EIK B18, 1<2" = A 
Ie Eet. ADAC), 
la, ERT S a+1=8, aC Ri © ao>0 是 根 限 序 数 ， 
对 ax<po, 令 
ga= (YX): %<a H X= iple Y OER D, 
从 (12) 得 知 


Ba 是 定义 域 为 a 的 单 射 。 (12. 3) 
从 C13)--(15) 得 知 ,RR 是 定义 域 等 于 十 1 的 映射 使 得 RP CO) = 
w, R E= C16), (417) 和 (12.3), 且 施 妇 纳 于 a, 有 
IRID SI 对 所 有 a SE, 《12. 4) 
因此 所 过 1 ,RY(&,) 二 和 (12. 4) ,有 
Al=lel=lé = R COIS < O 

令 .A 是 结构 类 ,下 面 我 们 用 A MRR A p WE). 
我 们 称 -4 RAI MR aR IDE OE RPC), © 存在 
EPC 入 的 语言 的 公式 pEi tN Z. | 


下 证 12. 2. 3 的 一 种 精致 形式 . 
12. 2. 2. 4 定理 令 = {之 } ,x 是 基数 , 则 
W ARPO Leu): 
证 明 :如 前 一 定理 的 证 明 , 我 们 在 此 只 须 证 RPC 的 情况 , 假设 
要 证 结果 不 成 立 , 则 对 某 个 2,% ERPC(H,.) ,因此 存在 4,2 
(<) AR PE Form, CL h MAF CE Sent (Hr) HB = 
《Mods (a)? N {<<} ; 换 句 话说 ， 
(1) 对 每 一 序数 p> 0, FTE BE Mode (c) 使 
B2p, P=p, <"=Ef}p. 
(2) Æ A E Mode (0), 则 存在 序数 p> Offi 
ig <i" lp, Ef pd. 
如 前 一 定理 证 明 , 设 ASt AIH |<a. > 经 如 前 规定 , 令 多 
EZ hs HF LH en lh i 令 


=O NK Age. 
$812. 2. 3 的 (I Wn 有 
C1)! 存在 序数 8 使 18|==J.( 英 中 二 2 ), 和 5,- 结 构 中 使 
A EMods (AG), Pe=8, < 一 ET 
用 12. 2. 3 的 (1 ) 和 (C2) 可 得 
(C2) # UE Modso(o A), 则 存在 序数 o> Off 
(P,P EPP 1ol<3+， 
令 正 是 新 二 元 关系 符号 ,5 一 人 2,U (FE) BRUNE 是 从 个 
体 域 到 罗 的 解释 上 的 双 射 "的 句子 , 即 ， 
$=VaylF ry >My) AY yg Arr (zr, y)] 
AVadyF Cæ, y) AYryz[ Flr, y) AFl, z) > y=] 
AY zyz[F (zz) AFECy 2x y]. 
S p= AG Ag BE BE Mody (h) A y =B, 
据 vAb 和 (2》 1B) <3». 因此 我 们 证 明了 : 
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CL) BEMody (p) > |B|< + 

HTI S ow) <1 SEA IA AAU: 

CI) PERALES) a RA. (AWE WRI RE 
=> PpREEKEGRE” WHS) IEE FG. ABE 
3.) AAI AERA Be A hS3) CA BD 

CI) 的 证 明 ; 对 (1) 的 结构 好 ,运用 向 下 -LS- 定 理 (11. 1. 2), 
因为 

max{ |ô], |; S max{ A) =H 
cdn, cfr, 
所 以 对 每 一 基数 S< N=, A= BW A EEG 
以 据 11. 1. 2, 存 在 UW, aA | A, | =1,, FH ICA,. AK A, € 
Mody AG) , 据 <u 和 (1) ,有 OCP Cg =, At 
{g@o|=|s}=I,= |X|. 
SA Pe L-47: | 
ATL =A, FP EKA FR LAEN. 

BRU 是 ( 工 ) 中 要 求 的 办 的 模型 . 口 

12. 2. 5 推论 ”对 每 一 基数 ,存在 序数 8>>0 和 线 序 但 非 良 序 
的 结构 (4, 二 ) 使 得 (6, E15) 二 (4A, 二). 

证 明 : 设 结论 不 成 立 , 则 存在 基数 必 使 得 对 所 有 序数 OOM 
结构 (4,<)， 

O ENDE 6A <)> ARR. 
ABRAM 
| U {Mod (Thy,.((8, Eb 6))) :6EON,0>0} EW. 
因为 % 的 每 一 元 素 同 构 形 如 C6, EN) 的 某 个 结构 ， a dE ON, 
63>0, 所 以 逆 包 含 也 成 立 , 因 此 
U {Mod(Th,,.((8, E16))) SEON,6>0}—%. (12.5) 
令 T> |Sent(SH 0) | FP S=(<), 0 
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A Th, (4d; € T &) ) €E Sent (4 rels 


因此 车 A> Sent (rw) | AY 
a= V {A Th, a8 Et EON, S0} 


E L wT 易 证 (12. 5) 左 边 等 于 Mod(o), 因 此 % 二 Mod(o)， 
所 以 对 某 个 基数 4, EEC(C521。) ,而 这 与 12. 2. 3 矛盾 . 门 

说 明 :Karp 在 其 [1965] 独 立地 证 明了 11. 2. 5 的 一 精致 形式 . 
根据 这 一 结果 .她 证 明了 对 任意 oe AEC, (S.-H GE 
AA Karp 的 结果 ,我 们 还 需要 下 列 记 法 : 

12.2.6 记 法 ” 任 给 两 个 线 序 结 构 (4, 过 ) 和 (8B. 过 ), 我 们 用 
(A,B. ORRERA AXB, DRF IEX T: 
aa E Ashi, EB, 

laishar b) S by <b, X (bh =b H a <a). 
这 样 ,Karp 的 结果 可 以 用 下 列 定理 来 表述 : 
12. 2. 7 定理 (Karp,[19685]) 令 人 是 序数 使 得 8 一 supfe :ez 
ô}, || =x, A<) EA HT wo(first element) 的 线 序 结构 , 则 
(6, EV DSE EIDA, <). (12. 6) 
特别 地 , 任 给 基数 x, (12. 6) 对 每 一 基数 6>-« 成 立 . | 
”证明 ;这 里 我 们 要 用 back and forth- 方法 (关于 这 种 方法 的 详 
细 研 究 请 见 下 册 第 14 一 15 章 ) 来 工作 . 对 <ð, 我 们 称 形 如 
Lai, wis ED) 
ZAKE 6 BY -E RHE in | 
[laesa a" (F+1),a)) 
的 左 闭 区 间 为 (5,E OAH wo - KH Pee A Hex 
5.4 
LS {he f EMO HE OE i — PHN, EL DOA, 
Ayi wR ag — PHO R RHR FCLO, oD) = 
[{G.ag>s (ar a0) Bf 49S KIRK OH — PH DOHA 
SFR) . 
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因为 对 每 一 a 过 8, 把 0 映射 到 (0,ao) 的 函数 在 每 一 L 中 ,所 以 对 每 
— a L LED. if Pa, — o KARE w -区 间 的 并 因此 下 所 
Kp. 据 14. 2.3 ,我 们 只 需 证 明 干 列 条 件 成 立 ， 

(Cl“forth" 部 分 : 若 "十 1S8, 则 任 给 F< 和 SEL FE g 
EL 使 得 foe H FE Dom(g). 

(2)“back" 部 分 : Bat1<é, WERE AE GEL HG 
(A ON SELL FFE GEL 使 得 fg H.a) € Ran(g). 

在 此 我 们 只 验证 (2) 成 立 ,因为 据 对 称 性 ,<1) 的 验证 也 类 似 . 

假设 atis, (Ea € (8, EP DQLAL<OM FE La WY FE 
从 人 的 mr+L- 区 间 的 并 到 (3,Eo) 因 (4 < 的 of 区 闻 的 并 的 保 
序 单 射 且 定义 域 有 穷 . 以 递增 线 序 的 形式 把 包含 Dom (S/R 
的 那些 co" BR fe] HES IF : | 


Jos biai Shs wees Jas Jy=([0, af), 
f y i 4 
Jos tr Ji, “°> Jis, ede 


* (12.7) 
车 尾 ,a) 已 在 其 中 一 个 J 中 , 则 我 们 把 (12. 7) 的 第 头 所 指 的 也 丑 
自然 地 延续 下 去 ,不 难 把 扩张 为 gE Ln Ea) CRan(g). 下 
MRE Ea) REE J 中 . 令 几 是 (#a) 左 边 最 右 的 区 间 , Hi 
种 情况 需要 考虑 ， 

情况 一 ”m=n KI KS I, 要 邻 : 通 过 扩张 (12. 7) 中 的 喘 
射 使 之 把 yu 右边 的 oo RK PRT BI (Ea) HY ot RI. 

情况 二 Jat Ja 相 邻 ;在 这 种 情况 下 ,了 不 能 扩张 为 +1 中 
的 少数 使 得 导 ,a) 在 这 个 函数 的 值 域 中 ,但 它 能 扩张 为 中 的 一 - 
.个 函数 ,所 以 还 是 满足 条 件 (2). 因为 et RE J。 是 个 必 - 区 间 
的 并 ,而 在 这 个 -区 间 中 只 有 有 穷 多 个 区 闻 包 含 Dom( 户 的 元 
素 ,我 们 把 它们 记 作 Smis Teg 令 Imre E Js 右边 第 一 个 a- 
KEJ HE, EP MO QLA, OHM WE (Ea) wo KI, RS! E 
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J, WGA TE TL, 的 左边 . 令 映射 EEE AAMAS, ee 

Jn E502 DAB FAL, AGE, BRAD N g 是 -区 

Ral 5 SFE AS OR EASY BO," BRT FIL (0,05), (o",a,)) EB 

Ea) © Rante). 这 就 证 明了 了 能 扩张 为 函数 cel 使 得 
(Êa) €E Ran(g). C] 

12. 2. 8 推论 不 存在 包含 二 的 Z a t TEREKE < R 
序 A” EY SEF. 

证 明 : 假 设 存在 这 样 的 公式 p , 则 pg 有 某 个 序数 8 作为 p 的 量 
词 秩 , 即 qrp) = 8. 选择 6 之 8 使 得 6= Uw. 这 样 的 3 显然 是 存在 
的 例如 ,任何 大 于 8Uw 的 基数 就 足够 了 ., 令 加 是 线 序 但 非 良 序 
的 结构 , 则 yp 在 (6,E15) 中 真 但 在 ‘5, Eh OW’ 中 假 ,而 这 与 上 
RETE CO | 

12. 2. 5 还 有 一 个 有 趣 的 运用 , 即 用 下 列 模型 沦 结 果 来 表述 
Lo WATE EE 

12. 2. 9 定理 G A, NEPO a ER ANANA =O, MF 
在 WEES, HER HOO AKO Y=O.0 

证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

正面 我 们 说 明 这 个 结果 不 能 扩张 到 经 .的 PC- 类 上 ， 

12. 2. 10 例 4 A 是 所 有 与 (wo ,EVw) 同 构 的 结构 的 类 ,人 
是 所 有 线 序 ( 全 序 ) 但 非 良 序 的 类 T-A, BRA HO. E 
1. 3. 34(3), VE PCH) HEPC (LI RP LE). 事实 
E, 4 EIB nno UL, PAP FRZAKRRASYE 
列 句 子 集 的 模型 相对 S= {二} 的 所 有 轨 约 模型 的 类 ， 

(1) “<a”, . 

(2) Sag (a), faa, 

(3) alec), PER mL n Em, 

《4)“ 对 每 一 Elre, ) RA { enw} r L-E 
Hak C r << - a RES TRH), 
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Vay2 Fla. ys) AFlrsysv)>zr=v], 
Vay2LF (iy 2) V yen) Ae<z], 
Vaz z<a2—-d yF (x,y,z) ]- 
假设 存在 类 H 2A RO =. FRA N= 
DQ, Mw, Eb o> EAX. #12. 2.5, TERE A, <A, <) 
AR SE BSE Aw, € wy 一 .4,<), 据 假设 ,(4,<)E 2、 因为 
CA ODERT PU(A, OEY AIA, OER) RO 
VV=OF a 
XE, RIER TE Loo PE POR WY RATE 
H t=. FHRA ASTA AVN HO. EM RAR 
H fie ECC. -38- 
关于 良 序 概念 在 上 述 领域 的 进一步 研究 请 参见 Calais 的 
[1972] ,Feferman 的 人 972] 和 R. Fraisse #J [1974]. 


w 习 
12.2.11 证 明定 理 12. 2. 9. 


$ 3 良 序 与 有 穷 量词 的 其 它 关 系 


前 两 节 的 内 容 已 告诉 我 们 ,对 任何 有 穷 量词 语言 Sa REM 
念 ( 即 所 有 非 空 良 序 的 类 W” ) 不 能 用 经 的 句子 来 刻画 . 本 节 我 
们 则 村 进一步 研究 , 若 L=, MWE 绎 中 我 们 究竟 给 对 和 良 序 
概念 表达 多 少 . 这 节 的 结果 是 Lapez-Escobar 在 其 [1968] 中 得 到 
的 . 他 采用 消去 量词 的 方法 (这 种 方法 本 质 上 是 对 Ehrenfeucht 在 
其 [1961] 和 Mostowski-Tarski 在 其 L1949] 使 用 的 方法 的 结合 和 推 
广 ) ,在 一 定 条 件 下 ,人 的 某 类 句子 (他 称 为 范式 揣 ) 使 得 就 良 序 
概念 而 言 ， a te a se 

本 节 固 定 经 = {过 }) , 令 RC 是 所 有 无 穷 正则 基数 的 类 . 因为 每 
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一 良 序 结 构 (4 ,< (其 中 去 良 序 4) 在 同 构 意 义 上 都 能 用 LU (mW: 
“ERC) 的 一 句子 来 刻画 ,所 以 表述 
“i Fah eI STR XTRA GA” 
BU (He RC)- 句 子 集 三 就 有 性 质 :Mod(2) 一 %Y. 正 象 我 们 
将 要 看 到 的 那样 ,5 是 和 否 成 功 地 刻画 A 很 大 程度 上 依赖 下 列 事 
实 : 瑟 中 句子 的 量词 秩 (qr) 是 无 界 的 . > 
Q. = {p pE Formi Z w) H qr(g)<x}. 
(参见 1. 3. 13 及 其 后 面 的 说 明 . ?本 节 的 主要 结果 之 一 就 是 要 证 明 ， 
就 良 序 概 念 而 言 ,Q。 不 比 双 -. 表 达 更 多 的 东西 (参见 12. 3. 25). 但 
是 ,即使 Q. 不 强 于 名 (就 良 序 概念 而 言 ,一 般 说 ,Q; 比 ARF 
了 ) ,以 Q, 作为 起 点 也 具有 某 些 优点 ,其 中 最 重要 的 一 点 就 是 ,分 
配 律 对 Q, R ME pQ 的 公式 使 得 它 是 诸 合 取 的 一 个 析 取 
(或 诸 析 取 的 一 个 合 取 》, 则 g 逻 辑 等 价 Q. 的 一 公式 oO HR oe 
诸 析 取 的 一 个 合 取 (或 诸 合 取 的 一 个 析 取 ). 
为 了 方便 ,本 节 我 们 用 上 gq 表示 对 所 有 六 E%, 半 上 9， 
下 面 我 们 规定 几 个 与 良 序 概念 相关 的 句子 类 和 模型 类 ， 
T= {o:0€ Sent (4, AY Fa}, 
Te 一 {axsEQ- 的 句子 且 YE}, 
WW" =Mod(T,), 
Of 2 = Mod (TS). 
BR YOY So 在 后 面 的 12. 2. 260) FR TEA: 
E LER AY, 
就 象 在 L PRE ,我们 也 将 考虑 ,每 一 非 空 可 定义 子 集 有 首 元 的 
线 序 的 类 . 为 此 我 们 令 D.( 或 DDE (或 Q.) 中 所 有 具有 下 列 
形式 的 句子 的 集合 : 
Yoill voo V vo V ov] 
A Yoan alldro ar GA V2 gh x,/zil>z=z, V ra <z))] ， 
其 中 9 是 SAREE FOST rni Sn) z Fip), Halae, 
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JEG M3 x, (2.=zAMHARK. + 
Mi=Mod(D), A =Mod (DP). 
据 和 良 序 概念 的 性 质 , 立 得 下 列 包含 关系 ; 
OOF ECA SEA, WEW CA. 
在 12. 3. 26 ,我们 最 终 将 证 明 : 
W =A MLE S. 
下 面 我 们 定义 Lepez-Escobar 的 所 谓 范式 句 . 为 此 我 们 需要 给 
出 世 - 的 某 些 公式 ,它们 与 线 序 中 的 极限 点 (或 导出 点 (derived 
point)) 概 念 密切 相关 . 
EHEM a,8,7 表 示 序 数 ,其 中 7 表示 非 零 极 限 序数 . 
设 &,B,7<x, 则 易 见 下 列 定义 的 公式 是 S.A: 
12. 3. 1 定义 
A) LimeCvo)( 读 作 vo 是 cA) AE FI HE AA, 
QM Lime lr) ==> 
D Limp (vo) =Lims(v) Adv, Coy <u A Limalloy/v, i) 
A Yo Leor <v A Limallvo/v; || > 3 v: fv, <v 
A veo A Limallea/v H], 
@ Lim) = A {Lime(ve) : B<9). 
(2) Lasu GEH vp a- 末 极限 点 ) 是 下 列 公式 ， 
Lim, (vo) A 一 3m <u A Limollvo /vl ). 
(3) End, ( 读 作 没有 a- 极限 点 ) 是 下 列 公 式 ，: 
Jv Lim. yo), 
(4) Ends( 读 作 ce 极限 点 无 界 ) 是 下 列 句 子 ， 
JvLim, Cv) A Weel Lim. (oA vy (vo A Lim, |v /v; ||) J. 
(5) Endi” (H4 cf 终端 数 为 mn 十 1, 其 中 ace) FIF: 
J volim Co) 
V Jv [Lassy lv) A J" v Cloi ATim,lv nll) ]. 
其 中 3?zp ERRIA nA re RB pRa RAR. 


12. 3. 2 定义 (1) Den “HERD THAME RAM 
MW=(A,<), AE Den? © | 
A= lw, Ch wr AAEN ACA, (w, E] w) ATERA 
{b:b<a} AAG A 的 子 结构 . eA Ki, w Ch w) MFM A, 
A 的 一 过 -初始 节 .) 
(2) Den? = (Deng Jmol, 
HP (Deng) m E 
Yr Limevo/ zl 习 z(CLimollweyzl Ap) 
分 别 置换 Dens PMV ry 和 3xy 的 子 公 式 得 到 的 相对 化 公式 . 
(3) Dent CRH -BHR A nti nw) BF: 
J+! v Lim, tv). 
此 外 ,为 了 方便 ,我 们 还 令 Den: 一 End: : . 
ERR N= 44, 过 ), 令 
Lm, (A) = {LE A: A F Lim [b], 
Ls A) ik LEARI A F Lab), ÆA Ai 
ARE SMLs QAR, 
Ed, A) 2-44 sE {一 1} Uo HH UE End, # & Bik Hof 
一 的 s; GR ELODA, 
Dn, Cl) 2 i — 6) sE wl {00} # A F Deni, $ A Aik Ho — 
的 5 否则 DnQOAR SM. 
若 人 是 序数 ,我 们 在 下 面 不 致 混淆 之 处 用 人 表示 48,E 上 3)， 
据 上 述 定义 易 得 下 列 引 理 : 
12. 3.33| 理 ”车 6,a,7 是 序数 , 则 
(1) Dn,.(6) =0 © é<e". 
(2) Dn.) 二 0 且 对 所 有 B<a,Edg(d)=0 S =o. 
(3) Da, =24+1 全 WH pcw, 
d=a'*(nt+1)+£. 
(4) Dn, (3) = © wt <8. 
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(5) Ed.(6)=0 S 对 所 有 <a, Ede) =0. 
(6) Ed,() =0 > Dn, (8) =. : 
(7) Hd=a Qty, Yoon, +7 AA h h> 0E p<, 
则 对 所 有 P<e, 
Dns(6)=Dns(7), Ed,(d)=Ed,(7). 
(8) 对 Y< 和 所 有 B<a,Edg(d) =Ed; O) => 8=7. 
(9) 对 Dns( 人 一 Dn.(7) 关 吕 和 所 有 Pa, 
Edg(6)= Eds(7) = $=7. C] 
12. 3. 4 定义 $ fA g BERRIES FE wU {co1)*,gE€ GU 
{一 1))”, 称 Cf,g) 是 a- 一致 序 对 全 对 某 个 非 零 序 数 0， 
Ete) H A Deng” A End ® J. (12. 8) 
以 后 我 们 把 (12.8) 中 “上 ?右边 的 条子 记 作 Cp(《f,g》》. 
12. 3. 5 定义 ” 令 ee<x, 则 范式 句 集 NS. 是 下 列 Zov: 
NS. = {Cpls}: $A Ba. z A A-R FA}. 
为 了 确定 1NS.| ,我 们 还 需 下 列 引 理 : 
12. 3. 6 引 理 
对 每 一 序数 $6， 存在 序数 7 过 wr 使 得 对 所 有 8B 过 a， 
Dn,(d)=Dn,(%), Eds(6)=Edgs(7). 
”证 明 : 据 12.3, 3, 口 
本 节 以 后 固定 >o EENE. 
12.3.7 引 理 G) a<r => |NS |<. 
(2) a<r A IENS: => V FE Senta). 
TESA HB a <x > wr 之 x 和 12. 3. 6. 癌 
我 们 知道 ,对 每 一 序数 a <r, PE 经 -句子 Orde 使 得 对 每 一 
结构 U=(A,<), 
HE Ord. OH, Eta). 
Mie M=(A,<)€-4,, A Ord,, 我 们 能 证 明 , 若 i141 过 x, 则 好 是 
良 序 结构 ; 若 |4| 之 x, 则 a 同 构 于 各 或 同 构 于 六 的 一 个 初始 节 . 
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这 不 仅 对 时 成 立 , 也 对 下 的 每 一 区 则 BCA 12. 3. 8(2)) 成 立 . 
12.3.8EX (1) A=. <) aaa EA, 
Ex, œ) =A, 
@ [x, a)" = {bE A:b<a}, 
© [a, a)" = {bE Abma Äi lacb B b<a,)}, 
@ [a, 00)" = {bE A: b =a 或 a<b}, | 
© [z，y) =h elr, D MEW 的 子 结构 ， 
若 [z， P OE {ry EAU ( * 00}. 
(2) A 的 区 间 和 集 Int 是 下 列 和 集合 : 
{[z，y {zy} ZAU { #,00}}. 
12. 3. 93 SAEN 
(1) MDTA, 
(2) BlAl<«, WU ERER. 
(3) EIA M 站 宇 a 或 好 包含 同 构 于 a 的 初始 节 . 
证 明 :(1) SAE, AH BVEInt A). ATERBE. RT] 
必须 证 明 器 的 每 一 非 空 可 定义 子 集 有 首 元 . 因为 加 € Int), Hy 
以 器 的 可 定义 子 集 就 是 站 的 可 定义 子 集 , 因 此 WE A. 
(2) 和 (3) 本 质 上 已 由 12. 3. 8 前 面 的 说 明证 明 , 口 
12. 3. 10 引 理 ACY, RM B—-o <x ER 6 ER 
对 每 一 8<a,6 A WU 恰好 满足 相同 的 . 形 如 End, 和 Den, 的 句子 . 
证 明 ; 据 12. 3.6,c 二 VY NS.ET,, 所 以 
Aew., >to, 
因此 对 某 个 ENS。 江上 4 $812. 3. 4912. 3. 5, 存 在 一 个 满足 本 
引 理 结论 的 序数 人 . 口 
说 明 12. 3. 9 和 12. 3. 10 提 到 的 性 质 是 我 们 以 后 后 消去 证词 时 使 
AAW ee TL. 
”12.3. NER «6. BAR AAS 的 类 使 得 对 
o VE Ta QA), FFAS BE : 
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(LD RIB US BREA, 
(2) Æ |B| >r, M cB Re AF BM 
《后 面 我 们 将 用 aB 来 表示 (2))， 
(3) 对 每 一 a <<x, 存 在 序数 5 使 得 对 每 一 8<a, 9 和 外 满足 
相同 的 、 形 如 End, 和 Den, 的 句子 . 
12. 3. 12 定 义 
FAA, <), B =B, <} ZEA", yE B”, H nymo, ii 
(1) A, D= 8, On=m Hoy): PAARI | 
(a; :i<n} Bl) B HHE. 
(2) A, D= B & 对 所 有 aE 有 ,存在 5EB 使 得 
(M27 (a) =_( BF (AMMA bE B, FETE a€ 4 使 得 
(A, > (a))=4(B 5° (>). 
(3) #0<9==U 7. a 
A. D= (By) e 对 所 有 <7, AD =L). 
(44) A=, 8 e I,)= ,0). 
据 第 14 章 的 14. 2.4, 我 们 有 下 列 结果 : | 
12. 3. 13 推 论 Ha <ne B= (A, <) BH (B.<),2E A A 
yE 可, 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) (A, =, 8.5). 
(2) 对 每 一 gE Q. (EB FOS v:n) E aSa, 
(A Fg B, Eg. 
ERRE, a A=B, YW AB 是 Qe( 从 而 是 2 )- 初 等 
等 价 的 . 不 难 给 出 一 个 例子 说 明 
EBI -初等 等 价 的 结构 使 得 它们 不 是 Q,- 初 等 等 价 的 ， 
但 是 ,我 们 将 证 明 ,相对 = a 中 的 元 素 QW SF ft AS OS 
价 这 两 个 概念 重合 - 
12. 3. 1453| BAec.%,..MimQc*”, HB 
(i) # D.M =0H a <x, WEF oxo", ASS. 
(2) 4 Dn, Ql) =n4+-1 a <e WMR Oe", 
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wn 二 1) 十 分. 
(3) # Dn.) =cofh a<r, M tA. 
WBR: EAEN MUR U 的 每 一 区 疝 吕 ,a —BV RB RRF 
结构 , 据 12. 3. 3, 就 有 本 引 理 . 口 
12. 3. 15 引 理 EA, BEN., a <r, Dn A) = Dn, (B) Foo 
且 对 每 一 Pa, Eds) = Ed (8), My) UB. 
证 明 : 据 12. 3. 3(9) 和 12. 3.14.0 
12. 3. 16 引 理 
BU=(A, OE, B= B, <) Elm) A a <a, Wl 
(1) 4 bE Lm, (1) ,6EB RYE aE B, axb, Mi 
bE Lm,(%). 
(2) & Ed.CB)=0, WAMA LEB MA Ba, 
Ed,([b,00)*) =0. - 
(3) Line B= QA Ed,(@)=n+1, M 
Dn, (8B) =2+1. 
(4) Æ Lsa (8) =bEB, cE BA c<b, WHA Pa, 
~ Edg(B)=Eda([e,00)*). 
(5) H{6,a}obm, A) o<c 且 不 存在 cE Lm. (8) (FR b<a 
<c, Rij bse)" =a; 
证 明 ;(1) A PBR CR BE RE AY BA C1) BB AR 
(2) 假设 Ed,(B) =0, ME End? 的 定义 和 上 述 (1), 立 得 
Ed,([6,00)")=0. #212. 3.11(3) ,对 所 有 Ba, 
Eds({6,00)")=0. 
(3) E12. 3.101), (5) 4012. 3.2(3) 的 直接 推论 . 
(4) BE 6=Ls.i1(B) EB, 6 at 1- RR, thee BPH a 
十 1- 末 极限 点 , Ed. (3) = OFF TF EE C2) REE. 另 一 方面 , 因 
为 6 是 o 极 限 点 ,所 以 Ed. (BA —1. E ERO), Ed. (Le. 4 
一 1. 因此 据 Endi 的 定义 ,有 Edp(8) =Edp([e,00)*). 
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(5) 据 -的 定义 11. 3. 11 的 (1) 和 (2),1o,c) 是 良 序 结构 ， 
据 序数 的 性 质 ,直接 可 得 [6,c)” 衬 w”. 

12. 3. 17 引 理 #A=1A, <), B=B, LEN pe Lra 
Lsa (A) E Ab = Lsa (V) E B, AMMA Lat, Ed A) = 
Eds(%B), MCa, o0 Eh, o0)". 

证 明 :因为 am Lsa (A) sb = Lsap (B), LL Dna Caso) 
=Dna ([ġ, 00)" ) = 0. 对 革 些 序数 6) a S HATA 

[a,co)*0,, [bo 0. 
-5 on tee tahen 和 ww em, toe +a em, 4 BE OA OH 
Cantor-7ist, BAMA P<et+1,Ed.(U) = EdB), ROA 
k=s 且 对 所 有 ISA, V=, mam, 
因此 有 6,=6,. O 

12.3.18EM HUA=(A,<),B=(B,<), H 

(DU 二 -由 全 对 所 有 KA HS 恰 好 满足 相同 的 、 形 如 
End; 和 Den; 的 句子 . 

《2) GF TEA, YEB AMMA Knol, arise KY 则 
CIERO, | 

© Car)" =,[*,y)", 
国 “[z， co)a =, [yyco)， 
@ AHE iarl, leara D =. Lys ya)”. 

迄今 我 们 得 到 的 所 有 结果 都 是 下 列 定 理 的 预备 性 引 理 : 

12.3. 19 定 理 #U=(4,<), B=(B,<)E%.a<e, H 
A 三 外, 则 对 所 有 acE4, 存 在 5E 召 使 得 

[*.a)* =, C56, [aco) =, [6,00)*. 

证 明 :分 情况 考虑 : 

情况 1 对 某 个 pati, DnA), 

#12. 3.15, 易 证 本 定理 在 情况 1 的 条 件 下 成 立 . 因此 下 面 只 须 
证 本 定理 在 下 列 条 件 1 下 成 立 ， 
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条 件 1] Dna AN 一 co. 

据 12. 3. 14, 有 ; 

l KA, wR, 2. 9) 
情况 2 Eda (外 ) 一 一 1: | 

PERF PARAS , A Ed... (B)=—1, 0) BE 
End; - H A =,,,B, Hy) A F Endz A) A E Den’, , HFLADn,,, QU 
一 0, 与 条 件 1 了 矛盾 . 

情况 3 Ed.,,(4)—0, 

据 12. 3. 6 和 12. 3. 113), $ 6<w*? 是 序数 使 得 [ x*,a)” 二 ,6. 
HR DEBER Sd. (注意 : 据 (12. 9) ,这 样 的 元 素 存 在 . ) 
据 12. 3. 16, 就 完成 本 定理 在 情况 3 的 证 明 . 

情况 4 Eda (A =n, H Lm DOA: 

据 条 件 1, 这 种 情况 不 会 出 现 . 

情况 5 Ed M =n. B Lm (B=: 

据 条 件 1, 这 种 情况 也 不 会 出 现 . 

据 情 况 1 一 5, 我 们 进一步 考虑 下 列 条 件 ， 

条 件 2 Ed.,,A)=n+1,8 

Lsap (A) EA, Ls2(B)=b EB. 
情况 6 aoa 或 aa 一 al 

考虑 [m,co)x 和 [po,co)a; 据 12.3.17. 有 

Cago) = [h,,00)*, 
在 同 构 映射 下 ,选择 对 应 a 的 元 素 5. 

据 情况 6, 我 们 再 进一步 考虑 下 列 条 件 : 

条 件 3 a<ay. 

据 上 述 诸 条 件 和 12. 3.164), RATA l 

B<a+1 => Ed (A) =Ede(La,00)") =Edg(B). (12.10) 

情况 7 对 某 个 Rat 1,Dna([ sa) 00, 

令 5 是 最 小 的 8 使 得 Dni([ *,a)") =m, H12. 3.14, 对 
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某 个 8<w’, [ ea)" em +7. HBC12. 9) 07? <a, co)", At 
所 有 B<a.Dng{[a,00)*) 二 oo. 车 我 们 选择 5EB 使 得 
[ +b) °c mH, 

则 : Ba => Dng([4,00)") = 00, 
$5 (12. 10), 就 完成 本 定理 在 情况 ?下 的 证 明 . 

对 剩 下 的 情况 ,我们 补充 新 的 条 件 : 

条 件 4 Dnari(f*,a)”) 二 oo. 

从 上 述 诸 条 件 , 我 们 有 

wr? xa)" et a), ) 一 co， 

情况 8 Dn,([a,0o)*) =n; 

据 条 件 3, 这 种 情况 不 会 出 现 . 

情况 9 = Dn.([a,00)")=00 | 

令 8<wt! 使 得 6 二 ,i[ x*,a)” ,不 妨 选择 bE B 使 得 [ x,6)” 衬 
6. 所 (2.9) ,5 必然 在 名 前 面 (印加 ) ,因此 据 12. 3.16(4), 对 所 . 
有 PSv， 

Edp([6,00)") =Edp(B) =Ed (A) =Edg([a,00)"). 
Dny([b,00)") =00 

至 此 完成 对 本 定理 的 全 部 证 明 . 口 

12. 3. 20 引 理 EA, BEN. REP RRPRA A =,8, 
则 对 所 有 a <A =. B. 

证 明 ; 直 接 从 12. 3. 18 推 得 : 口 

现在 我 们 得 到 预期 的 第 一 个 结果 ， 

12. 3. 21 定 理 BU=(A,<) B=(B.KDENM a LK TE 
A yE B HA, =,(B 5), 0 

(A, D= ,7). 

证 明 ; 本 证 明 的 主要 困难 已 在 证 明 12, 3. 20 和 12. 3. 19 时 完成 ， 
剩 下 的 只 是 对 a 施 简单 的 归纳 证 明 , 因 此 我 们 在 此 省 略 , 请 见 
Ehrenfeucht§4[1961]- [J 


12.3. 22 推 论 。 若 实 , 吕 EN, 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 时 与 多 是 Q.- 初 等 等 价 的 . 

(2) A=, B. 

(3) 对 所 有 a<r, 

Dn,(4)=Dn.(B), Ed, Ql) =Ed,(B). 

证 明 ; 因 为 SWE ee RE RR RRF 
Q. 的 句子 ,所 以 (1) > (2). 因为 Den: 和 End! 都 是 纪 ~ 的 句子 ,所 
以 (2) => (3). 而 据 12. 3. 21 和 12. 3. 13, 易 得 (3) > 1.0 

12. 3. 23 推 论 (1) 车 8 之 x, 且 Y 是 序 型 为 8 十 Bw"' 的 线 序 结 
梅 , 则 及 和 7 是 Q.- 裙 等 等 价 的 . 

(2) WEY R, 

证 明 :(1) 显然 对 所 有 a<, 

Dn. (A) =00=Dn,(Y), Ed.(8) 一 Ed.(7)， 
因为 * 还 满足 11. 3. 11 的 (1) 和 (2) ,所 以 YE-f ,因此 据 12. 3. 22, 
8 和 7yY 是 Q.- 初 等 等 价 的 ， 

(2) 是 (1) 的 直接 推论 ,因为 7 不 是 良 序 结构 . O 

下 列 定理 是 对 12. 3. 23(1) 的 改善 ,也 是 12. 2. 5 的 一 个 变种 , 首 
先 由 Karp 在 其 [L1965] 得 到 . 

12. 3. AÈ 令 Y 是 序数 使 得 对 所 有 2 <y,e <<7, 对 每 一 
序数 PSY SURE RFRA PHE- o 的 线 序 结构 , 则 对 
U (Hu :x€ RC} 中 每 一 句子 o I gr (<7, 

(8B,ENBFo Akoe 0O 

12. 3. 25 定 理 ”对 Q. 的 每 一 句子 c, 存 在 集合 ICNS, 使 得 
Vit ZAMAFE Fao VS. 

证 明 ,假设 co BQ. 的 句子 使 得 arloa <e RNG = 
AAEN HAE os}, D=(6:0ENSAMEPF BEB Fe). 
据 12. 3. 7A |Z| <r VSB 经。 的 句子 ,因此 下 面 只 须 证 ， 

Wey, => Ates HF VE). 
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ERAEN BAF o MI WE B12. 3.1103),NF VS. 
RZ. HUE VS. 则 对 某 个 5E SENS。 A E gp 据 12, 3.5 和 12. 
3.18, 对 某 个 加 EECCA 入 = BV. HABER HUVEC NR 
因为 qr(o) =a 过 x, 所 以 据 12. 3. 21 和 12. 3.12% F a. C] 

12. 3. 26 定 理 D AAS LSK, ESN e 

(2) Vi =. 

(3) A =A A. 

ORAE LN. 

证 明 ; (1) $912. 3.12, 07 AWS. RAKE MA. 3. 9 和 12， 
3.10, 有 # LTY EN e 因此 下 面 只 须 证 : 

Aer, > MEW LN. 

假设 We .V,.0 E WAFA FaH arloa <«, PEA 
bo. AW Mew, Aa < 之 x; 所 以 据 11.3.11(3) 和 12. 3. 18, F EF 
数 5 使 得 

A =, 5. (12.11) 
HA gr(o) =a, AVL C12. 11),12. 3. 219112. 3.13, A 
WEeos ska. 
AAW Eo ASEH. SW obs AA to. 

(2) 因为 VHF SAM es RV AMIE OGY, $12. 3.9, 
内 须 证 ,对 所 有 UC, MBA a<e WE V NS, .这 样 ,证 明江 
>A, 的 问题 就 化 归 为 证 明 : 

在 所 有 的 良 序 结构 中 真 的 SW AFR DD. 的 语义 后 承 . 
而 对 此 的 证 明 是 例行公事 ,所 以 我 们 把 它 留 给 读者 去 补充 . 
D AA ADA SDK EEN AO) OHV HY 
. MM =O. 

C4) 这 样 我 们 最 终 证 明了 : 

WA 2a W HN =A, = 9.0] 
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12.3.27 证 明 引 理 12. 3. 3. 
12.3.28 ”补充 定理 12. 3. 26(2) 的 证 明 的 细节 . 


$4 可 定义 的 良 序 


MA RTE $ 1--2 的 结果 ,我 们 已 知 绎 -不 能 刻画 良 序 概念 , 但 
是 ,如 果 我 们 把 良 序 概念 相对 化 ,比方 说 ,考虑 一 定 序 型 的 所 有 良 
序 结构 , 则 用 适当 的 有 穷 量 词语 言 还 是 可 以 刻画 这 样 的 良 序 概念 
的 . 例如 , 笃 -就 能 刻画 所 有 的 可 数 县 序 结构 . 1. 2. 4 说 明 绎 也 能 
刻画 所 有 序 型 小 于 某 个 序数 的 良 序 结构 . 下 面 的 12. 4. 1 也 说 明了 

人 们 经 过 更 深入 的 研究 发 现 , 紧 致 性 (包括 Barwise- 紧 致 性 》 
与 良 序 的 可 刻画 性 之 问 有 很 密切 的 关系 , 例如 ,普通 (可 数 ) 紧 致 性 
蕴涵 无 穷 良 序 结 构 的 类 是 不 可 刻画 的 . 但 另 一 方面 RY BL 
紧 致 的 ,但 它 能 刻画 所 有 可 数 良 序 结构 的 类 . 

本 节 的 第 1 一 2 小节 ,我 们 主要 在 经 … 的 可 容 片 段 Ln 中 研究 
可 定义 息 序 ,因为 在 这 样 的 场合 ,我们 有 Barwise- 紧 致 性 定理 和 其 
它 强 有 力 的 成 果 . 在 第 3 小 节 , 我 们 还 要 考虑 一 般 的 无 穷 语言 的 相 
RY A EM BJF. 


一 .可 数 可 容 片 段 中 的 可 定义 良 序 


12. 4.1 WHARF a EX AOM F: 
hlr) =Y yo lyar), 
AED, =Yyly<re V Onl y/x) J. 
GUA, ORRFA BAAD, SUE Le), Mie Ary 
< 元 } 被 度 序 且 有 序 型 a, 因此 
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Ap VaN br(z) eN RRAPLA RBS. 
所 以 , 若 令 = Wx N belz) A Aabla) ; 则 
Ako OA HHA a HAH O 

因为 12. 4. 1 中 的 公式 是 通过 施 归纳 于 a 来 定义 的 ,所 以 该 定 
XLE KPU 中 可 以 表述 为 一 个 于 递归 定义 . 因此 , 若 o ERR DM 
中 ,只 要 符号 过 在 绢 和 里 中 , 则 8.(x) oC 经 mm: 

在 下 面 的 定义 中 ,我 们 用 适当 的 术语 揭示 (Barwise-) 紧 致 性 
和 良 序 的 可 刻画 性 之 间 的 确切 关系 . 

12. 4. 2 定义 G LDL), Hen 是 L oR H B, 

(1) KAS <A am -句子 oH (pin down) RR a e 

O Ako <| E field(<) LM BFA 
加 有 模型 见 使 得 < 的 序 型 为 < ， 

(2) 称 是 Sm- 可 达 序 数 O 存在 制约 2 的 笃 m -句子 a 

(3) 称 包 含 二 的 Lln- BETONER a S AT Hia. 

12. 4. AARAM 中 每 一 序数 都 能 由 Aan 的 一 个 句子 制 
约 ; 事 实 上 

CLERA No 
只 有 序 型 为 的 模型 . 对 可 数 可 容 片段 ,正如 下 面 的 定理 证 明 的 那 
” 样 ,没有 别 的 序数 能 被 制约 . 

注意 : 若 8( 尺 ) 制 约 a, 则 可 以 如 下 定义 制约 所 有 二 a 的 序数 的 
AJT g, < F); 

PL, L P= UKA FAALE P RARA”. | 
因此 我 们 总 能 用 制约 ON 的 一 个 初始 节 的 句子 来 工作 . 在 下 面 12. 
4. 4 的 证 明 中 ,我们 就 用 到 这 一 点 . 

12. 4. 3E BEA 的 良 建部 分 , 记 作 WROD, e Be 
KIO BSA VC. 

12. 4. 4 定理 (Barwise,[1969]) S Lan FE Hoel MAAK 
BE oC <) EH FF ET AM 中 存在 序数 a 使 得 由 
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0 制约 的 每 一 序数 小 于 a. 

证 明 : 人 很 设 相 反 , 则 对 每 一 aE 叉 ,o(<<) 有 模型 吕 使 得 <” 有 
序 型 a .下 证 (<A L ER 不 被 良 序 , 分 情况 考虑 : 

情况 1 of D)=0.7%% MHR N zx(<) 是 有 穷 句 , 据 普通 紧 
致 性 定理 就 能 证 明 本 定理 , (EB SIF, ,证 明 也 能 通过 : 令 
之 ,ccz eh se M 的 纯 部 中 的 痢 符 号 ,了 = {enyi Kenin Lw}. 令 

— O=A SASF AMSA P ih AA”. 

只 须 证 TU {6} 有 模型 . AAT EARRA BoM) =0.8 
4. 3. 14, 只 须 证 9 与 工 的 每 一 有 穷 子 集 有 模型 ,而 这 是 显然 的 . 

情况 2 o( 吐 )>o: 对 情况 2 的 证 明 的 基本 思想 与 情况 1 相同 . 
4 go 二 TC(o) ,不 妨 假设 对 是 最 小 的 可 容 集 使 得 ao 是 它 的 元 素 . 
给 多 增加 下 列 新 符号 : l 

二 元 关系 符号 EE ， 一 元 关系 符号 U,S,B， 
BREE F, RAB Hc. DAR CHEZ: rE M}. 

CEP US, BMRA RSF BHA.) 

SHET Se 的 下 列 句子 集 ， 

(0) “UU,S,B 不 相交 且 它 们 的 并 是 整个 个 体 域 ”， 

(1) o, o(<)xt BMH HILAR, 

(2) AU,S, € RH KPU, 

(9M 的 图 象 ， 

(4) Valr€ a V (z=6:6Ea}], H- acM, 

(5) “BEcAc 是 序数 "， 对 每 一 BoM), 

(6) Yz[z<c 一 V (一 /oOEKPU)}]， 

(7) “FE c HE-WARSA<: ZEy > FKF”. 

BERTEM 上 的 马 ( 事 实 上 是 Ao)- 理 论 , 所 以 我 们 能 用 
Barwise- 紧 致 性 定理 . (RHE TCT. TEN, TA mM, p, 
澡 , 放 的 模型 ,其 中 LEM, S 是 对 FF 的 解释 , 它 把 8 中 的 序数 映射 
A<*, A&E o. fE Barwise- KAHE, ON. BNET HR 
型 , $81), B Fo, HC2)—(5). MUN HE (6) oc” WHEN HB 
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建部 分 中 . 因此 据 (7), < FARO 

E.: 12. 4. 4 是 对 Lopez-Escobar 的 [1966 ] 和 Morley 的 
[1965] 的 结果 的 提炼 . 也 可 参见 Barwise-Kunen 的 [1971]. 

12. 4. 548 Oo Sn 是 和 -的 可 数 可 容 片 段 ,了 是 蔚 m 的 制 
约 序数 的 Z,- 理 论 , 则 存在 a 过 ol 咬 ) 使 得 每 一 被 并 制约 的 序数 小 
Fa. 

证 明 : 假 设 结论 不 成 立 , 则 据 12. 4. 3, 对 每 一 TST, 其 中 了 
EM TU ea Keano) A Rw, AGE Barwise- 紧 致 性 定理 ， 
TU {cnp Kenno ha RB. [D 

说 明 :我 们 可 以 用 12. 4. 5 来 证 明 Fridman 关于 集合 论 了 DKP 
模型 的 一 个 一 般 形式 . 

注意 : 若 一 是 线 序 , 则 据 12. 4. 3,WF(< ?是 必 的 最 大 的 良 序 
初始 节 . 所 以 我 们 可 以 不 致 混乱 地 把 WF( 过 ) 等 同 于 一 个 序数 .下 
面 的 定理 是 对 Friedman 在 其 [1973] 的 一 个 结果 的 概括 . 

12. 4. 6 定理 (Barwise,[1975]) CBS 包含 过, Sa 是 
L null} OA A AE BE aM), T Se 的 -理论 使 得 

(1) TF “< 过 是 线 序 ”， 

(2) 对 每 一 6<<a,T ARE RH 

WF (<*>. 
则 工 有 模 再 路 EE WE?) =a. 

UE BA. HE Barwise- 紧 致 性 定理 ,TU {3x9r(x):h 之 a} 有 模型 ， 
其 中 Os 如 12. 4. 1 所 规定 ,所 以 不 妨 假设 人 x86《x):8< 之 a} 实际 在 工 
中 - 这 就 确保 工 的 任何 模型 六 有 WF(<< a. 据 12. 4. 5,T 也 有 
AA A 使 得 ~” 不 被 良 序 . + TT 是 理论 TU {dr dnw}, fÈ 
中 {4:n<w} 是 新 个 体 常 元 集 . BRT ARB. > 经 =U d,: 
nco), Sa 是 相应 的 可 容 片 段 ,$$ 是 该 语言 的 公式 集 使 得 其 中 至 
多 有 有 穷 多 个 d, 出 现 . 因此 全 是 号 的 一 理论 . 我 们 要 用 关于 多 的 
”省 略 型 定理 来 找 TT, 和 下 列 句 子 的 模型 Ld, +): 
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Vol “v& Field (<2) V N Balw) V N (du)] ， 
其 中 “wo 坟 Field(<)? 表 示 Yxf 一 (o<z)A 一 Cz<o)]. KH A 
有 WEF(<s) 一 ax .假设 不 存在 这 样 的 模型 ,因为 了 ,有 模型 ,所 以 根 
EXT 理 的 省 略 型 定理 (4. 3.19), 存 在 $Cv,d,) ED ERTU 
{azyko ,ds) AMAA FR TARE TWEE: 
D Yolow,d.)—-~v€ Field(<)], 
© Vulplo.d,)>8s(v)]; 
®© VoldW.d)—>v<dyl, 对 所 有 m<w. 
ite ROTU vl od.) Av<d, <i <d, |) ARM. > c 是 新 
个 体 常 元 符号 ,T,=TU (pedd Ned, <<d,}, TST, 
所 以 TARAL. 下 证 
对 人 ,的 每 一 模型 导 , cx 的 < -前 趋 集 被 良 序 . (12. 12) 
假设 (12. 12) 不 成 立 , 则 存在 小 于 c 的 元 素 的 一 个 递 降序 列 ， 
该 序列 的 元 素 写 作 do>… ,就 有 
dyed > E >d, p ee 
HBA ET. BR A 使 得 图 在 中 RREY, TA, EE 
(12. 12) 成 立 . 
据 (12.12) 和 和 12. 4.5, 我 们 有 
存在 7 过 a 使 得 To 上 FV OBY. 
《因为 我 们 可 以 考虑 关于 把 的 理论 T: 王 TU (< 一 去 Ce 的 前 赵 
集 )”)》，, 且 运用 12.4.5 于 了 3:.) 据 T: 的 构造 ,我 们 有 
TE bled.) Ac<ad < <dd> V (Ole) :P<Y), 
因此 ,TF gied d V {0s(c) :8B 过 7} ,而 这 与 名 矛盾 . 口 
12. 4.7 反 例 SM BAR, 
CL) FM 是 自我 定义 的 , 则 存在 Zn e -AET 
使 得 7(<) 制 约 的 序数 大 于 M 中 的 序数 . 
(2) 若 Dt 是 强 自我 定义 的 , 则 存在 Sn 的 一 个 句子 OO 
得 ol 二) 制约 的 序数 大 于 M 中 的 序数 
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证 明 :在 此 只 证 (1) ,因为 (2) 的 证 明 也 类 似 . 令 T, 是 自我 定义 
M HET =T U {<= ENON”), MT 的 每 一 模型 半 有 <” 
ERÄ NFR oD). (4 

这 样 ,自我 定义 的 可 容 集 证 明 , 前 面 的 定理 不 能 概括 到 一 般 情 
况 . 例如 ,当中 =H( 泊 由 时 ,这 些 定理 不 成 立 ; 


二 ,任意 可 容 片 段 的 可 定义 良 序 


本 小 节 我们 考虑 任意 (不 可 数 ) 可 容 片 段 的 情况 ， 
12. 4. 8 定理 令 工 (< 所) 是 红 -. 的 句子 集 , 若 了 制约 序数 , 则 
存在 上 使 得 由 下 制约 的 所 有 序数 都 小 于 总 
EA: EAER T ARN, EUS $= 0 即 可 得 证 . 据 12. 4. 3 前 
的 说 明 , 我 们 还 可 以 假设 车工 制约 a 县 P<a, 则 工 制 约 B. 最 后 据 
8.1.13, fk TOS», BP Sy Æ Skolem-H B+ A T oroen ST F 
令 C={co:0<na<w} 是 新 个 体 常 元 集 ,S. 是 Sm CE) C4 n=O, 
Se CE) = Lm 8 BA A EE D 的 集合 使 得 
TED, H eee, oe see, ED. 《12. 13》 
《对 n=0,1,8, HF PRA c HER. ) 估 为 工 有 模型 A A H A 
给 定 的 超 有 效 性 质 Da € So, 所 以 SLAD. + S= US, :0<n<o}, 
且 定 义 S 上 的 序 关系 妆 如 下 : 
人 D ES, 的 (唯一 的 )n KF 
D <D & 
使 得 了 DDES, 44 (oi — 49m. 
《注意 :对 DES, 只 要 看 使 得 c=. ED 的 最 大 的 2 我 们 就 能 说 出 
PA n ADES,” ) 下 证 : 
《S, <ER EH. (12. 14) 
Re <D: <D <D.. 令 D..= U (Dunu). 据 链 并 引 理 (8. 1. 
20),D- 是 超 有 效 性 质 ,因此 据 弱 完全 人 性 定理 (8. 1. 17) ,存在 D- 的 
AAA aar HP a, 解释 c 据 (12.13)7 ,史上 了 , 旦 对 所 有 > 
<ow'a+i<a，* 这 与 了 制约 序数 的 假设 矛盾 ,因此 (12.14)? 得 证 ， 
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用 (12. 14) 易 得 了 制约 的 所 有 序数 的 上 界 : 据 (12. 14), 
DES 有 下 列 序数 秩 Rank(D )， 
Rank(D) 一 sup{Rank(D, 十 1，DE 和 SS,D<D)， 
ACS, <) fk 6 一 sup{Rank(D7 十 i: DES}. Fie: 
ZDES, EA, å) FD, A H n> a 的 < 前 趋 集 有 序 型 
<Rank{D) ;% n=0, M<" A <Rank(D). (12. 15) 
证 明 施 归纳 于 Rank (D); $ DES,,a—Rank(D), (A,4,) ED 
Ha ERENS. (2 一 0 的 情况 的 证 明 本 质 上 相同 . ) 令 
ny F<” A. F<” 排序 的 域 (field) 的 第 o 个 元 素 ,D, 是 由 于 ,= 
(所 ,GD 给 定 的 超 有 效 性 质 , 则 DiES E DED, A D <D, 
从 而 Rank(D,)<<e .但 站! 是 DD, 的 模型 使 得 a.41 的 前 趋 集 的 序 型 a 
>Rank(D,) ,这 与 妇 纳 假设 矛盾 ,所 以 (12. 15}) 成 立 - 
因为 工 的 每 一 模型 六 是 Da CS KRW, A Rank (Dy) <E, Pt 
以 据 (12. 15) ,我 们 有 
人 的 每 一 模型 有 < 使 得 < 的 序 型 小 于 总 
这 就 证 明了 本 定理.[j 
说 明 ;12. 4. 8 是 Lopez-Escobar 在 其 [1966] 中 得 到 的 ,但 他 的 
证 明 是 用 Hanf- 数 的 方法 ,我 们 这 里 给 出 的 证 明 是 采用 Barwise- 
Kunen 在 其 [1971] 中 的 证 明 . 
没有 12. 4. 8, 我 们 就 不 能 确保 下 面 定义 有 意义 . 
12. 4. 9 定义 SM BAR, 
(1) 定义 多 ( 骂 ) 是 不 能 被 某 个 可 容 片 段 Sn PETIT 
c(<) 制 约 的 最 小 序数 ， 
(2) 定义 gs( 叫 ) 是 不 能 被 某 个 可 容 片 段 Mo 中 某 个 -HEE 
制约 的 最 小 序数 . 
12. 4. 10 定 理 NM 是 可 容 集 ， 
(1) gM Se 的 诸 单 句 制约 的 序数 的 土 确 界 ， 
gz DDE SM» 的 诸 2- 理论 制约 的 序数 的 上 确 界 . 
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(2) g (M) gM) SoM). 

(3) ER ER g M)=_Dt) =o M). 

(4) EN Zh E-BAY A g Dt) =gcM). 

证 明 :(1) 一 (2) 据 定义 12. 4. 9 易 得 . 

(3)  0(<OEE Sm 的 句子 使 得 对 每 一 a oM), BRK 
A 使 得 <” 有 序 型 a. 据 12. 4. 4 的 证 明 ,z 有 模型 B 使 得 <<” 不 被 
良 序 , 因此 g Ot) =o Mt). AS (Lt ATE g (DE) =0( M2). 

(4) 假设 Dt SFR g Moe MN. FT ORM 
某 个 Bee (DON -理论 , {anco RTPA ICA.T, 一 TU 
Leni no}. 因为 Sg) Pa THEAT M 的 子 集 有 
一 个 不 是 良 建 的 模型 ,因此 了 ;的 每 一 属于 导 的 子 集 有 模型 . $ 
Zi- 紧 致 性 定理 ,六 有 模型 ,矛盾 . 因此 g DD <g(M). 据 (2), 有 

g: (Dt) =gW). 口 

12.4.11 例 (1) 4 Dt=H,), i 

g (Dt) >g(Mt) =o(M). 
(2) & M=HYP(H(e,)), itl 
g (M) =g M) >M). 

12. 4. 12 truncation-3/# S Wty = (UME. DA Na = 
A;N, E, …) 是 结构 使 得 Dts 上 KPU H Ra Cu Ma, 其 中 
AN, EJ)=WEA; M, E). W Ne 是 六 的 可 容 集 . 

证 明 ; 只 须 证 0. 6. 8 的 假设 条 件 满足 ,因为 KPU 一 基础 公理 在 
WHR 是 良 建 的 ,所 以 它 也 满足 基础 公理 ， 

据 Nae (Na Na 是 良 建 的 且 NMC Ms } 的 极 大 性 ,我 们 有 

a€M H a,CN > a€N. (12. 16) 
因为 Ma F a=sup{Rank(2)+1:c€ a}, FEMI AF a, 据 (12. 
16) .4F . 
a€N H My F Rank(a)=a > «EN. (12.17) 
Bre IBAA wx, 据 (12. 16》, 有 
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«€E N B MaF Rank(a)=a > aEN. (12.18) 
因此 若 Ma F Rankle) =a, M aE BS a€ B. 412.16), 
对 RNy PR RM My 中 不 存在 它们 的 上 确 界 ， 
现在 据 0. 6. 8, 易 证 本 引 理 . O 

12. 4. 13 定 理 (Barwise-Kunen,[1971]) BEM 是 可 容 集 ， 
:ON”>ON 是 n 元 函数 使 得 下 在 KPU 中 是 -可 定义 的 ， 

(1) assa, Cg (M) > Flapa) g M. 

(2) asea ceM) => Faea MR. 

证 明 ; (1) 我 们 证 明 x=2 时 的 情况 . 对 nA 2 OTE. 令 
FF:ONXON 一 ON 在 KPU 中 是 -可 定义 的 ,因此 在 更 强 的 KP 中 
可 以 由 下 列 了- 公式 Maze wR XM: 

O KP +H Yrrd!lypr ,ry), 
D ”对 所 有 a,.a,,VE Ca,,0,,F (a, 0)). 
{iE ase < g M) A P=Fa,,o,). FE B<g (MN). RNE 
TK oR) Tar RP INE HAZY a 和 和 a 的 EET fe Te 
含 其 它 关系 符号 的 证 明 也 类 似 ). 我 们 要 定义 一 个 制约 8 的 2-H 
” 论 T(<<). 但 首先 让 我 们 揭示 一 下 预期 的 7《 过 ) 的 模型 妆 使 得 
<" 有 序 型 8. 令 «是 正则 基数 ,a,,a,<<x, 从 而 使 Pe. 令 
A =LA <p RIET ASHAR a, 
A = lA LRO FT ALAAN a. 
据 向 下 -LS- 定 理 (8. 1. 25) 和 辣 构 模型 满足 相同 句子 的 事实 ,可 设 
aCACr, 所 :一 和 wz 一 1，2， 
现 令 
W= (HOB). © << A ,< Ri As <z Ra 10,58) 
其 中 于 一 E 8, 且 mw,'8 被 当 作 元 素 而 不 是 子 集 . 显然 ,六 是 下 
- 列 句子 集 的 模型 ,其 中 U 解释 为 Aa 解释 为 w,d 解释 为 8: 
{VD 对 所 有 PET UG? :对 所 有 PET.) 
UKPU (“<= € ha? "<= Eh,” “SK =Ef a”} 
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Ute cord Fe FRB" Ger +020) }. 
若 我 们 把 上 述 句 子 集 称 为 工 =T(<). 则 中 是 T 的 模型 使 得 < 
有 序 型 8. 我 们 需要 证 明了 的 每 一 模型 有 良 序 的 < . 令 
A=(A, E, < i ,< R Urs <x Rora sad?) 
是 工 的 任意 模型 . 据 truncation- 引 理 , 不 妨 把 (A,E) 的 良 建部 分 等 
le] BT AEN, ©). BRM i= 2, U< RO FET AK 被 良 序 ， 
所 以 a1,a: 是 实 序数 且 aa EN ERED, 
(N, ©) EA! yea, sarsy). 
EROM 王公 式 的 保持 性 ， 
(N, €E) F gasaz F Casa) ). 
EAN, E) lA E>, BDA HE RHE CO. 6. 6), 
CAE) E play.a,.F Ca,,a2)) 

使 得 6=F (a,.a,). RW b=Fla.aJdEN ASCO AUER 
良 序 ,这 就 证 明了 本 定理 的 (1)， 

当 o( 踊 )>w,(2) 的 证 明 同 (1) 的 证 明 完全 一 样 , 因 为 我 们 可 
以 构造 入 KP 并 把 了 中 其 余 的 句子 构造 成 一 个 单 句 . 若 o( 跌 )= 
os, WU FR IH o= A CE- FEA KPH A KR 
ERS pio ANC) PA) LOR o BY FE fo AY ERR 
分 是 可 容 集 . 我 们 把 这 个 证 明 留 给 读者 . 口 

在 本 小 节 , 我 们 实际 只 需要 12. 4. 13 的 下 列 推 论 : 

12. 4. 1498 SM ETAR, M g DOA gM EFR 
后 继 运 算 .加 法 .乘法 和 指数 运算 下 封闭 ， 

WEBA :可 以 证 明 上 述 运算 在 KP 中 是 二 -可 定义 的 . [J] 

下 面 定 理 的 结论 似乎 很 明显 ,但 仍 需要 证 明 ， 

12. 4. 15 定 理 2M TAR, 

(DATE Sm 的 ,制约 序数 的 己 - 理 论 , 则 存在 Ecg M) 
使 得 工 制约 的 每 一 序数 小 于 

(2) E oan 的 ,制约 序数 的 句子 , 则 存在 $<g( 纲 ) 使 得 o 
制约 的 每 一 序数 小 于 &. 
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证 明 : 在 此 我 们 只 汪 (2), 把 (1) 的 证 明 留 给 读者 , 不 芒 假 设 句 
T o( 之 ) 制 约 的 序数 构成 ON 的 一 个 初始 节 {8;8 过 外 = 二 .下 证 存 
在 某 个 其 它 的 句子 8<) 使 得 2 制约 上 如 12.4. 13 证 明 中 那样 ,在 
构造 8 以 前 ,我 们 先 描述 预期 的 虹 F 2 使 得 < RE AT 
单 , 设 Sm(o) 只 有 < 三 和 二 元 关系 符号 R 对 每 一 6< 6, 令 
A= (Ags<g,Rp, Wako, <p HAM R. 
因为 同 构 的 结构 满足 相同 的 句子 ,所 以 我 们 能 调整 一 下 A, 使 得 8 
Ue <p= El PB. 定义 
YAU 
其 中 A=Ul4s A<&}, 
U=&CA, 
BX<Y & BEYER, 
BB. x) © P< H rE Ap, 
SiCBry9z) S- PCE A y<y zy 
SBs yiz) S BCE H Rely,2). 
因此 所 是 结构 ,其 中 ”有 序 型 &. 
干 面 我 们 来 构造 句子 a<). 首先 令 glr, B, S: ;Ss:) 是 通过 对 
ol 之 ,R) 进 行 下 列 置换 得 到 的 句子 :用 S (2.7.2 BR y< 用 
Ss(z ,yz) 置 换 Rly, z), FAV y (Ba, yee) BV Ce), M 
Fy Bir yp Av) RRA y(n). 注意 :在 置换 时 要 避免 个 体 变 元 可 
能 产生 的 混乱 . 令 0 过 ) 是 下 列 句 子 的 合 取 : 
D V2lU (Cr) pr,B,S,S,)], 
UKAE”, 

@ Vel U (a) Vzyly<z<zerS, lr yz) ]. 
AAORER— A, 是 多 的 模型 ,所 以 由 一 电 在 A PR, Ae A 
是 9 的 模型 .最 后 证 9 的 任何 其 它 模型 

HU=(A,U,<,B,S,S,) 
有 被 良 序 的 <. 为 此 要 证 :对 任意 xzEU,z 的 <- a dls 
A, = (A,, Cr Re): 
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其 中 A,={y:B(x,y)}, 
yz S Slr yr), 
Ryd) B SCs yi2). 
EITO. N, ko A<, ERF, H< Erh 
相同 ,人 因此 < 被 良 序 . 
综 上 所 述 , 我 们 证 明了 8 制约 序数 E 
注意 : 据 10. 3. 3, 存 在 三 - 紧 致 的 可 容 集 MN 使 得 
gs (MSMR). 


三 ,一 般 无 穷 语言 的 相对 可 定义 良 序 


在 本 小 节 , 固 定语 言 多 {<<,…} EPS 不 包含 函数 符号 ， 
县 用 多 ,表示 相对 S 的 无 穷 语言 .例如 ,所 .可 以 是 经 (在 此 我 
们 把 Se 看 作 是 无 穷 语言 的 特例 ) Sos L eur L ous Lm 等 等 . 

下 面 我 们 考虑 多, 的 相对 可 定义 良 序 , 本 小 节 的 结果 与 1 一 2 
小 节 所 得 结果 是 一 致 的 ,实际 上 也 是 对 后 者 的 概括 . 

12. 4. 16 定 义 ” 令 了 是 到. 的 句子 集 , 我 们 称 (相对 二) 制约 
Ras 下 列 条 件 满 足 : 

(1) 对 三 的 所 有 模型 六,<<” field (<<) EMF. 

(2) SARRA 使 得 <* 是 序 型 为 的 良 序 . 

上 述 定义 是 12. 4. 2 的 直接 概括 .下面 我 们 用 OSS, TBR 
儿 . 的 一 个 颇 放 «的 句子 集 制约 的 所 有 序数 的 上 确 界 , BK 
PUP Y= BL. DEL. ORR KOS.) EM 
Ck 的 ) 良 序数 ; 若 不 存在 制约 任意 大 序数 的 句子 ( 即 任 给 一 个 任意 
大 的 序数 a, 不 存在 制约 a 的 句子 ), 则 称 人 ,是 有 界 语言 - 

WEAR TRA CL O2. 假设 ow, TAA aA a Ml 

ZU CXR Ps A RAEE Ba 
SU SK = CRE R AAR") HN <A BHL 
因此 OS. eS ook (SH, x) ERE, M E 
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Pi att S09 Re 的 自 子 集 制约 SO a 之 WW (SL, ,«). 
类 似 论证 可 得 ,将 < 到.,e) 在 序数 加 法 .乘法 积 指数 运算 下 封闭 . 

下 面 的 定理 是 对 相对 良 序数 OO. A : 

12. 4. 17 定 理 ”假设 eS KS. Ww) <0, (SY, ,w) 是 
最 小 的 序数 a 使 得 对 LA. ARES 的 句子 集 王 , 若 对 任意 大 的 
ALa SARRA 使 得 <” 是 序 型 为 & 的 良 序 , 则 三 有 模型 Bv 使 
1<" 不 被 良 序 . 

证 明 : 假 设 OS. ae <oo, AS NARS 的 句子 集 
,对 任意 大 的 pca, I HRAN A 使 得 < ”是 序 型 为 8 的 良 序 . 据 
AR Ee FE Ba YY eB OS, Io. TUE CS, eS 
as 只 须 证 : 

BAEK BLES, we) ECORR KH YS. -DFRB 
ARE UR" 是 序 型 为 有 的 良 序 , 则 三 相对 反 不 能 制约 序数 ， 

EMA ERAAI R <M FALAR PRA BRR 
号 ) AS SR PWATR AP Z=(ze:RG2)}, 

(1) “< RA” AVE field(<)5zR{z,2), 

(2) Wr€ field(<)o*, toed, 

(3) Wy€ field (<)daly<xrA“AzF(x.2) A F FAS 

(field(<! Z). <) ZSZ, < Z)”]. 
BA EMAST., OHE S Fa o 
12. 4. 18H O) YW (Zak), 对 所 有 l. 
(2) EN SLOT A Ml Sy) SoM); 
AM 是 可 数 可 容 集 , 则 n). 

(3) WU, ye) =a. 

(4) FL =00;5 Hi SEA PRB - 

(3) 4.4, DERRER. 

证 明 :(1) 的 证 明显 然 

(2) 的 证 明 据 12. 4. 11C2) 和 C3), 

(D 因为 可 数 序数 ot OR FA 527。 的 句子 制约 : 
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“CRAP AYEN Oa 


其 中 G(x) 如 12.4. 1 所 规定 . 所 以 我 们 有 Wau) 2. 类 似 定 理 
12. 4. 4 的 论证 ,我 们 有 
WL o YE. 
(4) 把 (3) 的 论证 扩张 到 任意 序数 a. 
《5)》 见 1. 2. 3. 癌 ] 
12. 4. 19 定 理 +, EB RR OS. SS) =m 
UEAR “> RRR. “<=” RIS. RES. BRA, H OF 
lonn Tw) E 经 ,的 可 数 句子 集 使 得 DW SA 
5 自身 没有 模型 . 增加 新 关系 符号 R 和 < 给 (注意 :人 PRA 
数 符号 ). 令 号 是 下 列 句子 集 : 
(1) KERA”, 
(2) Wr€ field(<)52R(z,2z). 
(3) Wr field(<I[| {ysy Sar} i anean J, 对 nw. 
BRE MH oS. Sexo 


练习 
12.4.20 SM #H2-BRISK.V) =, ue: 
2(M)=w. 

12.4.21 SNM BS, PRIER, oM) =a>w AMET 

LEM ,a 一 最 小 的 有 8 使 得 下 (rp) 是 可 容 集 .证 明 ; 
g (M) =o). 

12.4.22 HAPA TA 7) 恰好 制约 序数 c S o 
(或 了 ) 有 模型 县 MHR- OA RE a HH. 

(1) EREM 是 自我 定义 的 (或 强 自我 定义 的 ), 则 存在 Sm - 
的 .恰好 制约 ol 统 ) 的 Ei- 理论 (或 句子 ). 

(2) 令 Dt 是 可 解 可 容 集 ,了 ' 是 Se 的 ,恰好 制约 ol 骂 ) 的 如 - 
理论 -证明 吕 是 自我 定义 的 . 
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本 章 继续 第 11 章 的 工作 ,讨论 无 穷 语言 的 向 上 -LS- 定 理 , 出 于 
本 章 得 到 的 结果 大 多 数 与 第 12 章 的 和 良 序 可 定义 性 问题 密切 相关 ， 
所 以 我 们 把 这 部 分 内 容 放 在 第 12 章 后 面 . 

我 们 知道 ,在 笃 - 中 ,我 们 是 用 经 。- 紧 致 性 定理 得 到 向 上 - 
LS- 定 理 , 但 对 无 穷 语 言 , 由 于 它们 绝 大 多 数 丧 失 了 对 Zu RAYE 
定理 的 直接 概括 ,所 以 大 多 只 能 用 不 可 辨 元 性 质 来 代替 紧 致 性 质 ， 
用 伸缩 扩张 定理 (例如 8. 2. 5) 来 获得 Hanf- 数 的 上 界 ,当然 , 在 这 
个 过 程 中 还 经 常 利用 划分 演算 的 结果 . 

本 章 $1 讨 论 片段 sta 的 向 上 -LS- 定 理 ,其 中 第 1 小 节 讨 论 
Ys 的 可 数 片 段 的 向 上 -LS- 定 理 . 第 2 小 节 讨 论 在 园 亿 HC = 
型 (wo) 的 情况 下 ,206 的 可 容 片 段 的 Hanf- 数 . 在 此 小 节 我 们 还 得 
到 LS- 定理 的 另 一 种 形式 : 双 基 数 定理 . 第 3 小 节 我 们 讨论 SH 
可 容 片 段 的 向 上 -LS- 和 定理 及 其 双 基 数 形式 . 此 小 节 的 结果 是 把 前 
两 小 节 相 应 的 结果 从 单个 句子 的 情况 概括 到 -理论 的 情况 ,使 
1.S- 定 理 更 具 概 括 性 . 

§ 2 研究 Lal AP 人 > 四 的 Hanf- 数 . 在 这 个 方面 的 研究 还 是 
初步 的 ,研究 的 比较 充分 的 是 丝 。。 的 Hanf- 数 . 本 节 考 虑 问题 往 
往 超 出 ZFC, 通 过 增加 其 它 公理 使 问题 变 得 更 有 意思 . 

$3 是 对 8 1 和 832 的 某 些 结果 在 某 些 方面 的 概括 . 主要 讨论 
5 ow 的 某 些 旬 子 , 主 要 是 S.A 乡 a( 其 中 4 之 w) 的 某 些 金 称 铝 
相对 一 阶 理论 的 Hanf- 数 , 本 节 还 讨论 相对 一 类 模型 的 Hanf- 数 的 
上 下 界限 ,甚至 确定 的 值 ,然后 讨论 由 此 得 到 的 结果 的 一 些 特 例 ， 
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证 明 在 一 些 极限 的 情况 下 ,能 归 约 为 原来 的 Hanf- 数 ,但 在 一 般 情 
况 下 不 然 . 


§ 1 片段 zm 的 向 上 -LS- 定 理 与 双 基 数 定理 


本 节 分 3 小 节 讨 论 各 种 片段 Sw 的 向 上 -LS- 定 理 , 第 1 小 节 讨 
论 儿 。。 的 可 数 片 眉 的 向 上 -LS- 定 理 , 从 而 从 男 一 个 角度 证 明了 
h(S)=J., GULL. 3. 15). 第 2 小 节 讨 论 在 MCHC 是 可 容 集 情 
GL FAS Sm 的 向 上 -LS- 定 理 和 男 一 种 形式 的 双 基 数 定理 . 第 3 小 
节 讨 论 在 中 是 任意 可 容 集 情况 下 的 SWAP R Sa 的 向 上 
” -LS- 定 理 和 双 基 数 定理 . l 


— LAST RA Za 的 向 上 -LS- 定 理 


在 下 面 定理 的 证 明 中 ,我 们 要 用 地。 模型 存在 定理 .不 可 辨 
元 (用 它们 的 性 质 来 代替 各 种 紧 致 性 质 )、Skolem- 阔 数 、 伸 缩 扩张 
”定理 (stretching theorem) 和 划分 演算 的 Erd56s-Rado- 定 理 , 因 此 尽 

管 这 个 定理 所 得 到 的 结果 在 很 大 程度 上 已 包括 在 第 11 章 $3 中 ,但 

它 的 证 明 方法 还 是 很 有 意思 . 此 定理 的 特例 是 Morley 在 其 [1965] 
证 明 的 ,一 般 情况 是 L6pez-Escobar 在 其 [1966j 证 明 的 . 

13. 1.1 向 上 -LS- 定 理 $ Zn 是 SF. A BF BT 是 Lm 
的 句子 集 , 假 设 对 所 有 a 二 w,,T AAI, 的 模型 , 则 

(1) T BRA APBA 有 元 穷 ln PURER, H 

(2) 了 有 所 有 无 穷 硕 的 模型 . 

证 明 ; 我 们 先 来 证 明 (1) > (2). 假设 (1? 对 所 有 可 数 片段 Se 
和 所 有 了 成立, 构造 Sm 的 Skolem- Be a, T*=TU 
Taso BIR Za 仍 是 可 数 片 眉 且 7' 是 S/a 的 句子 集 , 据 8. 1. 5， 
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的 每 一 模型 有 一 巾 胀 使 得 该 膨胀 是 T 立 "的 模型 ,因此 据 题 设 和 
与 了 的 关系 ,对 所 有 <w TAA, 的 模型 ,这样 , 据 (17， 
7 有 模型 "使 得 改 " 有 无 穷 不 让 瓣 元 集 4(X,<), 令 4 是 任意 无 
FER, Y, ORREN AHATE. EE ERE. 2.52), T 
ARAD =U RY. OEB AMR. TEB A 
WA. BB'S ME THRA A RN. 这样 ,我 们 证 明 
TC) = (2). 

下 证 (1):( 注 意 :;: 对 (2) 的 证 明 是 通过 把 (1) 运 用 于 Skolem- } 
B Lo 得到 的 ,而 对 (1) 的 证 明 只 需 考虑 任意 Sy 和 了 ,因为 Sm 
和 了 "作为 特例 已 包括 其 中 ,因此 我 们 在 证 明 (1) 时 不 必 特 为 提 到 
Skolem-# 3.4 &¥'=LfUDUC. EPC AM D={d:i<w}) BB 
个 可 数 新 个 体 常 元 集 ,sem ED AH BE eS 
Ly ,也是 所 有 下 列 形式 的 句子 的 集合 ， 

(d=4), Vdd ) Od sd ), 

HR Ou, vw)E€E Sno A . 

li wi 
BABU BS RE araras EARMA, asana) F 
Ty WATE SAR BECK <<) X= {araras} 
Bacao ici AEREO), RAETUTL ARE. 据 扩张 的 模 
型 存在 定理 (4. 1. 6), RIRE Cow- HEE S E SHOAL 

对 所 有 oC TUT f s€S8,sU (a ES. (43.1) 
令 S 是 Vo 的 所 有 有 穷 句子 集 * 的 集合 使 得 
DÈ 只 有 有 穷 多 个 cEC 和 dED 在 s 中 出 现 ; 
GHA a <a, AT RU 和 线 序 集 (多 ,< 使 得 X 
所 4 ,| 天 1 一 3o 且 对 居中 所 有 严格 递增 于 元 组 Ce<Qn， 
(Wa) F diy A sGin sd): (13. 2) 
Os 可 以 写作 s=sEned,). RAM. 13. 2) 的 s 中 的 个 体 常 
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元 zw ERA PARTIC GEM 置换 . TH a, 是 对 个 体 常 元 到 的 解 
释 . 我 们 首先 来 证 明 : 
SØ. 《13. 3) 
考虑 逻辑 真 的 句子 3z(z=z) ,因为 对 每 一 <<o T ANI, 
HRW 且 3x(x 寺 xz) 不 包含 个 体 常 元 ,所 以 条 件 半 和 名 对 s= 
{3xz(Cz==z))} 成 立 , 因 此 { 了 zkGzszrz))ES. 下 证 ， 
S 是 (ao ,w)- 一 致 性 质 . (13.4) 
TE S FE Can ,w)- 一 致 性 质 的 条 件 (C1) 一 (C3),(C5) 一 (C7) 是 例 
行 公事 (我 们 把 这 部 分 验证 留 给 读者 ), 只 有 下 列 条 件 (C4) 的 验证 
值得 在 此 一 提 : 
苦 VBE5sES, 则 对 某 个 gEB,sUI9)ES. (13.5) 
对 所 有 OEO, PWE O EWE O= Enda) & a <a,3 atn 
<a. PREO RANA AE T ARN A, ARFER, <), 
|X] = hgn XTA EGNA ae amn € Xas 
W, F Ia, A si sd,). (13. 6) 
因为 YBEs, 所 以 (13.6) 可 写作 
Wek IÈRA SA VO Gnd.) 
即 A. F Iän V CA SAO) ined). 
因此 对 所 有 eLan E X., AG 
Wek V Ia A sA@) ndy). 
RE RATA eB LX ORS a <<a, EX. A 
fG,)=9, WW. b Aan As AO noda). $2 Erdös-Rado-E 2.4 
Ja +}. 
因为 J = 9,00, 27,_,C0.9" AA n Ot BO} <a, fF 
以 存在 集合 VOX AMATI =I) EO BTA ayer < 
On © Yas f Gn) = Oe BA @ FEW RB TVA FETE 8, € @ EE ME 
大 a <o, 0, =O. 这 意味 对 任意 大 a 三 wi; 集合 SUL AERO. 
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因此 对 所 有 a Lah „sU {外 } 满 足 性 质 @, 所 以 sU {6} ES. 这 就 证 
明了 《33.5), 从 而 也 得 到 了 (13. 4). 

现在 剩 下 只 须 证 S 满足 [13. 1). 4 cE TUT, sES. HET, 
则 OMQRA sU{o} BRRL, HW sU ES .同样 , 若 e 形 如 
一 (dd 硅 Q) 了 ; 则 和 回 对 sU {一 (4 三 Q)} 也 成 立 ; 所 以 

sU {— (dd) ES. 

最 后 假设 o=8ld esd 0d pred DET. 在 这 种 情况 
下 ,我 们 必须 再 用 一 次 Erd6s-Rado- 定 理 . $ e <a, OQ, FET 
的 模型 % 和 线 序 集 (X,<) 使 得 || 王 3:XSE4 昌 对 所 有 a 过 
“EN, 

(BF Dein A s iin a) 
定义 函数 g:[X1] 一 2 使 得 ga, 二 1 WE a] HRA 
Pr a a yo. 
RHEL p>) A RAT HY AERA YOOX HEY! =H 
el CY) ARERR, BLAS RAT as ag hy <b, EY 
A Fol] e UE ef, |. 

4 g=maxinsiss js} MATER a <<a, EY, 

Ardo) F dite A sin sdn) A LOC, s 0d, 200d, 5+ 4d). 
因此 sU (o} AOA RF S. 这 就 证 明了 《13.1).[J] 

13. 1. 2 推论 CS...) =I. 

证 明 : 据 11. 2. 4h SI ooh 4%. WF AARS 
了 的 模型 , 则 存在 可 数 片段 Se 使 得 o€ Sm. 据 向 下 -LS- 定 理 ， 
对 每 -一 0 过 ww,o BRAIN RA. 据 13. 1, 1,c AERAR 
型 ,所 以 h(sf..) 志 J]: 口 


=y 3 we 的 可 容 片 段 Ly 的 向 .上 -LS- 定 理 


13. 1. 3E (Morley , [1967 ]; Barwise, [1969D “4 MCHC 
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一 于 (o) 是 可 容 集 使 得 VIAR (wo) = (x: jrank(2) |<}, M Hani- 
himd =a 事实 上 , E oE Lln AT HEIE eo(D), 
oA], 的 模型 , 则 = FERKEAR. 

WE sh Sm ) 之 Jo 的 证 明 是 对 11. 2. 4 的 证 明 精 细 化 - 为 此 
需要 假设 ww 各 路 AY 有 足够 的 关系 、 通 数 或 个 体 常 元 符号 以 便 
把 11. 2. 4 贯彻 下 去 . RES iE BARS. 

下 证 <“ 委 ”: 为 此 只 须 证 本 定理 的 最 后 一 个 命题 ,因为 它 列 洱 
h(m <p) 假设 o 是 Sm 的 句子 且 对 所 有 a <M). 0 AE 
为 了 的 模型 . 则 存在 可 数 片段 Sn CT 使 得 s€ sar. 今 Sy 是 
La 的 Skolem- 语 言 , 则 Sx 的 Skolem- 理 论 Ts 是 So 的 句子 
集 . 增加 两 个 无 穷 个 体 常 元 集 C 和 DD= {4:i<w} 给 Se. L a 
是 包含 Sy 和 C,D 的 最 小 可 数 片 髓 . 47 Me 的 所 有 下 列 形 
式 的 句子 的 集合 : 

(d=d), 1Xt<j<o, 
Od, s+ eh Od, 5° sd, 
OGD IE Hy HIRI LGL, IS fee jpa 
据 A- 分 离 定理 (0. 2. 7) ,集合 Le Tann Co Ds Hy TEM. 


下 面 我 们 要 在 绎 .中 构造 一 个 (w ,ww)- 一 致 性 质 $ 使 得 

(1) Torem U to} ES, 

(2) 对 所 有 sES MM PET, sUgi ES. 
令 BAL ) 是 Ys 的 所 有 有 穷 句子 集 的 集合 , 则 PS EN. 
我 们 来 递归 定义 函数 @: 骏 一 中 使 得 它 具 有 下 列 直 观 意义 ， 
Q(8) 一 fs:s 一 wwUTsomUfcjaE Fa Ly ) 且 至 多 在 及 步 中 能 看 

到 没有 一 满足 (1) 和 (2) 的 (ww)- 一 致 性 质 和 包含 ;}， 

IAL OOF: 

# rrn ÈR, NRSA REAM) MQHMAMA s 
EM 的 集合 使 得 下 列 公式 在 ( 红 8, 所 ) 中 成 立 ; 
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sE BML y ))[s* 一 so UT shoe U {o} | 


ALGGET I GT<Ar[sU (EQ) 
y (AGE s)(--8E s] 
V CAGE SAVE TCO) AYL M= >y 
AsU ig = ERON] 
V GGENGVETCO [8= AKA GJEF)AY<A) 
GU (g} EQ 
V (CAGE CAVE TCE®)[0= VA (YIET) 7B) 
GU ig) EQCGD J 
V CAGES) Ad. cE TCO =Y rlr) A GcEC)AY<) 
CGU ipler) EQ YI 
V (APES) Ag. € TC) (OH Jaga) A (YE CI A7<RB) 
| (SU {gr/e)} EQN) ] 
V Gesd€ Olec=dEs A YA GU id=) EQ))] 
V 0 Es prETC(OOD) (CECILY(r) 是 原子 公式 或 
原子 公式 的 否定 At 是 基本 项 人 0 一 bt)sc=tEG5 
AGYAM GU tga) ERU] 
VIETE ga ))[ RRAKAA (YcEC) C37<8) 
GU {=n €Q0))I]. 
车 读者 把 (wm wo) BEA EMG. DAER E 
较 一 下 , 则 它们 间 的 关系 就 一 目 了 然 ， 
据 名 递归 定义 原则 C0. 4. 3), 对 所 有 LEMN, QU RAELE 
PR OM LB A. EM 
S= {51 s= s UT stam U (hE Puls RAAB FR 
EC 和 dEDD 在 so 中 出 现 且 s& U Qed}. 
下 证 : S 是 (wsw)- 一 致 性 质 . 
若 往 常 那样 ,我 们 只 验证 (C4}) 的 情况 ,其余 情况 留 给 读者 作 
为 练习 . SVVEsSES 日 假设 对 所 有 %E sU aS Sre 
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QCy)" 是 关系 TEQCy) 的 Te. 
M.E) F YgE rI SU EC ”| 
$e 三 - 自 返 原则 (0. 2.5) ERER acM (HE sEM. Wea H 
a, E) FYE PIILU (9) EQO]. 
所 以 
(M, EF VPE WIVEal*sU LG} EQM”"]. 
因此 
M, E>) FYIEVI7Eo L'sU {yf} EQ) 7 ]， 

从 而 se Q(ota)) 5 sES FIR. 因此 (C4}) 成 立 . 

现在 只 须 验证 条 件 (1) 和 (C2) 成 立 . (2) 的 成 立 是 显然 的 ,因为 
#8 sES, ZETA sU tg} EQ). WM s ERHI, t sES FRA 
It sUdg ES. 

为 了 证 明 (1) .我 们 施 归 纳 先 证 明 下 列 命题 (13. 7) : | 

A 5 二 50UTeoowU tols =s (En sd) E PALDA R S 
个 cEC AED. RRA M fo ARK, ORG XCA, |X| 
Tangy) LAA ae <a, XCM a) Fin A snsd, SU 
sEQCP). (13.7) 

HIA ¥< 8, BE 0M), (13.7)? 成 立 , 但 对 有 8 不成立, 则 
相对 QQ@(8) 的 定义 的 10 个 析 取 有 上肢 分 别 存 在 10 种 情况 ,其 中 有 两 种 情 
况 需要 Erd5s-Rado- 定 理 , 第 一 种 情况 是 第 一 个 析 取 有 上肢: 存在 9€ 
TAD <8 EE SULA CQ). AS 

A= Pld rad yd, yr ad, )- 
因为 (13.7) 对 7 了 成 立 , 所 以 据 划 分 关系 
sai) ORs 3 

A TE R nm p Caen ，, 我 们 就 能 得 到 巴 a. 另 一 种 情况 就 是 
第 5 个 析 了 到 肢 :存在 V 亚 Es 使 得 对 所 有 yeE 业 存在 7<8 使 得 sl 
WERU. DLT FAB URE E oco ™ api 仍 可 得 矛盾 . 

为 了 从 (13.7) 得 到 条 件 (1) ,我 们 令 (13. 7 s=, XR 
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BA D 中 的 个 体 常 元 在 s=T soem U t0) PRR. AA w PEM, i 
以 能 证 明 w: (8 十 1) Eo). 据 归 纳 假设 ,ro 有 得 为 了 .,o ,的 模型 
UU Xt Hy’ 的 Skolem-WAK,X=A 和 且 二 是 任意 二 元 关 

A 则 (13， 7) 的 假设 部 分 被 满足 ， 所 以 据 (13. 7).s€QC8), Aut s 
ES, 从 而 证 明 (C1) 成 立 ， 

因为 S$ 是 cw,w)- 一 致 性 质 , ESP KORE, 
RE Tan U {0} UTARA. SOE, ais a,,…) 是 这 样 的 模型 ， 
WY Up sv =U 就 是 o 的 模型 . 因为 7 在 “中 成 立 , 所 以 据 序 关 
系 w<ai i<j, X= {aya} EW HOH Sy -不 可 辨 元 集 . 
据 8. 2. 3(2),o AMA LARRA. C] 

说 明 ; 上 述 定理 首先 为 Morley 以 下 列 特例 所 证 : 

o= 人 Ye…zm CV Fan) ’ 

其 中 ott 名 -公式 . 此 定理 的 一 般 情况 是 由 Barwise WE AA, 但 
Barwise 的 论证 依赖 可 容 集 上 的 力 迫 构造 . 我 们 这 里 给 出 的 证 明 来 
自 Keisler 的 [1971]. 

上 述 定理 还 可 以 概 插 到 2 个 基数 的 情况 ,这 样 得 到 的 定理 称 为 
向 上 -LS- 定 理 的 双 基 数 形式 (简称 向 上 -LS- 双 基数 定理 )， 

本 小 节 以 下 固定 也 是 反 . .的 一 元 谓词 符 导 ,&w ST] 
数 片段 - A= (ALU, RE ke ARIS AIR 4 | Al = B 
LU, =A. Mm 的 句子 集 T 允许 (x,2) 当 且 仅 当 7 有 类 型 (x,4) 
的 模型 . 

13. 1. 4 双 基 数 定理 {Morley,[19651〉” ST Æ Se 的 句子 
集 , 假 设 对 所 有 a <u FERM x 之 w 使 得 工 YF) e) M 

(1) 7* 有 模型 半 一 <4,U0,…) 使 得 U 的 基数 无 穷 且 上 存在 
无 穷 不 可 辨 元 集 ( 见 8. 2. 2), 且 

(2) SARA BER A Lew. T RGA w). 

证 明 : 如 13. 1. 1, 我 们 先 证 (1) > (2). 令 Sg 是 Sm 的 
Skolem- AT =T U Tstotems AUX DPA xc < 存在 elem 使 得 
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7 允许 (Ce)x) ERE SMe 和 了 AEA 一 (4 ,7 
T' 使 得 (<, 二) 是 UU 上 无 穷 mw- 不 可 辨 元 集 , 据 向 下 -LS- 定 理 , 不 
oy BLUE A 是 可 数 的 县 UU BAU | =o. 对 每 一 wEU, 增 
加 一 个 新 个 体 常 元 FRAY, WAP KER So 和 模型 
A` wer (注意 :片段 Sg 中 每 一 公式 只 含有 穷 多 个 co ) 因 此 
KX, OE Za -不 可 状元 集 . HEB. 2. 3(2) , 若 我 们 令 4 了 ,<) 是 基 
数 为 SUERTE OB" ,5.),ev 使 得 (Y, 一) 是 该 模型 的 
Mg! -RARER B boH), BX MY 中 的 所 有 严 
格 递 增 p 元 组 实现 Se PRAM RM. HS B= (B,V,…) 是 
(Bb) ev 对 Z HRAN BETHAID = IY=. FE: 
V={b u EU}. 

令 5EY, 则 对 Sop HRPM IMRT <r <y,EY yb 
=i) & aor LE X, AHtGIQEV MY DEU, A 
MET uU, tG, =a, HV t) =6., A V=(b,:0€U}. 这样 
我 们 就 有 JV|==w, 从 而 证 明了 工 允许 (44). 

现在 我 们 来 证 明 (1). 令 sa 一 YmUCUD, 其 中 C,D 是 两 个 
可 数 新 个 体 常 元 集 ,TT 是 下 列 句子 集 

wd=d), jo, 

Va LO d tod Oh acd, a0 d,s 
其 中 Oi, sd, sed VE Ln ’ 4)" <p Si figs 不 妨 假设 T 
包含 述说 “U 是 无 穷 集 ”的 句子 集 . BR, Aasa) ETUT 
WUETHUN AU LWA MIM. 据 4. 1.6, BBA TUT, 
的 模型 只 须 构造 一 个 (wyo)- 一 致 性 质 $ (HI SHC AM IPA SES 
AcE TUT sU{o ES. 

E SBM s= Curd HAH mw- 句子 集 的 集合 使 得 
对 所 有 a ay ,存在 A = (AU y+") 上 T 和 线 序 集 (X <a XC 
AIX RLOU D, BMA ape <a, EX. 
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(U2) Fd, A su d,). 
余下 证 明 如 13. 1. 1 证 明 相应 部 分 ,所 不 同 的 是 据 下 列 划 分 关系 : 
Fen CU [ITY D? tery» 
而 这 个 划分 关系 来 自 Erd6s-Rado- 定 理 , C] 
13. 1. 5 推论 STE Sm HOFER AE ee FBT A 
VEL, tw) sx)* 则 对 所 有 A oT REA w). 
证 明 : 据 向 下 -LS- 定 理 , 对 所 有 a <a TOF CI, (eR 
后 再 据 13. 1.4, 易 得 结论 .加 
HAA: MM EEA RRB MA Sie. oo, 
对 范畴 定理 和 齐 次 模型 的 研究 ,我 们 将 在 以 后 讨论 ,也 请 读者 参见 
Keisler 的 [1971 ]. 


三 ,2 的 可 容 片段 Sa 的 向 上 -LS- 定 理 


` 在 本 小 节 我 们 要 概括 前 两 小 节 的 内 容 , 先 考虑 .的 可 容 片 
Bt So 的 向 上 -LS 定理 ,然后 把 关于 单个 包子 的 13. 1. 3 推广 到 关 
于 可 容 集 合 论 的 怠 - 理 论 的 13. 1. 9, 最 后 讨论 SW WER AH 
段 的 双 基 数 定理 . 这 里 得 到 的 结果 是 Barwise 在 其 [1975j] 得 到 的 ， 
它们 是 对 Barwise 和 Kunen 在 其 [1971] 所 取得 的 结果 的 概括 ， 

本 小 节 辕 定 U 是 Sw Hs AS on 是 名 ,的 片段 . 
称 sm 的 句子 集 T KADY AIT ARR ASAU.) 
使 得 14|1=x 生 IU|==24. 称 有 类 型 (x,) 的 模型 当 香 仅 当 了 多 
IFA) U 上 的 纪 m- 不 可 状元 集 的 概念 如 前 定义 . 

13. 1.63| 理 $ Sm 是 带 个 体 常 元 集 的 Skolem- 片 段 . 了 是 
Lp 的 理论 sT skolem— T = | Sq | , 则 

DETR- -ER Ln ARRAREN, MT AAR 
之 « 的 模型 ; 

(2) FTO ARR A= (AU, o EBA OREU LEF 
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Sr 全- 不 可 状元 集 , 则 对 所 有 A Dee ULT RFA. IU). 
证 明 ;(1) 的 证 明 直 接 来 自 8.2.5(2) 的 侈 和 8. 1. 25. 
(2) SU GU RGGI A BTR, ,C= {euu EU}, 
A = (0 0) ey OE A OE A Sn (CD-R. 
FEB ASE SY ORR H A RRB = (Bw) 6 KB. 2. 
5(2) 所 给 定 的 模型 . 据 8. 2.10, AMIR B,—Hull(Y,B,), AAI 
Hull- 包 也 有 8. 2. 5(2 VER OMO®. 12 BS B= (BU, ), 
下 证 U=U, :假设 cEU,, 则 对 Sm SER. EP m TCA un ECU 
MEP << y EY a= Grit) 但 是 
BE UC stim)» 
所 以 据 8. 2.5D WD, ayo, eX. B EUOG a). H 
BAHT n TA xy <i <a, MFR FE EU 使 得 
| l WE wz, rtm) 
再 据 8, 2. 5(2) 的 四 ,有 见 上 u= Garm) PL BE ua. eA 
说 ,U ,的 每 一 元 素 都 属于 口 ,因此 |U|==1V1, 从 而 
1B8|= itm (OC) |+ |Y| 
二 x 十 ICl 二 4 
=«e+|U|+a=Aa.0 
SWE SER OX. ORE XSA Eno, 
RER, <)> Sy 的 让 不 可 辨 元 集 OS 对 所 有 <<a, 
yi, EX, CUZ, . 据 8.2.2,( 久 ,之 ) 是 nm- 不 可 
辨 元 集 号 对 每 一 mn 过 w,《X ,过 ) 是 -不 可 状元 集 . BR AX) 
是 x- 不 可 状元 集 , 则 对 所 有 mn, CEE m- 不 可 状元 集 . 
所 有 的 线 序 集 (X ,< 使 得 XA 都 是 90- 不 可 状元 集 . 
当时 一 44:U，…》 类 似 地 可 定义 局 上 的 六 不 可 辩 元 集 . 
13. 1.7 引 理 国定 0<z<o. 且 令 Son SUN Re 
(Enl =e A E Z oE o 
(1) EJA SIDU WA RFE Se I nF] BCH 
人 
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(2) FU=(A,U,) KP | Se, ASRU D ma 中 
存在 Sm 的 U 上 的 无 穷 nA HX, <). 

证 明 :(1) 令 之 是 AWARE. BTR a <<, EAS 

Tc 一 (PC WE ART}. 
因为 对 Se. FESZ 个 不 同 的 公式 集 , 所 以 也 就 把 L4] 划分 为 
魏 2 个 不 同 的 集合 . AA 
| A[ >I, Ce) =I, €2"). 
所 以 据 Erdös-Rado-Æ £2. TERE > 2" > SO XSA 使 得 LAJ 的 
每 一 元 素 在 这 个 划分 的 一 个 固定 的 元 素 中 , 踊 当 aye <a yy < 
sey, EX BY 
Tay La =T yds 

REX <p X) EAE UPA IF ne HUY HR 

(2) 令 C= feau CUA Sa (C0) | 置换 (1 中 的 <, 然后 运用 
DF Se (OM = Awe O 

13. 1.8 定 理 $ Zn BS WH TA EE IM |=, a= 
g.(M) TR So 的 RR. BRE paT HRS I, OOH 
型 , 则 也 有 包含 无 穷 不 可 辩 元 集 的 模型 . 

证 明 : 据 8. 1. 13, 不 妨 假 设 Sm 是 Skolem- Fr Pt s T skoen CT H 
So EM bY A. BRT BRR AS Ln TARRA 
型. 我 们 要 证 对 某 个 <e,T LARS 1, Ce) KAR, A TE E 
定理 的 道理 形式 . 这 个 定理 的 证 明 比 较 长 ,我 们 须 分 阶段 进行 . 

假设 Sy 是 包含 Sn 和 两 个 新 符 导 和 ,把 的 Skolem- 片 段 ,C 
一 tc:0<z< wy) 是 新 个 体 常 元 符号 集 . 在 下 面 的 证 明 中 我 们 要 涉 
及 语言 Lad Ly Er) Sin (CY Sy (C); 这 些 都 是 带 个 体 常 元 
集 的 Skolem- 语 言 .对 n 之 0; 我 们 定义 S, ES m(z) 的 所 有 具有 下 
列 性 质 的 超 有 效 性 质 D 的 集合 : 

(1) TED, 

《2) "X peo AR AX HARK AH Cast element)”, 
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(3) “EX ANex<e4,"ED, WO<i<n, 
(4) 4 n> Ont. MH pÈ ELR, 
YEE Xlr <<a, (AS, Jr AE, I JED. 
据 弱 完全 性 定理 8. 1. 17， 
DES, OD 是 由 某 个 结构 ( 寻 , 贸 ,之 , 喜 ) 给 定 的 Hy E-A 
效 性 质 ,其 中 路 上 T,(X,<) 是 中 中 Sm MAR nRTRARE 
Qa E X. (13. 8) 
& s= US,. 注意 :对 x 之 0, 每 一 DES 愉 好 在 一 个 S, 中 . 这 个 
n 称 为 BD 的 层次 .我 们 可 以 通过 观察 是 否 有 
l Ca =n ED H cni =c 4D 
KAE D HEK n 令 Lev(D) 表 示 D 的 层次 ,定义 S 上 到 如 下 : 
D,<D © Lev(D,)>Lev(D) E DN Sm Lers cp) ED. 
因此 易 见 , 若 D,<D,， 则 对 ==Lev(D)，D 和 Di 恰好 包含 相间 的 
st 《6,)- 公 式 , 但 不 一 定 恰好 包含 相同 的 wm (5,)- 公 式 . 下 证 ， 
(S, <) RE iy. (13.9) 
RES, < TEREK. S 
++ <Drt <D, < <D <D, 
是 无 穷 递 降 链 . HOES, A n>m W ONSe (Zs)ES。, 因 此 我 们 
可 以 假设 Lev(D,) =n, HS 
D: 一 D, 人 Sm CE)， Do. = UD». 
据 链 并 引 理 8. 1. 20.D 是 Hn COW MA MEM. 据 弱 完全 性 定 
FES (Wd, SE DLA A ET A X= iasa) A p 
如 下 排序 的 无 穷 Ym- 不 可 辨 元 集 : 
aa; i<j. 
而 这 与 了 的 假设 矛盾 ,所 以 (13. DRE- 
据 (13. 9) ,定义 S 上 的 秩 函 数 如 下 : 
Rank (D) =sup{Rank(D,)+1:D,;<D}, 
Rank(S ) ~sup{Rank(D,)+1;D,€S }. 
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因为 S.A. FA Rank(S)>0. 下 证 ， 
若 Rank(S) 一 ”2<<o 则 没有 六 上 三 有 无 穷 m 不 可 办 元 集 ， 
(13. 10) 
为 此 假设 WET. EX, OREN 1 不 可 状元 集 . Sm 
nA A= A,X, AD NSD, BHU, SEM Mn ZR 
ER. Dn E Sn A 
Rank (D) œ>Rank (D, ) >>+++>Rank(D,)2>0, 
所 以 Rank (Do) >n, Auk Rank (S) >n, 与 假设 矛盾 . (13. 10) 得 证 . 
据 C13. 10) 和 13. 1. 701), 3244 
Rank(S)=2<w, M T ARI, Cc) 09 EM. (13.11) 
 Rank(S) Se, MRE nF RR. YL 
R” x 事先 规定 一 个 上 界 , 但 能 给 |X | 规定 一 个 界限 , 假设 UE 
TX OEA P Ln H ee RY PER ay <<a, EX. SDE 
S, Eh UX. <a) ENA EIR. 下 证 : 
B=Rank(D) > |X| <an (13.12) 
413.1. 701) AY uE BA BB EE. FA Erdés-Rado- 3 H H WHAT 2 
假设 我 们 已 经 证 明 (13. 12) 对 7 过 8( 其 中 PORA, DXi S 
Iago O. XIX, ORE n eLan F 
Taye ae) = Ahn EL mA E Oza J}, 
AMET AUDAS SRE AH2< I, COA 
X >ne p OS gp ODD app LOS, Oange), 
所 以 根据 Erdas-Rado- 定 理 , 存 在 XOX EIX > I OH 
[Xo] 了 ”的 每 一 元 素 在 这 个 划分 的 一 个 固定 元 中 , 即 对 Xe 中 所 有 
nti rye yt Pe 
Tayo <a ET Cy gd 
(8 AE CX SOB UM ntl PTR CHK. 我 们 令 acca 
(Xo LOH nt TADE h A= A, Xo <b Xorg DAE I E 
有 效 性 质 , 则 Do<D. Fr Rank (Do <2. 因为 - 
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POPECE 

其 中 Y= Rank(D,), JPA 六 ,的 构成 与 归纳 假设 至 盾 , 从 而 证 朋 
(13. 12) 对 8 守 0 成 立 . 8 二 0 的 情况 更 容易 ,请 读者 自 证 - FHE: 

了 的 每 一 模型 时 ARK Ce), HP B 一 Rank(S)，《〈13. 13) 

为 此 令 习 =4, 且 < 是 鲜 的 任意 线 序 ， RAX, OEA 
0- 不 可 辨 元 集 ,所 以 车 DD EAA, X, OAE Sy A 
则 ¥=Rank(D)<f. 据 (13. 12), 

[A= |X| <a py CO SIL. We). 
下 证 : 
Rank (S) <g, M). (13.14) 

为 此 我 们 需要 构造 能 制约 8 一 Rank(S) 的 Sm 的 -Ee 
T (<). 首先 让 我 们 描述 一 下 预期 的 (< 过) 的 模型 并 使 得 二 ”有 
序 型 8. 令 六 是 下 列 结构 

(Ay Bis Di; POM).E: S, <, FGT) ems 

其 中 A=sfUMUPM), 


<=€! £, 

Lev(D), # DES, 
co)=-| 

某 个 不 属于 .ww 的 常 元 ， 否则 ， 
rsa De # DES, 

某 个 不 属于 及 的 常 元 ， 否则 ， 


E=ENMxFM)). 
现 假设 
AXA =A; N, <s Ris P.E; Sioa Fy Girt) res, 
0 中 真 的 有 穷 一 阶 名 子 且 MCW, BPN, 
结构 . 这 个 证 明说 明 我 们 实际 要 用 到 的 有 穷 句子 集 是 器 上 
te 14). 
据 关于 PD) BIER AIA 
PZR), E=ENRXP), SCP. 
PRIS ARRON, <<,) 不 能 被 良 序 , 则 存在 没有 过 1- 极 小 元 的 子 集 N, 
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CN. & 

S= (DES: F DEN}, 

S= (DN Sm Cn): DES, mw mG (D)}, 
其 中 Gi(D) 可 以 是 -一 个 非 标准 整数 . 不 难看 出 Sas, EAA D 
ES 是 一 适当 的 He (ors ,cw,) 的 超 有 效 性 质 , 且 相关 的 基 词 都 
是 全 称 量 词 ,所 以 5; 必 有 极 小 元 D. AD 考虑 它 在 入 中 的 对 应 元 ， 
且 分 别 考虑 GD) 的 标准 情况 和 非 标准 情况 ,我 们 易 得 矛盾 . 这 
ERNER T(N, < 被 良 序 ,从 而 证 明了 了 (13. 14). 

最 后 我 们 来 证 明 本 定理 的 结论 :假设 g DO =—o, MACH 
结论 可 以 从 (13. 11) 得 到 . 假设 Rank(S)==8 H g CM) >, Ml HE 
12. 4. 14 和 (13. 14) ,w:68<gs( 曙 ), 因 此 本 定理 的 结论 可 以 从 (13. 
13) 得 到 . O 

13. 1. 9 推论 ON 是 可 容 集 ,x= |M],c—g,(M),. T EÈ Sn 
的 -理论 . 车 对 每 -- <a,T ABS I, OOH RH WER AS 
KT AREA A RAAL 

证 明 : 据 8. 1. 13, 可 设 Sm 是 Skolem- 片 段 ,Ts SET, 据 13. 
1.8 和 13. 1. 6(1) MAA. C] 

13. 1. 10 推 论 。 令 驶 是 可 数 可 容 集 ,7 是 Seo DR. 
对 每 一 <a 二 o( 咒 ), 了 有 睾 闫 JC 汉 ,) 的 模型 , 则 工 有 每 一 无 穷 
AEA RAY. 

证 明 : 据 12. 4. 10(3),g,(N) =o(M). 再 据 13. 1. 9.0 

说 明 : 若 Ma 不 是 HFa , 则 易 证 对 每 一 PEM. FE Sm 的 
句子 o 使 得 c FHI, HRB ALK RACER 
习 13.1. 18) ,因此 13. 1. 10 对 Ma AHFs 是 最 好 的 ,不 能 得 到 改善 ， 
但 对 Vig 一 HFy ,有 Sm 一 经, 所 以 我 们 有 更 好 的 结果 . 

13.1. 11 推论 S Za ES... Skolem-F AK RBA w= 
BM), T Sm 的 马 - 理 论 . 若 对 每 一 rz<o,T 有 包含 Se 的 一 
无 穷 -不 可 辨 元 集 的 Skolem- 模 型 , 则 了 有 包含 一 无 穷 红 m -不 可 
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状元 集 的 Skolem- 模 型 ， 

证 明 ; 据 13. 1. 8 的 证 明 中 的 (13. 10). 

同样 ,我 们 也 有 下 列 双 基 数 定 理 : 

13. 1. 12 双 基数 定理 $Me 是 可 容 片 段 使 得 =M |, a= 
BM ,7 一 TD 是 Za 的 马 - 理 论 . 若 对 每 一 < ae, 存在 基数 4 
之 x 使 得 工 RIF, AAD. WT GR U= (ALU, fee A E 
RU ERF Sa- RAHI. 

证 明 : 本 定理 的 证 明 类 似 13. 1. 8 的 证 明 , 所 以 下 面 我 们 只 说 明 
两 者 的 不 同 之 处 . 仍 假设 Sm 是 Skolem- Hy BE» Tsin ST, H BR 
〈 通 过 增加 个 新 个 体 常 元 符号 和 革 些 形 如 U Ce) ,一 (cx 一 cy) 的 
公理 给 TT 的 每 一 模型 性 AU | Se. 

令 Sy (C) 如 13.1. 8 证 明 所 规定 , 且 令 

DES, © D È Hy (zs) 的 \ 具 有 13.1.8 证 明 所 规定 的 性 质 


(1) 一 (4 和 下 列 性 质 (5) 的 超 有 效 性 质 : 对 5 mm 的 所 有 项 1)， 
(5) VG, YR E Xa <a, (=e) J. 
与 (13, 8) 类 似 的 下 列 (13. 15) 是 一 个 方向 的 结果 : 
若 口 是 由 某 个 (中 ,X, 忆 ,已 ) 给 完 的 .Sem (ZIG RARER, 
(X LEU" L Me Hn ET RAR <<a, € X, Hl DES,. 
(13. 15) 
EXS=US, 上 的 关系 < 如 3. 1. 8 的 证 明 . 此 外 ,还 假设 了 没 ， 
有 包含 U* 上 不 可 状元 集 的 模型 式 . 下 证 ， 
(S.<)2 Ries. (13. 16) 
证 明 (13.16) 要 比 证 明 (13. 9) 更 技巧 一 些 . 假设 每 一 D. AR 
Kn, 
"<D, <D.<…<D,<D, 
令 局 =D, 门 2em (é,), DL = UD 据 链 并 引 理 8. 1. 20, DL 


San (C) A RAF 效 性 质 . FA tar" …) 是 Do Wye X= lays}, 
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aTa S iLj iA A= Hulk, 3). 据 8.2.10, 中 FD?. 因 此 史上 
TAX OEA pP Ln ARRE. 下 证 (和 ,< 是 L 上 的 不 
可 辨 元 集 . 为 此 设 wEUY ,要 证 (XK, 达 ;的 递增 nn 元 组 在 (如 ,x) 中 满 
足 相 同 的 公式 (车 对 下 也 同样 可 证 ). 因为 站 二 Hull(X), 所 以 存在 
项 OnE UWE u5 Gn) FR BARS), NE utn), 其 中 
aya, EX. MB nwr Lay ery EX. AM 
证 对 所 有 公式 hti) 
WE oz] > UE gu]. 
选择 递增 m 元 组 a L Len 使 得 x, > 2,2, > ya 考虑 由 
(os 
给 定 的 公式 (加 +m). AW u=2(z,) WE dz. En] A 
CX <M AN AT HEE WE OL. Ze] Aa UE OD, 这 样 我 们 
RUE RA T (X, <O U EAR REM ATP HE HT (13. 16). 
定义 Rank CD),Rank(S) 如 前 ,如 证 明 (13. 10) AB FF LE RA F P 
(13.17): 
设 Rank(S)=n<o, MAKR AET SU LAR n KORA. 
(13.17) 
用 (13.172 和 13. 1.72) RNA 
若 Rank(S) =n<w, WA ER RH AT RAH CI, AA). 
(13. 18) 
RAFT, KOU HU" EY nA ESE ay <<a, 
EX. RNS OES, HHA. <, d) EN AER, B= 
Rank(D). 对 应 (13. 12) ,下 证 : 
IX] <Ia IUD. (13. 19) 
(13. 19) 的 证 明 仍 是 运用 Erdds-Rado-s M H WHA OB. 此 
证 明 非 常 类 似 (13. 12) AOE AA, TA Ze A 
假设 8= Rank(S) , 据 (13.19), 有 
WET => [MIT 0 |). (13. 20) 


据 与 (13. 14) 的 证 明 完 全 相同 的 证 明 , 有 
Rank (S) <gs (Mt). (13. 21) 
现在 不 难 证 明 本 定理 的 结论 .[] 

13. 1. 13 双 基数 定理 $ Hy BAA AEG c= (Dl ,a 一 
gz( 观 ),T 是 Sy 的 -理论 .车 对 每 -P<a, 存 在 基数 4 之 x 使 得 
T ROA, A IHA Sr ER OT RO). 

证 明 : 据 8. 1. 13 ,不 妨 假 设 Lm 是 Skolem- H Bt + T'on ST A 
13. 1.9 和 13.1.6(2》, 就 有 本 推论 . 口 

13. L 14 推 论 。 令 疯 是 可 数 可 容 集 ,了 是 Zan 的 -Me A 
对 每 一 p< 之 a 二 oC 级 ), 存 在 楚 数 A ew (HIS T 允许 (p(X),), 则 对 
BRA AY A e.T PVF CA). 

ESA : #212. 4. 10(3).g, (DI) =o(M), HHS. 1.13.0 

注意 :从 定理 13. 1. 2 和 13, 1. 14 易 得 双 基 数 定理 13. 1. 4, 其 它 
情况 也 类 似 ,这 说 明 本 小 节 的 结果 是 对 前 两 节 结果 的 概括 . 但 要 注 
意 两 者 有 一 个 根本 的 差别 ;对 于 后 者 ,“ 吕 是 可 容 集 ” 这 个 条 件 是 
本 质 的 ,不 能 删 去 ;而 对 前 者 ,它们 只 是 提供 了 一 个 方便 的 装置 . 

我 们 还 可 以 进一步 弱化 本 小 节 的 诸 结 果 的 假设 条 件 . 当然 ,为 
了 得 到 g MAM ,我 们 还 是 要 求 可 数 集 M EAR. 

另外 ,我 们 还 须 注 意 :人 队 应 用 的 角度 来 说 , 双 基 数 形式 的 向 上 - 
LS- 定 理 更 有 用 . 例如 , 当 我 们 在 带 始 元 的 集合 论 模 型 中 工作 时 ， 
双 基 数 定理 是 相当 自然 的 . 下 举 一 例 说 明之 . 

13. 1. 15 例 令 中 是 可 容 集 掩 得 «= |M], a=g, VD. WE 
意 pca HE Son WSU DBRT AER pE 
g(t). AF | 

(1) TT 有 类 型 口 ,Cw) OW RA, 

(2) ELET WARA DHR, N A<). 

特别 地 ,了 没有 类 型 (JoCe) ne) FAA 

证 明 : 令 74 是 Sm A BA <HA 2 A 3.- 理 论 . 据 12.4. 

15, 令 $<gy( 台 ) 大 于 工 ,制约 的 所 有 序数 . 在 构造 理论 了 之 前 ,我 
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们 先 描述 预期 的 模型 A 使 得 世上 了 是 类 型 为 (Js(e) ,wx) 的 模型 . 
SARRA HETE, M= (AM OE TORR PCA 
序 型 8. Hey F-LS- se HE, ARR | Ao | max 《x,|18|), 所 以 我 们 
完全 可 以 假设 ATAUL RS 
WM = (AU Va) A EFs Ayre), 

其 中 

Va RACE 8 7 开头 部 分 ， 

Fola) 二 (2 在 Va 中 的 秩 )， 

Fla)= (<4 $ Fa LE). 

HET F E EM, S c 是 个 体 常 元 符号 . AAN | 

=« PXE cc 有 wx 个 . 令 工 由 下 列 句 子 组 成 ， 

一 (cs 二 cy)， 对 所 有 co yEDM.zHy, 

Utes), WHA CEM, 

Valr€avrxrEb)~a=b (A KPU PAS), 

Vaylr€ yorF (x) < Fy) ], 

go, 对 所 有 PET). 
这 里 UV 和 Uo 是 两 个 新 一 元 谓词 符号 . 显然 ,T EU 中 成 立 ， 其 中 
U* =A, Už =A. 男 一 方面 ;车 叶 一 (BJU ,EF 过 ,…) 是 全 的 
另 一 个 模型 , 则 ( 书 , 过 ,…) 上 TT, 所 以 过 被 良 序 且 其 序 型 <<&. 但 下 
{RIE E ER RH H Rank (CE)<&, 所 以 LB,U,E) 同 构 VYu( 人 的 一 子 
模型 ,因此 18[&ICUD. 口 


练 习 

13.1.16 Soy BSR Sm 是 mw 的 Skolem- 片 段 ， 

六 = (AGU oo RE La BRE A AU ES HF BY HR 

证 明 : 对 所 有 基数 之 141 ,存在 者 为 1 的 结构 风 * =B, V ,…) 使 
B=, 8, |Vi=lUl. 

13.41.17 & Safe. WYRE ERT E Lan 的 句子 集 . 假 
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设 对 所 有 2 < PEPE eS), 使 得 了 REO) ,x), 则 对 所 有 4 之 
peee.T RIFA p). 

[R413 1.16 得 到 已 上 的 不 可 状元 集 {ziyza》 ,然后 通 
过 增加 命名 诸 工 的 个 体 常 元 构成 一 语言 ,再 得 到 该 语言 中 的 不 可 
状元 lunu e } CU. | 

13.1.18 SM aye R.c=—g(M), 

D 证 明 sm 的 单 句 的 Hanf- 数 至 少 是 

1 一 sup{f]。(ec):k 一 | 和 | REEM). 
印证 明 对 A <A ETE Sm 的 句子 a 使 得 o ARS AR RA 
FARA. (REL Re XE, P< g(M), Mie Vee). ] 

(2) 证 明 对 某 个 极限 序数 4, 上 述 Hanf- 数 总 是 形 如 】 - 

13.1.19 SD EARE oM >w, 

(1) ERE EM 能 以 下 列 方式 属于 一 个 Skolem- 片 段 
LEM .o HBR OLR RD 中 的 那些 模型 ) 能 膨胀 到 了 si 
的 模型 . 

(2) 证 明 Sm 的 单 句 的 Hanf- 数 是 

A=sup{1,(«); r= |X| ,XEN), 
其 中 e=g(M). MERE oO Mt RAR RS [Dt | 的 模型 , 则 存 
EXEM fl Bg QO o RAR SIX DERK. 

[soe RS X MAL) PA Sy. 修正 13. 1.8 的 证 明 ,] 

(3) (Barwise-Kunen,[1971]) EHE NM ÆT A, 
Ay HB AY Hanf- E Jon, + BNE OCDE) = w BY th ooh. 

(4) (Dickmann, [1975],ch4 $5) 称 序数 “是 绎 sr 可 达 序 
BCR Ke -可 达 序 数 ) Oo 存在 笃 s+。 的 .包含 二 元 关系 符 导 所 和 
一 元 谓词 U 的 句子 o 使 得 

D 对 o -N UU" field (<) H| AU", 

© 存在 o 的 模型 BB" Ay Ae. 

(这 里 的 定义 与 12.4. 2 一 致 , ) 令 AC. EA xc+- 可 达 序 数 的 类 ， 
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gle” ) 是 第 一 个 不 在 AC,* 中 的 序数 . 证明: 
C1) a 是 xt- 可 达 序 数 > hA 
(2) L.R Hanf- 2 h( 24) = Jeet y 
13.1.20 SM ETAS , a=g (M), HS 
Ay=sup{I,(«) ;Kk 二 |X|, eEP KEM), 
A= J, M D. 
据 13. 1.8,sm 的 5- 理论 的 Hanf-# a <A,. 
(1) 证 明 A SA, 
《2) ERS M BAH B MAHUE, BH g (MOSM), 
ny Ay = Ay. 


$ ae Hall Hanf{- 数 


ACH BRATTICE K A> eo hj, Sah Hanf- 数 ,特别 是 Aaa 的 
Hanf- 数 . 

在 第 11 章 和 本 意 § 1 的 13. 1. 19(4) ,我 们 已 经 讨论 了 有 穷 量 词 
语言 和 .的 Hanf- 数 . FEAR BRE h o AEA 般 独 立 
于 ZFC 的 公理 , 但 是 ,在 ZFC 中 我 们 能 够 得 到 hs) 的 合理 界 
限 , 即 这 种 界限 可 以 用 ZFC 中 的 基数 运算 来 表达 . 在 本 节 我 们 将 
看 到 即使 这 社 的 权宜 方法 对 无 穷 量词 语言 也 是 不 成 立 的 ,除非 我 
们 另外 增加 公理 给 ZFC ,否则 ,我 们 不 知道 h a n ) 的 界限 . 

解决 这 个 问题 要 依赖 其 它 集合 论 假设 . 目前 已 得 到 的 最 好 的 
情况 是 把 强 无 穷 公理 ( 即 可 测 基 数 让 在 ) 加 到 ZFC 上 .本 节 得 到 的 
绝 大 部 分 结果 都 需要 这 种 假设 ,只 有 一 个 结果 (定理 13. 2.1 GE 
L=VY 的 假设 ,但 正如 我 们 所 知 ( 和 参见 Dickmann [1975 |< 320. 4. 
29 和 附录 D),L 一 V 的 假设 与 非常 大 基数 的 存在 是 矛盾 的 - 

本 节 的 结果 的 证 明 所 需 的 技巧 分 为 两 类 ， 

(1) 运用 划分 演算 ,不 可 辨 元 和 超 积 构造 结构 (模型 ) 的 方法 ， 
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使 6 的 Hanf- 数 处 于 可 用 某 些 划分 基数 表达 的 界限 之 间 . 特别 
fe GM WEG Ah. a PA. 这 些 技 巧 是 Silver 在 其 
[19664 和 [1971] 中 建立 起 来 的 . 

C2) 用 更 大 的 基数 (可 测 基 数 . 强 紧 致 基数 ) 给 出 hC ae ) 
上 界 ,或 者 说 明 不 可 能 证 明 某 些 上 基数 是 ht ) 的 上 界 .这些 结 果 
中 最 有 意思 的 是 Kunen 大 其 [1970.j 得 到 的 结果 (13. 2. 14). 


一 .Hanf- 数 的 上 界 


13. 2. 定理 ”假设 存在 强 紧 致 基数 « AA <r t Eu 的 句子 
o AER 的 模型 , 则 c 有 任意 大 和 客 的 模型 ,从 而 he. 

证 明 : 令 A, 2K EIEEE SA =LU {ear BA}, PS Ce 
是 新 个 体 常 元 , 今 

E= (oy U {> cg) :7 ,PTA YER}. 

S nE SDRE. FE. ER o AE Re 的 模型 , 则 a 有 
Sly RW. BR.) DM. FREES 
有 模型 BD. AGL BE oo RA A. 因此 hn) Ree. [J 

13.2. 2 推论 ”若是 强 紧 致 基数 , 则 对 任意 oS ACS) =«. 

TESA: BR CS.) lex. 而 据 13. 2.1, hid. O 

另 一 上 方面, 我们 有 : 

13. 2. 3 定理 e 是 强 紧 致 基数 是 4 和 SRB <e, Il 

l hilf rK. 

证 明 : 令 u max{ || ,A}, M A, uce 因为 x 强 不 可 达 , 所 以 

(Sent (Fu) {Spr. (13, 22) 

邻 基 是 所 有 没有 任意 大 大 模型 的 Lu FRR, HS. 22), 
|X| <e. & X=suplé:€ R a 49 — 4 Hl ay RHR). 据 13.2.1 的 道理 
形式 ,对 所 有 CCX. <a. BR NCS.) Supi X cE X}. AH « 
是 极限 基数 ,所 以 对 CE XX! <i. FAL we LEENE 
r, PELA sup{1X :0€E X} <x. A ACH <x. (J 
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13. 2. 4 推论 ”假设 存在 强 紧 致 基数 且 令 第 一 个 强 紧 致 基数 为 
Kosta | S| <p W hl Ak g 

从 上 上 面 诸 结果 自然 产生 一 个 问题 :对 hts 是否 有 可 能 得 
到 更 小 的 上 界 . Silver 在 其 [1966] 对 这 个 问题 作 了 部 分 回答 ,我 们 
将 在 下 面 一 系列 定理 中 给 出 Silver 的 结果 . 这 些 定 理 还 给 出 了 当 
| 多 | 志和 3o 时 6w 的 前 束 全 称 句子 集 的 Hant HER kle). 

我 们 称 集合 本 是 SZ  Skolem-) FB © & & Skolem-i15 F 
且 对 每 一 x 之 1 和 pe Form (22)， 

Vo LI eB AF TG) ,DJET, 
HH F, Æ phJ Skolem- 函 数 . 

32 PL & BY Skolem- THY BS WER X. OBR 
和 集 , 我 们 用 OO AX. WR 

(1) (X.E A RTRA, 

(2) D= {gE Form): HAE nern EX HUE Aa}, 

(3) A=Hull (X.Y). 

AE: WRIA SH BON SR AMY RA i 
TF H Form, (X, <), E Æ Form, (X). 

B. 2. 5 定理 Bitr € Z W Skolem-B TH, (8: f<) 是 
2 Fy Fy AS A RR Ece D E EBO BY ORB SF 
BPS Y <) 器 ), 则 每 一 在 所 有 Be RR SB RE PR 
名 也 在 路 中 成 立 . 

证 明 ; 令 o 是 红 - 前 束 全 称 句 使 得 对 每 一 <x, 避 上 5o. 不妨 
So= Veoh Mp HP B<x 且 8 是 无 量词 公式 .假设 要 证 的 结果 
不 成 立 , 则 加 上 一 oe, 因此 存在 AE B® 使 得 吕 上 一 HL 由 .因为 B<x， 
AFE XZY, |X| <x 使 得 Ran(f)CHull(X,B)=6. RHE 
<V A 8 是 无 量词 公式 ,所 以 区 上 gl fh). oo BX <P X 
型 , 则 存在 保 序 映射 gX <l XD (a, Cf a). HS. 4. 1g 能 扩 
ie A: C—>%,, A BE mae fl. Mx BF o FO 

Sle] =F% ONE «HAA SF ROR. 我们 知道 划分 
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PER e 一 (7 表示 对 每 - -函数 ./:[e] pe AEE AY Xx 
使 得 对 每 一 <o, 乒 在 [X]】 LEHR. (参见 9. 3.1705) fo 
Dickmann 的 [1975],p. 51.) 

13.2.6 定 理 S SmMDM =Z, CTA, < NFC HIC] =r, 

C1) IXIA. @EON 且 x > (a)5". FEE XSC 使 得 
X, <p XA TPA a AX. <P XU HES, 

(2) EILIS Ro elo H a 是 极限 序数 , 则 与 (1) 相 同 的 
结论 成 立 . 

WEAR. CD BRE C= HC HEP eC CHARM ETRE 
C.F (ex, CP OLMAK —-RMRBRFRINS EAH OH 
ARE). 对 中 递增 元 组 ZEIT FBP: 

FOZ = {¢:¢€ Form, f w) H A F AZ}: 
显然 ,了 把 [cj 映射 到 PEMS DD P E A EO". 据 
假设 x 一 (a),, 存 在 赂 型 a 的 Xx 使 得 和 对 /是 齐 性 集 (9. 3. 
17(4)): 即 对 每 . - 2<o, 和 了 在 Lec] 上 是 常 值 吨 数 . 据 地 的 定义 , 显 
见 和 ,< X) BEM AY AS BY RSE. 
(2) 假设 a FARR RY HE Erdos-Rado-je H , 
Ka => Ka) 2”, 

hi A G> 3 (2). C 

13. 2. 7 定理 Ooh So MRED, |S |<AHAECCN, 

(1) 车 o AEA HRM He ro), Wo HRS 
4 的 模型 RB, 

(2) Hcl) >2?' Ho HAT HRM UN Lyte a<, 
zt > (a), o i HSA 的 模型 B. 

说 明 : 在 上 述 (17 和 (2)? 两 种 情况 下 ,可 以 把 山 看 作 是 与 守 有 
ss- 初等 等 价 关 系 的 模型 . 

WR: SA Eo HRA SmQD=4,2° 82 SH 
Skolem- 语 言 , 据 第 8 章 的 有 关 结 果 ,| 怪 “| 和 志 1, 因 此 不 妨 设 江 就 是 
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Skolem- 结 构 . 

证 (1): 据 13. 2. 60). 存在 XCA 和 X 的 序 型 为 < 的 良 序 < 
使 得 (X, 二 ) 是 所 的 不 可 辨 元 集 .对 每 eS XY AX 的 前 ? 7 
KAM. B,=Hull X A). 因为 器, 和 中 H o BWR KS. 
所 以 对 每 一 Y<<k By E o © P=Form, (X. <) 因为 对 每 一 7 二 x， 
AX, <> By) DHE 13. 2.5, FY SPR FRB BH 
构 使 得 OCS (CY. <9;B),W B Eo (ARR pea RYE 
<= E | Ap. $8. 2.5(2), FESO 使 得 

SAPs Ef wd 8), 
Eue © =Holl(e. ©). Bik Hull OBC HA p- HRD, 
HK | Hull(z,€ ) | =, BY | © | 2; B-A Hull, © ey PRE 
OZ, inxe, Zw, 1 是 -ALIFE =n}. 

iff | Term(&%...) |<as FRA Huli ©) Sa. A A S AE 
<y A [C | = y 因为 o RERA A F o HiL oE r. 据 
A; ETOO H EXT = Forme (ne. € bw), PEF 
(DEE. 注意 :Fr 二 Th A. AA AT; Et), PELAT 
每 -oEr,C too, AK CEN. 

证 (2); 令 避 Fe 旦 141==, 据 13.2.6(01) Me bn GE 
Xela MEFR GH FY RIE Xe Co (Xe ed HE WY AS BT HE 
BRE EARE Ae > (Form(S.,) a F AE = Formy (Xes <e). 
AHILA, FA Ran |K <et). AW 

«= {k (rz) :rE Ran(h)}, 
所 以 存在 集合 SCx 使 得 1S1=< HAS 有 常 值 . 不 妨 令 这 个 常 值 
WD. 据 基数 的 基本 性质,supS= U S=, PELA S 与 x 共 尾 .因此 对 
aE9: 定 义 了 .一 X. ,< 一 和 二， 对 oa 和 Sa <a 定义 上 是 第 一 个 ES 
使 得 一 8, 令 了 .是 由 X MA x 个 元 素 组 成 ,< 一 过 小 了 BR, 
这 伴 定 义 的 有 序 集 满足 Formy (Yoa <) =F. 下 面 我 们 令 B= 
Hull CY). BIR RTA OOPS CY, <2) BORRE a <i B, 
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F o. R F ÉY HERA d A o. C 

以 后 我 们 用 PUw 来 指称 Soll al RE PR. 

& RAD FER SASSER r HG ce SY. 

13. 2.8 定 理 $ Z EWA. e= mari |S |.8o}.AECN., 

(1) hC(PUa) 不 超过 第 一 个 = 使 = 一 (0 六 ,只 要 这 样 的 rz 存在 . 
(2) 车 ph DS. EAT eA. WY h PUDRA). 
(3) FIA |<. MM hCPU.,.. Èl). 

证 明 ;(1) 只 是 13, 2.7(1) 的 重 述 . 

(2) 假设 pA)" oR Erdés-Rado- #2 , 142") 5". 据 
ECAD (A> "All Silver 在 其 [1966],p. 544 FAY PF PSE 

KAS" po (AVS > > CAS", 

FRA A> ODS". BC) bh PUW Sea). 

DEDRA. C 

13. 2. 9 定理 iH | ACRA), M hU LRA). 

WEBA: EA, = maxi A | 80} LRA FAK pe (A) 2", EL. 
2.802), A h(PUW Se). PLE h(PUn ÆRA). $11. 2.7, 

ef(h(PUy))< |Form(# x) j <r’, 
其 中 r=max{|&|.A}. Œ Dickmann 的 [1975] 的 0. 5.17,40) >w 
是 强 不 可 达 基 数 , 所 以 <&Ga) ,因此 cf ChCPU WD) <A) ATT 
h(PU,y) klad. O 

13. 2. 10 推 论 SZELERE |AS N RA « 
的 结构 使 得 x 一 (w)s“ 且 <<” 良 序 4. ERA 
为 4 的 结构 B fE A=8 日 < BF B. 

(注意 :即使 天 ” 良 序 4 的 一 真子 集 , 本 推论 仍 成 立 . ) 

证 明 : 因 为 “< 是 良 序 ”是 妈 。。 的 前 束 全 称 侣 (参见 1.2.3) ,所 
以 据 13. 2. 8(1), 立 得 本 推论 . 口 

对 “增加 更 严格 的 划分 要 求 ,Silver 改善 了 13. 2. 10 的 结论 . 

13, 2, 11 定 理 (1)(Silver) RRISH Y 包含 二 , 今 六 
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FES BER e PE 0) AL 良 序 4( 的 - - 子 集 ). 对 
每 一 ECN A>, FETE AEH B ER VHA H 以 序 
型 4 良 序 BC 的 一 子 集 ). FFA ue, RE ETE DB fd BA. 

(2) (Helling,[19641) & « 是 可 测 基 数 , 则 (1) 的 结论 成 立 .上 ] 

说 明 ;13. 2. 11 实 际 十 是 一 系 询 存在 定理 的 一 个 特例 . 征明 这 
些 存 在 定理 所 使 用 的 技巧 更 复杂 ,已 超出 本 -上 书 的 范围 . 请 感 兴趣 的 
读者 参见 有 关 文 献 . 

J. Väänänen 在 其 1980] 用 为 迫 法 还 证 明了 下 列 定理 : 

13, 2. 12 定 理 若 下 列 理论 

ZFC 十 “存在 弱 紧 致 (或 可 测 、 或 Ramsay-) 基 数 的 真 闫 ” 
是 一 致 的 , 则 下 列 理论 

ZEFC 二 “hse I< BOP KAT OH .或 Ramsay- BRK” 

也 是 一 致 的 . 中 

13. 2. 12 的 证 明 也 请 参见 有 关 文 献 ， 


二 ,Han{- 数 的 下 界 


iB PB AE BS A ae -> C4).“ 的 划分 性 质 来 概括 前 面 的 
BEBEKA EP ISIS HL TAR AE h PU) 
钓 上 界 .但 这 些 希 望 由 于 Kunen 在 其 [1968b] 和 [19703 作 出 的 下 
列 结果 而 落空 , 为 了 表述 这 一 结果 ,我 们 还 需 下 列 定义 ; 

13.2. 13 定 义 S ZCP), HP ec RRR, 

(1) Lol ZF]=, 

(2) LI] = ULZ]. Ha SMIRK, 

(3) Lan fPJ={aSLe[Fj]:a at A TALL] TEX}, 
其 中 

A= (L[2], E {Ep Epa), 

(Esr) Eca H EZALE]? 
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(4) LE ]= U Lal TH. 
WEAR: EP EE ARTI g, 表示 ZFC HAT m PAE 
FA BG AA RR. PC BT Ee RE AY A AE H. RE Mo 
上 :一 正规 超 滤 413. 2. 13 所 构造 起 来 . 
13.2. 145238 (Kunen,[1970]) 4FV=Li4].Rp 4 oy 
测 基 数 < 上 的 正规 超 滤 , 则 RC, >>x 
证 明 ( 概 述 ); 令 o 蚌 下 列 句子 的 合 到 ,其 中 <。 是 个 体 常 元 符 
FFE -元 国 数 符号 : 
il) E» 
(4% Silver 49[1966).% « 2 TM BRS Ze LH EMRE. AV 
=LI 0) GCH 成 立 .) 
(2) gle). 
C3) A wovvers Lev, E or E vz Eu, Eun ds 
(4) Yosvy  FuoW 0; u © vy? (vy, = 07 V vv V edj» 
C4) Yoodu ly, Ec A Flo) =v, | 
TIR o 是 Loo WU. 可 以 证 明 = 的 模型 同 构 一 传递 模型 驱使 
EM Fe LE AER e€ MM 满足 la). RU) KHER 2S 
M #Fia| =e. re M. EG), | Mi =a. E Kunen (£1970 |& 
8. 78.6, o ERA e RAIA AER Se RO) 
AA fhe, es AE BA CE L Kunen( 19708. 2), 
NS yoda AO IT aaye 
用 13. 2. 5—13. 2, 11 相 同 的 方法 和 划分 演算 的 结果 ,我 们 能 得 
到 某 些 Hanf- 数 的 下 界 : 
13. 2. 15 定 理 (Silver,[1971]) ” 洲 存 在 基数 x 使 得 x 一 (w),， 
则 存在 可 改 举 语言 A 使 得 
kw) ACH o e ). 
EAA EL GRE fn BERRE RSE 
n= (02 一 五 的 所 有 置换 (permatation) 的 集合 .= 是 经 .的 
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下 列 向 子 的 合 取 : 

g, = : 
A Mops eqs LR" woe Un PR’ COgcoy tt Vr 1) Is 
res” 

a= (Voto A {00 si j,i) 
A A NAR a, 9280, SR oo Dh Soe inf Lj} 

任 给 集合 X MKATOX EEX, Teu Fo EXX” 
的 一 个 划分 如 下 : 

ee{e een sea? 

. CO (Tas sT,- D AT. 
因此 我 们 有 

XT vk SO hBAXMTREF RY 445 Y tat 
PCy CRUE. (13. 23) 

因此 句子 ao HARCA By A. Ako), Il 
S f(A] "> 2 BA LR BER Y HR BR, 

CAs {ror EDENA zo 0%t* stunt) =D ypcw 

是 a 的 模型 . 

田 一 方面 ,o RAR Sc ORM. 因为 我 们 有 

we lw)" H ASK > Aw) =", 

PRA ZG UW FARES koh 闫 -结构 , 则 我 们 定义 
ls 若 (ao ya, ECR)"; 
O. (atsa, 1) 外 CR). 
因此 六 上 一 a 或 相对 六 存在 -- 个 无 突 齐 性 集 . 而 后 者 与 的 构造 
不 相 容 (和 参见 (13.23)), 所 以 在 上 述 两 种 情况 下 都 有 外 上 eo. 这 
样 ,证 明了 EDENS nu). 

据 11. 2.7 RFS Ye LEN , 

ELEn m S| Form(S.,4,)/=2. 


Jikar aD] 
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因为 eC) > SEG AS GA SERN ,所 以 &o) 是 正则 基数 ,因此 
ERD =R) > 2", MIM LEW) FHC, > ew). C) 

13.2. 16 推 论 ”存在 可 数 语言 V fE hee’ Zou, ) ,hiPU。-) 超 过 

R-PHRF oR TERTRE wy. 

WEBA Ye @)— Ck), AR klw) ew, J 

据 本 质 上 类 似 前 而 的 证 明 , 我 们 有 : 

13. 2. 17 定 理 ” 若 4 谤 w 则 存在 xk 使 得 x 一 (2);“, 则 存在 第 为 
A 的 语言 & 使 得 

x(A LhPUAt hGH rst ). 0 

13. 2. 18 定 义 ” 称 xE CN 是 第 = 个 有 序 特征 化 基数 (n" order 
characterizable cardinal) S EES CI nn PAPE A HEE 

(1) (R(x), €) Fa， 

(2) (RA), E) E—e, 对 和 任何 AC CN, AK Ke. 

Silver 在 其 [1966] 改 善 了 13. 2. 15 给 出 的 h(w。。) 的 下 界 (请 
& R13. 2. 22). Silver 在 此 还 探讨 丁 在 没有 非常 大 基数 的 情况 下 
h(i ) 的 规模 . AE UE T : 

13. 2. 19 定 理 EV VSL, WH nw ho. AK VERB n T 
有 序 特 征 化 基数 . 

13. 2. 20 推 论 ” 芳 V= 王 旦 存在 下. 不 可 描述 基 救 , 则 Hant- 
Bh, ?超过 第 一 个 这 样 的 基数 . 


练习 
13. 2. 21 (Silver, C1965) SJZ ZR CO 是 所 有 So 
人 钉子 的 合 取 的 集合 旦 含有 "二 是 良 序 "的 名 了, 则 PUL. ares 
Prt ha 13. 2. 9 和 13. 2. 15 仍 成 立 , 
[提示 ;对 13, 2.15, 证 明 存 在 ZF 的 有 穷 公理 集 使 得 它 与 断定 
“不 存在 基数 上 使 得 < 一 人 人 
一 起 能 定义 L m T Oo A 
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Apon A RREH > JAk). ] 
13. 2. 22( Silver, (1966) 证明 存在 可 枚 举 诸 言 rf 使 得 
sup{R(a) :a Sa) Eh CLE aen) 


$3 ”所 -的 某 些 句子 相对 一 阶 理论 的 Hanf- 数 


本 节 我 们 讨论 SH. ABSA. ERR SA Sa PA 
> w) HS RATAR Bp BE A Hanf- 数 . 这 一 部 分 工作 主 
RIE A J. Flum 的 [1972], 可 以 看 作 是 对 前 面 章 节 有 关 结 果 的 一 
种 概括 . 

本 节 我 们 总 是 用 了 和 < 到 表示 一 元 和 二 元 关系 符号 ,用 agë, 
Mo. BRIER Ae …' 表 示 无 穷 基 数 ,T T OT, RR 
阶 理论 . 

令 F 是 结构 类 构成 的 恋 使 得 每 一 类 WEF 中 所 有 结构 具有 
相同 的 语言 假设 -是 其 中 一 个 结构 类 ,sf 是 .AK 对 应 的 语言 ， 
我 们 用 多 (-zw) 指 称 最 小 的 序数 &( 若 存在 这 样 的 全 使 得 对 经 的 
任意 V 和 <, 若 对 任意 入 EN tV* <" > 是 线 序 且 对 每 一 ?<e， 
APE NE 使 得 (V* OOD Sy RB MAE TE BE 使 
BV" ,< RRA. B.C SERA BHA RIEA 
=0, FMW, S h) = supi |A A E-A}. Re RH 
h(.@) ft -A ff} Hanf- 数 .因为 若 A AAR ON aH. Ml 
AS EAE GIN. & sup{W(AD) @ OF) FTE ARTA 
WF) 指 称 它 且 称 它 是 F 的 请 序数 . £ 

maxi s.sup{ (hE ,tt EEF) 
存在 : 吧 用 hCF) 指 称 它 且 称 它 是 F 的 Hant 8 HIRE oE 
Fig e BARMA Ww TE A SY. 

BIIEN Sok 4..-DP RP RBIRIRE i UR 

HOFA: 
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存在 语言 L PENZ u ETEA 
A= A R LUL -A ETU to}}. 
E hF ADAWE Co ADEE, MU FR I BD hlo, ADA Wo.) 
来 表示 它们 . 

13. 3. 2 引 理 

(1)(Hanf,[1964]) 对 Zao-A) F a, hle, DFE. 

(2)}(López-Escobar, [1966 ]) 

(1) 对 Lout] 0, Wo ADEE; 
A) 对 HK You AF o E owwa Oe. EF ¢ 
是 AR. WO DEE. - 

(3) 对 Lu T 0, ho AEB DERM e PANE RES 
2 的 理论 工 ,车 对 每 一 基数 ox FETUS HRS 的 模型 , 则 
TU {og} 有 任意 大 知 的 模型 . 

(4) 对 区- 句子 esW(c 是 最 小 的 序数 后, 若 存 在 这 样 的 
使 得 对 任意 语言 S'S % 的 任意 矢志 的 理论 本 和 A 的 任意 V 
ML HE CET ARAA Eo HAY" SOUR Sy A 
良 序 , 则 T ARH B Fe 使 得 (Y ,< ) 不 被 良 序 . 

(5) HW DEEH WO, A >wt1, N] 

EHI<LW CoA) > w EW Co, À). 

证 明 : #613. 3. 1. 关于 (1) 还 可 见 11. 2. Sa. O 

固定 8CV,<) 是 述说 “一 是 了 上 有 首 元 的 离散 线 序 ” 的 Lau- 
nF. H nco Ae OV, < S ERr KEV <) 中 第 天 个 元 
素 ”的 公式. 

13. 3. 3 引 理 下列 命题 等 价 ， 

(1) Wio, DH TEH h(o,A)=o. 

(2) 任 给 序列 (7T.:n<o) 使 对 ij<o TCT. | UT, lI<a.# 
AMER nemo T U (0) AR Sm 的 模型 , 则 UT.U to} 有 模型 

WW: BIR. Wo ADELE. MM We, Aw. 现 证 (2) > A): 
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AEF(aa) S | 


it (2) Mae (EB REA OC TIA mR nnw S Ty 
= Tye T= TU Ve} U laasixian}. &TU { ob BRAT BL 
WE RRR D MUTUI RD. EA EP RD 
TE new HE TU (0) 1 RAS OV" <A RA <n. 所 
以 据 Wo, AAEM. Wo Dw, A C1 a or. 
FEO) => (2): 设 人 ) 成 立 , 令 4 人 :nr<o) 如 (2 的 假设 所 规 
EREU TU to; AREAL. G ECD EA T, HE. Q 
T= (OV ,OIU Ya 0) Cr) - 2 ot N: nw, FA}, 
其 中 Y ,一 是 新 关系 符 台 .因为 对 每 nco TU lo HBS. 的 措 
PLAT, Uo} WAS en AYR. ODT, U fo} EP 
AU, mA AUT, UU {to} 的 模型 . 口 
4 A E Skolcm- 模 型 , (X. DEA HERRE RIE, T= 
aes (X<) M13. 2 re eer TAE E KIF K. TY 
Hull, (Y, <) CE @ FH iA HOOKER Y 生成 的 唯一 的 
《在 同 构 意 义 上 ?结构 使 得 Form, (X. <= Form, wy (Xl). 所 
第 8 章 S QAlA TE § 2 的 结果 ,我 们 有 : 
13.3.4 引 理 PRX ERY A Æ 经 的 Skolem- 结 构 ， 
P=Formy (X. <) W 
C1) FF pd) € Fomr) E Za AR 70 FA RAA . Ul! 
对 任意 rie zs yey, EX, 
A EAr] S WE AS, | 
C2) 车 人 ,< 一 > 是 线 序 , 则 Hulp (X = Holi, cv). 
(3) (Chang. | 1968b D Æ (Yi, <DA Y, <<.) EE FG ae ti M E 
线 序 , 则 Hulln(Y1)==,,,Hullr (CY,). [J 
在 后 面 的 证 明 中 ,我们 还 需要 下 列 事实 : 
13. 3. 5 引 理 (1) Bi o AERA RFE H A<, m 
小 Fo -> UE oR AEs BE). (13. 24) 
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因此 若是 存在 句 且 4 是 任意 基数 , 则 据 (13. 24) ,我们 有 
hlo DAR, Wlo,A)<Swo+1. 


若 go 还 是 下 列 形式 的 存在 句 
g= V 32V alU (zr) r=, V ee V =x, ]s 
ng his,A=s,; Wo, A= wti. 


(2) K 所 -句子 ec 是 合 取 句 S 不 含 无 穷 析 取 号 且 对 的 
任意 形 如 一 9 的 子 公 式 ,2 是 Zw AK. 
(Keisler 在 其 [19651 证 明了 ,对 任意 SW. - FRA oc AA Eola 
起 积 下 封闭. 》 
因此 hle, =o Wio, A) =. [C] 

13. 3. 6 定理 (D 假设 o LoM ERE, Z A 

W(o,A)=a@ => hla, AKIA- 
《2) 车 对 (1) 中 的 4, 存 在 基数 x 使 得 4 二 了,Cx), 则 
hle, A), (x). 

(3) 车 (中 的 A=, WM) hie, D= Ro. 

证 明 ; (1) ERRESA HRE T ERR E LA E T 
U (oli ae WH. PRE TUS ARAM RA. AKT 
是 L u Skoen- HB SCS’. Did inc) BAY ESO 
的 一 枚 举 ,{c.;rE Q} 是 新 个 体 常 元 集 . 对 mr<o, 令 了 .是 下 列 句子 
的 集合 : 
TU{—(4d) ijn) U {Pr artsen DPC, se) PH) 

EZAR, Pari E (di Ln) B Ta a Ls). 
据 Frd6s-Rado- 定 理 , 对 mr<co, 存 在 p< LAME pa OVa A, 
通过 解释 新 个 体 常 元 doo ed JE TU HERBS. 的 模型 N 
WH A TU {z} 的 模型 据 13. 3.3, UTU fol ARR B. & C= 
Hull {Pr €Q}). 则 据 13. 3.501) CE TU fo}. SCY, OE 
无 端点 稠密 线 序 , 了 一 Forme (tc rE Q}) RA © =Hull, CQ) ,所 
以 据 13. 3. 4¢3),6 =. Hull (Y). 因为 Y EEA Hull, CY) | > 
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IY |. PLA TU tc) 有 任意 大 老 的 模型 . 
(2) 设 对 某 个 基数 c, 存 在 A= ].(e). 因为 w 是 极限 序数 .所 


MLDS U 3,0) BF cf =o, AUT, 可 写作 UT. 使 得 


IT | <3, Ce). HN PEE» RRA bo, ASIC). 
(3) fe A= 的 情况 下 , UU 了， 是 可 数 的 , 据 Erd5s-Rado- 定 
FB RE mn, jw, FEFE hw fF Ro (C7), 所 以 如 (1) 所 证 ,有 
hia, A) = Ro L] 
我们 称 L oA ?是 严格 全 称 公 式 S p HEM oy E 
Hb te SO AR IO i RAG. 
13. 3. 7 定理 ”假设 oz 是 SHREK. IS IA N 
Wea, R) =a => hlo, A) <I, A). 
WR BI T ES “的 Skolem-P H, LTL I |SAA 
对 每 一 <A). TU (0) Se 的 模型 ,下 证 TUtc} 有 任意 大 
FEB. 若 «二 w, 则 本 定理 就 是 13. 3.601) ,所 以 不 妨 设 we>w 是 
极限 序数 {车 a 不 是 极限 序数 ,证 明 也 类 似 , 只 有 上 几 处 需要 赂 加 修 
正 ; 请 读者 自 证 ). 对 8 之 a, 据 13. 3.205) wr Pca AM KGS BM 
(ADE TU Co} HBS, OAO AR H BSA. 令 Y,< ,< 是 新 
VB，<* 一 ERB， < 一 4 上 的 线 序 . 
首先 证 :对 mw, Eby ote Ee CBE eo Se RITTE A 
的 县 了 下 列 性 质 的 子 集 序 列 44z mo), 
(1) Az RA o? 
(2) JAg [2 (As. 


C3) 对 所 有 dmv bm E Ag vao K Kans bo << bn 和 所 有 
ob.) E Forna (Z a)» 
A E plain] S WE Plo. 
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对 每 一 mo 和 每 一 序数 88, 据 Erdas-Rado- 定 埋 , H 
Tae n CA C1, A €13725) 
AER F< 8. DRS. 25). FFRED CE A,» 假设 
ESI COIN Az 已 定义 是 包 <, 则 据 (13. 25) 的 另 一 种 用 
法 ,我们 得 到 Ay 的 .具有 性 质 (2) 和 (3) 的 子 集 A .对 mr<w, 据 
下 面 的 等 价 式 定义 4 上 2 (Cm 十 1) 元 关系 Pn Pn 是 指称 这 个 关 闲 
的 新 关系 符号 )， 
Pr (E, 1) 
VEE VE Eds bh En EAr H a Kan 
Ae WM = (MV KPa Ba BETTE Ba, HY 
TU A (Us ) 使 得 (V” ,<<” ) 是 序 型 为 8 的 良 
IF. OT =P (Th; Ba} PA Ay 中 成 立 . E WoD 
EXT Uo} 4 aE BE RAY DBI CE eno) BV? <p 
弟 降 序列, 则 
人 对 mw FH B 的 无 穷 子 集 Bn 使 得 对 所 有 nE Bas 
boo < by Pr (En ba). 
O 对 每 -~ pbn) E Form (A, UE dns bn E Bus ERALA 
PEE, aA PEE, bm) 则 
BE da...) BE Ady]. 
令 
T= KUn Lp) € Form (£) AXA a. EB, 
Pa (E_sdm) > BE pla. ])- 
EDAD A LAE BE EOE REX <) FERH 
A 使 T= Form, (X, <). 因此 Hull, (X.<) T. WR LAT PA A 
择 X 使 之 有 任意 大 和 宕 ,所 以 剩 下 只 须 证 Hub X. <) F e HA o 
是 严格 全 称 名 ,所 以 不 妨 令 o=Y29, 其 中 0 是 一 阶 公 式 的 无 穷 布 
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尔 组 合 . 假设 HAX E 一 c, 则 存在 FLT ty Cone, 
"et aby (vost su, JANI Figs Ts tease st, EX 使 得 


Hull (X>) E 一 8[Lt re [zs Jye i er oz" J] 
令 X= {zt, ryt) m= Das; MIHE HE bn 使 得 PEE, bm) FUE 


BRERA eX (En) HB ELROMLS. 3.4(1), 有 

BE o [e Ce) seese Cp y]. f° [e (ze) se (al) ] |. 
AT BE ~o FIA. OO 

后 面 将 证 明 , 对 任意 Alwen (> blo, <p 一 般 不 成 立 . 

13. 3. 8 定理 令 c 形 如 (zep,9 是 严格 全 称 名 ww 公式 ， 
EIZ |S, Wie, D=a AU 是 不 在 o 中 出 现 的 一 元 谓词 使 得 

Fo—3zrt LA V2lU (ae Vr] - (13. 26) 

则 his, A<, Cupi ll AD. 

证 明 : 本 证 明 类 似 13. 3. 7 的 证 明 , 因 此 下 面 我 们 只 指出 变动 之 
处 . 仍 假设 a> w 是 极限 序数 ( 非 极 限 序 数 的 情况 类 做 可 证 ,ae 一 吃 
的 情况 在 13. 3. 9 处 理 ). 若 Rca MS ACGA TU oh MS 
Jonge) ARAL. Hert e=sup{ 161,4). 选择 4 的 子 集 4 使 得 : 

(1) Az SA .， 

(2) JAg [Sne (A, 

(3) 对 所 有 La AR Koor Ums) PE nbn E Ag 和 所 
P Un EU" ,车 a,oa sba Kbm M 

WE iin stn] UE At, bn]. 
(这 里 我 们 用 下列 事 实 : 据 a 的 构造 和 (13. 26)。 对 了 的 每 一 模型 
W, JU ISIE. 4013. 3. TAREE MUG. > 
| T =(V{ThA;).B<a}, 

VET Uo) AY aE BFR. (Sino) EV", <) 的 递 降 序列 ， 
据 (13. 26) FRAT BY LA BERR ha! OEE B F hulk OE], AT 
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H bE RB. 

D U?) @ 对 菜 个 YE b= al. 
IS} Ay BFE T AY RE, A 

D MPA LLB Clove tenes) HEAT Gn On E Ag 和 所 
H tn CU" FF PEE, dn) PEE Bn) o 

BE Lin dn] 2 BE A, En]. 

AEX AO RRR ER XNU? =O fe ce Xe we 
UR MEH CL 

T =TU i>a Se ye EU UX yE UE e ide 

ET ore rE XMa EE Fomin) 
at A ån E BARA PRE, nd B E Adnan J}: 

Bw. Bay. SO 是 工 的 模型 ,不 妨 假 设 对 wuEU cl 一 uw; 
EXS S DHU UN). BRCET. AW X BES 
A. PLR FIDE D E o A oH aIVa.e. Bp eE- Brac 
无 穷 布 尔 组 人 台 . 所 以 类 似 13. 3. TATE OBS BR i AB oP. FRAT AE FS Fh 
Deu él Me Deo. 

运用 13. 3. 6 和 13. 3.8 证 明 中 的 方法 ,我 们 有 : 

13. 3. 9 定理 令 形 如 (zh Hye He eH. BRAK. 
HISISA Wo Dao HU 是 不 在 6 中 出 现 的 JA 

Fa Gah A gAVaU re Vr 


则 hle AI Csupi el a. L} 
13.3. 40 定义 O) hls DCHhF (Go))) 是 最 小 的 基数 «使 
ISX (LRA Bie T E TU lo Ree HIRAM Lo} 


FEAT. 

C2) WAC WR (aA) ERD AUER ECE HA HY 
人 使 得 对 所 有 语言 ATES AY BIE OA EE V 
MATU ARRA EE, ee HY BF T 
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U fo} AL B EEV ,< ) 不 被 良 序 ， 
定义 13. 3. 10 中 的 h 是 前 面 章节 定义 的 Hanf- 数 的 相对 化 . 
从 上 述 定义 , 易 得 下 列 结 果 : 
13.3.1131 (1) 车 到 (og,A) PE. N) Wo. ERR FF EL. 
(2) hlo, Dhla AK Ch(w,A))*. 
(3) Wo AFE © Wo, DFE, H 
Wied) <Wia, DX Wed) +1.0 
RR Hho DH Wo, A) 分 别处 处 置换 13. 3. 7 和 13. 3. 8 中 
HJ hla, ADA Wia A), AMAER. 但 这 种 置换 对 13. 3. 3 不 
成 立 , 从 而 对 13. 3.6 和 13. 3. 9 也 不 成 立 . 下 举 反例 说 明之 . 
13.3. LAP + l 
a= V3 ZY [U (merr Ve V rE, 
To= (YV DeU a]: “V RRA. 
则 ToU {co} 只 有 良 序 模型 , 旦 对 每 -~ nco, T U {oc) 有 序 型 之 n 的 
良 序 模型 ,因此 W(o,4)>>w. 任 给 理论 了 使 得 也 U lo ARH H. 
(V" <A Se 的 良 序 , 则 Th( 7) U {capi Senin Cw) E 
FCB (encode MAH CR. BB 是 ThA U ienen 
<w) AY — AS GY 5 4 YR A, WY A =B. A A ETU {4o) ,所 
以 BETU fo). ARE ine) SEV" <<”) AR EEA, BED 
VLORA IE. 因为 UW AST ELA RT EE A. 
Wo,d) =o, Wead =u +1.0] 
在 本 节余 下部 分 我 们 国定 一 元 关系 符号 UGS. 
令 .如是 公 的 非 空 结构 类 ,全 是- 一 个 结构 使 得 和 这 信人 S 
Sm OW) .我 们 称 是 . 3- 结构 (模型 ) 6 以 0” 为 个 体 域 的 中 T 
的 和 子 结 梅 ( 称 为 中 ph V-ERA e OR. 
MFC AINE BE RR 
PERCHA) PA ZL fe Lon RRT i 
SIME ARAA Sm Dr h 
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下 面 我 们 用 hA, A HOA WA) WA) SP BUTE 
# (F(A) HCE CAD) SWF OAD) WCA, A). 
13. 3. 13 定 理 
令 x 和 «是 基数 使 得 对 所 有 六 E.H,p 才 |4| 志 x, 则 
(1) IHES A, he, OM WO OGA- 
(2) 今 a=W(.#,A), 
AT, (4) => hd) I, Cp). 
(3) & a=W(-7.A), 
ADS |S} > hid ,NE (sup {«,A}). 
证 明 ;(1) SHEA HME. ola <n 是 4 的 无 重复 枚 
举 ,% EA HERJAR. De 是 下 列 公 式 的 合 取 : 
U(r), 对 EL; 
-> (Er), AL E< p<); 
Le= Za» 对 使 得 Sie; 
=r, no FRZ HnABKHS, 
Ertain EK je” (ag, st ode =a ; 
已 (za stt oTa)» nco PRA hn ARRAS, 
fortrin aL E lae sae DEP; 
n+ Hno, PRZ WH nAKREG, 
Ent te; He ag tae EP". 
令 .- 妈 ;是 由 .过 中 两 两 不 同 构 的 结构 构成 的 -A 的 最 大 子 类 , 令 
G—Wal Uae V =r) A V ig We.) ], 


Firg aTe 


al 


—Plre sy, 
Y 


e (Ari xy. 
BARRA DSU) RAG h 
DO geht ot MERAK, H 
Fe GOLA YE Gry VY =z) i 
DO A WA E ARR o N p o. 
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据 13, 3.201),13.3. 11 和 个 .hz 和 而 (和 存在， 
C2 BEB) By Wa, Ao 是 极限 序数 ( 见 13. 3. 1141)) ,所 
VA He beth- 数 的 性 质 . 只 须 证 对 任意 B<a= WC. ,A). ETL RSA 
的 理论 TEE TBR, OM oe AR AERA t- 
模型 . 不 妨 假设 ASI,00, BW 8 十 1 之 :所 以 据 和 到 CY, 和 ) 的 定 
LTR SAR A MRH A- R ERRI Aa E T 
RT RST RMU 的 序 型 为 如 之 8 十 1, 因 为 A (40), 所 
以 据 向 下 -LS- 定 理 , 不 妨 假设 ， 
Z |< | Al smax{'8,|,a,|U" |}, CU |. 
EEG, ERTA BULEX x xF HELE (iterated) EM 
Pox EYE l 
Pig. =x, | 
对 0. 
CH Ur EWA A r AOR FBR RAW. AUR Dy WS 
A =<AU Y: HT OU FOG,R ),. 


其 中 FUE A Fl 出 we", ERAH, ee -元 关系 使 得 对 
{ES apycE AU U ou", £), 


Pi | ead eae E- 1<py. A 
G lusse) © P 
cE AU E] 1) bec. 
因为 8 十 1 之 Bs 所 以 | AL Ep > "=e UEG Bey 
VosThOho wT, ABS Goh 7- 模型 . OB BT ER 
le REFNO ) Be RR Ein YY BUS RPA Gi E 
X.iBi- Rk G epl. HUT | <x, ALUS DI e). 
LSE 的 每 o eA FE p, O0). 
(3) 从 13.3.8 相 上 述 名 六 得 (3). 门 
13. 3. 14 推 论 假设 .中 的 每 一 结构 的 暴 为 ,全 = 
We A,A a SWEEF, A) A EER EG o lca 5 AK), 则 
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(1) hC4#,A)=1,(k). 

(2) Q =a => h(-#,A)=1,(«). 

DD aa => I Kh LAE, AI Ce) 5 

GCH) a >a 一 h(-#,A)=1, (x). 

UE AA: (1) $813. 3, 13 的 (2) 和 (3), 我 们 只 人 须 证 ,对 4 过 J,(《x)， 
Je 一 (supfe hy) .假设 a 守 wlz 一 w 的 情况 也 类 似 可 证 ,请 读者 
É iz), #7 A=sup(«.A) AXP <a, A<, WA A a FE aR 
数 , 所 以 据 13. 3. 2¢5) ur’ <a, Te FE é, 使 得 w HE, =a, E 

J,Cx) = Je, bane, rep CO ae, 1e, (A) =J], A], (sup{«,a}). 

(2) 据 (1) 和 假设 a=a,, H h,= 1 C). #13. 3. 1102), 
有 CAOS, Ahe, At R h(.@ AVI, Ce) ,而 据 
13. 3. 13(3) AECL) AUER. A Ae). A OAS 


Ch(-@ A)" HI, (oe) ERE OFLA hA ADI, (ee). 

(390): RE a, >a, $213. 3. 1101) (3), 是 极限 序数 ,所 以 
TC) <I, HEL RCA 1, Ce) BRA had) S 
JK) $813. 3.112). Ff CWA, Ce). E YE 

I Ce) <cht.. A). 

ORD 1,Ce) <h(.# A). EY aa, FL 

1, Ce) <I, 60) = 1,4, GO = 2 = (1, e))*, 
因此 有 bo ASI, Ce) =I, Ce). 而 据 吕 ,又 有 
h(- ,A<3,(«). 

我 们 可 以 用 反例 说 明 , 若 .下 是 所 有 蜂 为 «的 结构 的 类 使 得 

对 所 有 4 过 x,GCH 对 了 ,Cx) 不 成 立 , 则 
hOM Ay, ga (4) 

13.3.15RA G Am {Anu Hepp ASA P), 

|A =r AP’ AEA) EARE IP] =n, WUE 
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二 1YxLV CryoDPCr)j:“《V <) 是 线 序 ” 

只 有 民 序 的 A-R, HAEE nco T ATR n HESE A- 
模型 ,因此 WOD >o. Rit T ERa 的 理论 使 得 有 .好 - 模 
型 B HO” DEENS MRE. Ep a B EOLA 
型 . 令 tosna<o} 是 新 个 体 常 元 集 , 则 

T= ThOB) U {eo :nw! 
是 一 致 的 . 令 & 是 六 的 模型 使 得 | | = CER: RIEA <a) 
Ay E E THC’). ARPA © 是 二 的 { 纪 -模型 ,从 而 是 全 的 -和 - 模 
型 ,因此 WO Ad =e + HA WO.@,a) =o. $213. 3.11, 13.3.14 
《1) 和 (3) RITH OA = (Ce). A. He GCH 对 3《e) 不 
BL BCI Ge toa Ge) BY 
he EAL Jye a C 0 
13.3. 16] P(A. <) BB JF C-like ordering) <9 (A, <) 
是 线 序 ,141=*“. 目 对 所 有 aeE4,|10E4:5< de 今 = 
((As<l) (A. <l) Row $F}. 据 13. 3.1401), HAS Oe) HP a 
=WCAND. 有 ht A= 1,00). O 
3.178) SW =e... ,Bpco=— € | e fE13. 3. 14 
DREE ACW = (x)， Bo WC Wo}. wee, 


所 以 3 一 Je) ,因此 hf 下 一 了 . 口 

13.3. 18 例 ”我 们 可 以 把 ECCS. DBE 

iMod io): 是 SH ,+.65 8] F}. 

PLEA ECCA DREL. 2. 5 的 CS). 如 通常 那样 (参见 第 
11 章 $8$ 3. 特别 是 11. 3,1 的 证 明 ) ,对 ~ 的 任意 甸子 a, 我 们 可 以 
HES o HK ARSE T, 和 型 集 S, 一 {Ts:&<x) ,其 中 每 一 
Py of) Fx, AT. 3. 1 证 明 中 的 诸 结 果 , 我 们 有 : 

(1) {Chang, [1968a ]) 

h(EC(S DD =h( {YN,) 40), 
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WEC = WCA,} 0). 
(2) (Barwise-Kunen {1971 ]5 J. H. Schmerl, [1970 
h(EC(4,.. =I. 其 中 a= WEC(,-,,)). 
(参见 13.1.19(4). 009 

13.3.19 例 (Morley,[1971]) S A E L-k = {对} ,我 
GAWA ad. Wd, Ad nO, AD. h OU AD 4 BR RW) DD, 
WC. ACW) A HCW) AD. EIB. 3. 1401). ES A 
-LAUAD -Epes WA, A 

hA, a=, dAl. 

13. 3. 20518 下 列 命题 等 价 : 

(1) WOU A= a 

(2) WOU A =e. 

WEA: BRAC) > (1)- 

IZ > AGA, ABR TEE ee Ta RRA SB i 
jc. TCT, H T, 有 一 以 -模型 , 据 13. 3.13 的 证 明 中 的 包 
和 13. 3. 3， 只 须 证 UT, AA-AAA G Co, EAD AMT TV, AK 
举 , 据 假 设 , 存 在 { 型 }- 模 型 时 使 得 (V” ,< ETA o RFE 
8 的 庄子 集 Bw) FEI CT deik B, 看 作 是 一 元 谓词 ): 
Œ EBEB, 

SBEVird)ee k TV, OP Ënn > oh B, 中 成 立 ” 
据 (1) TPE ThOD BY -AAE ER (A-A C. AVE cO EE 
EIRE #2 BD EUT, M AAR. CO 

从 13. 3. 19 和 13. 3. 20 直 接 可 得 ， 

13. 3. 2140 EILIS MEAS: 

(1) Wa.ew=a. 

12) WA ,w)=o. 

(3) h(W,e)=1,¢/A]). 

(4) FEW w AYN) -结构 的 族 FO wo) Bo REA. Ld) 
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13. 3. 22 定 理 SA EL-i, 4 是 基数 使 得 | 和 | 委 1 去 
LUAD Bp a=W, 
WU,ND=WA,A), hA, D =h A,A). 
证 明 ( 概 述 ); 本 证 明 类 似 13, 1. 8 的 证 明 , 所 以 在 此 我 们 主要 说 
明 两 者 的 不 同 之 处 . 据 13. 3. 20,a=w 的 情况 已 得 到 证 明 , 因 此 这 
里 考虑 a>w. 假设 输 志 4 的 理论 TT, 没有 任意 大 宪 的 伺 }- 模 型 ,下 
证 存在 一 个 名 <x 使 得 T, 的 每 ~- 似 REHE (141), 从 而 
hA OSINA. H13. 3.14, RIE 
WA, D=WA, dD, hA, D=h A,A). 
令 S'ERA HER TE Law BLL HUE 
6! 不妨 假 设 To 是 Ltt Skolem- 理 论 . 对 n<w, > S, 是 
UX <IU tuara E AJU ferst scn) 
的 所 有 一 致 理论 了 的 集合 使 得 
(1) TET, 
(2) “XALBAT, 
(3) “<P X GRAV ET, 
(4) a <,, 
XDA -AX ET, 
>e =D ET, IKin, 
(5) Viz. AUC) A AX) EEEE N 
(GE, E) DD]ET, 对 所 有 Se- 公式 go 元)， 
UGG, EDRU G, EEFT, 
对 所 有 Z -项 1(3,,)， 
HUGE, CD CT WMT aE A nET, 
(7) 人 包含 所 有 在 ( 蕊 ,ac 中 成 立 的 原子 名 或 原子 句 的 和 否定， 
(8) 对 所 有 cE AU uD ET, 
(9) ETOT AT EERDE), M ST. 
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~~ 


(6 


&S= 5,. 定义 S 上 的 元 关系 尺 如 下 ; 
TITHIER S TÆT.. 
4S, RD AE BF H. (13. 27) 
假设 (13. 27) Raw AL. WKS. R) PTT EB RRA CT na & 
T' =UT". 易 证 T-BAR (0) A 
与 我 们 关于 PRT. 
因为 (S$,RR) 是 良 建 的 ,所 以 车 13. 1. 8 的 证 明 那 样 定义 S 中 元 
ZASA EWR Rank. $ TES, ALETA AREE 
U” = {ul su A). REF B= Rank (TT) .我 们 来 证 明 : 
[Xa| < (sup {a, |A]}). (13. 28) 
4 B= (%B,.X,¢,) ,假设 
IX” | > gep’ (sup {As JA], 
据 (13. 25) ,存在 子 集 XCX”, |X, | I,,,Csup ia, | Aj) BH 
个 TiES RHEA Fig E Xa e" ACB KF DE 
Ty A-E R HE MS, 的 (9) TOT, AT PER, 
因此 Rank (7',)<Rank(7), 
{AXP Y=Rank(T,). 
[Xo | Jove, (sup ta, | 4))， 
与 归纳 假设 矛盾 ,所 以 (13. 28) Re. 
F BETERE 经 的 (中 -模型 ,所 以 由 的 [部 分 ( 见 13， 
3. 13 前 的 规定 ) 与 并 同 构 - 不 妨 假 没 必 的 这 个 -部 分 对 的 归 
ey He U.S <P BATE RAY UA (BB. <" a) E 
TESA MARA CHP BORAX 的 解释 ,a 是 对 ts RED, 
据 (13. 28), 对 8 二 Rank(T), 有 
BIng vesup (ta, ALD 
JE, Xt y= Rank (S). E |B| <I., (sup (a. ALi 因为 对 a= 
WA, 1, CfA] = t(sup{a.|Al}>, BITE- Ea, wia, Wi 
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DAR F RHE : 

Rank (S)<a. (13.29) 
HEREHEREA AESA BA S RET, 
EET AE A-S NOTAS RD) 来 “< 表示” E 
《S,R) 的 良 建 性 ,(13. 29) 可 以 用 WOA, ADK ELER. 

> Sent, 是 对 应 S, 中 诸 理 论 的 语言 巡 "的 句子 集 , 我 们 可 以 

4 U Form OH AR Godel- 数 编码 ,从 而 构造 理论 T 1 9 
(注意 :我 们 假设 ow, MUHA KP RSA k E SE TAT 
{WU }- AP al Be — PARA wR A): ~ 

® |T |<4, 

名 了 包含 -一 元 谓词 5S, 和 二 元 谓词 Ry ET AE) Re 
B 中 ,对 任意 1E8 使 得 :ES1 ,存在 唯一 的 n<w 和 唯一 的 理论 T, 
ES, 使 (c.:r<w} 中 恰好 有 个 体 常 元 cese, Fb tH LTE U A H 
一 个 钉子 中 , 且 该 句 的 GodcL- 数 在 上 P. MA TPH AP 
GadeL 数 也 在 z 中 . 

© 令 外 是 开 的 人 借 }- 模 型 ,放生 已 使 得 二 ES， 苦 
ty st.) ERY MYCE, LO ERB st T,  T, WORX). | 

D 4 Th) B 使 得 

C1) te TES AE CE B HG LES). HTT, 
(1) ER AEB Ht eS 
tito ER & (TT, ER. 

HOT AES (U)-BS PS ,Ri ) 是 良 建 的 . 因为 秩 函 数 
(从 而 它 的 值 域 ) 是 一 阶 可 定义 的 ,所 以 对 TT 的 任意 位 )- 模 型 员 ， 
Rank 《4S7 )<a. ED, Rank <a. O 

现在 据 13. 3.22, 13.3. 17013. 3. 18 ,我 们 有 ， 

13. 3. 23 推 论 今 ae = WEL YS WS), 

h(EC(S.+.)) =h(#,+.) =3,- 0 
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